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Аннотация. Найдены условия, при которых каждый G-главный фактор нормаль-
ной подгруппы E конечной группы G является циклическим.
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1. Введение

Все рассматриваемые в данной работе группы конечны. Подгруппа A груп-
пы G называется S-квазинормальной, S-перестановочной или π(G)-перестано-
вочной в G [1], если AP = PA для любой силовской подгруппы P группы G.
Пусть символ HsG обозначает подгруппу, порожденную всеми такими подгруп-
пами из H ≤ G, которые S-квазинормальны в G. Тогда подгруппа H называ-
ется слабо S-квазинормальной в G [2], если в G имеется такая субнормальная
подгруппа T , что T ∩H ≤ HsG и HT = G.

В данной заметке мы доказываем следующую теорему.

Теорема. Пусть X ≤ E — нормальные подгруппы группы G. Предполо-
жим, что каждая нециклическая силовская подгруппа P из X имеет подгруппу
D такую, что 1 < |D| < |P | и каждая подгруппа H из P с порядком |H| = |D| и
каждая циклическая подгруппа из P с порядком 4 (если |D| = 2 и P является
неабелевой группой) слабо S-квазинормальны в G. ЕслиX = E илиX = F ∗(E),
то каждый G-главный фактор из E является циклическим.

В этой теореме F ∗(E) обозначает обобщенную подгруппу Фиттинга группы
E, которая совпадает с произведением всех нормальных квазинильпотентных
подгрупп группы E [3, гл. X].

Данная теорема является развитием работы [4], в которой доказано, что
при тех же условиях, что и в данной теореме, все нефраттиниевы G-главные
факторы из E цикличны.

Вся используемая терминология стандартна. При необходимости читатель
может обратиться к книгам [5–7]. Здесь лишь напомним, что символ ZU (G)
обозначает наибольшую нормальную подгруппу группы G, все главные фак-
торы которой цикличны. Формация F — это такой гомоморф, что в каждой
группе G имеется наименьшая нормальная подгруппа, обозначаемая через GF ,
со свойством G/GF ∈ F . Символом A (p− 1) обозначают формацию всех абе-
левых групп с экспонентой, делящей p− 1 [8].
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2. Доказательство теоремы

Для доказательства теоремы нам потребуются следующие леммы, первые
три из которых доказаны в работе [9].

Лемма 1 [9, лемма 2.2]. Пусть E — нормальная p-подгруппа группы G.
Если E ≤ ZU (G), то (G/CG(E))A (p−1) ≤ Op(G/CG(E)).

Лемма 2 [9, теорема С]. Пусть E — нормальная подгруппа группыG. Если
каждый G-главный фактор из F ∗(E) циклический, то и каждый G-главный
фактор из E цикличен.

Лемма 3 [9, лемма 2.8]. Пусть A, B и E — нормальные подгруппы группы
G. Предположим, чтоG = AB. Если E ≤ ZU (A)∩ZU (B) и (|G : A|, |G : B|) = 1,
то E ≤ ZU (G).

Лемма 4 [10, лемма 4]. Пусть P — p-подгруппа группы G, где p > 2.
Предположим, что все подгруппы порядка p, содержащиеся в P , являются S-
квазинормальными в G. Если a — p′-элемент из NG(P )�CG(P ), то CP (a) = 1.

Доказательство теоремы. Предположим, что теорема неверна, и пусть
(G,E) — контрпример с минимальным |G||E|. Прежде рассмотрим случай, ко-
гда X = E. Пусть P — силовская p-подгруппа группы E, где p — наименьший
простой делитель порядка группы E и C = CG(P ). В дальнейшем если P не
является неабелевой 2-группой, то � обозначает подгруппу �1(P ). В противном
случае полагаем � = �2(P ).

(1) ЕслиX — холлова подгруппа из E, то условие теоремы выполняется для
(X,X). Если, кроме того, X нормальна в G, то условие теоремы выполняется
для (G,X) и для (G/X,E/X).

Утверждение непосредственно следует из леммы 2.10 работы [2].

(2) Если X — неединичная нормальная холлова подгруппа группы E, то
X = E.

Так как X является характеристической подгруппой группы E, то X нор-
мальна в G и ввиду (1) условие теоремы выполняется для (G/X,E/X) и для
(G,X). Предположим, что 1 6= X 6= E. Тогда E/X ≤ ZU (G/X) и X ≤ ZU (G)
по выбору (G,E). Следовательно, E ≤ ZU (G). Полученное противоречие по-
казывает, что X = E.

(3) E 6= G.
В силу выбора группы G это утверждение следует из [4, теорема 1.4].

(4) E = P не является минимальной нормальной подгруппой группы G.
Предположим, что E 6= P . Ввиду (1) условие теоремы выполняется для

(E,E). Следовательно, E является сверхразрешимой группой в силу (3) и вы-
бора группы G. Значит, холловская p′-подгруппа V группы E нормальна в E,
и V 6= E, что противоречит (2). Следовательно, E = P и |P | > p. Итак, P не
является минимальной нормальной подгруппой группы G по лемме 2.11 из [2].

(5) |N | ≤ |D| для любой минимальной нормальной подгруппы N группы G,
содержащейся в P .

Это вытекает из леммы 2.11 работы [2].

(6) Если |P : D| > p, то в G не существует такой нормальной максимальной
подгруппы M , что |G : M | = p и MP = G.
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В противном случае условие теоремы выполняется для (G,E ∩M). Сле-
довательно, теорема верна для (G,E ∩M) ввиду выбора (G,E). С другой сто-
роны, из G-изоморфизма G/M ' E/M ∩ E заключаем, что E/M ∩ E является
циклическим главным фактором группы G. Следовательно, E ≤ ZU (G), что
противоречит выбору (G,E).

(7) Если для каждой минимальной нормальной подгруппы N группы G,
содержащейся в P , имеет место P/N ≤ ZU (G/N), то �(P ) 6= 1.

Действительно, допустим, что �(P ) = 1. Тогда P является элементар-
ной абелевой p-группой. Пусть R 6= N — минимальная нормальная подгруппа
группы G, содержащаяся в P . Тогда P/R ≤ ZU (G/R). Таким образом, из
G-изоморфизма N ' NR/R заключаем, что N ≤ ZU (G), значит, P ≤ ZU (G).
Полученное противоречие показывает, что N является единственной минималь-
ной нормальной подгруппой группы G, содержащейся в P .

Пусть N1 — произвольная максимальная подгруппа в N . Покажем, что N1
S-квазинормальна в G. Пусть S — дополнение к N в P , B — подгруппа группы
S такая, что |N1||B| = |D|. Тогда по условию теоремы подгруппа V = N1B
является слабо S-квазинормальной в G. Пусть T — субнормальная подгруппа
группы G такая, что G = TV и T ∩ V ≤ VsG. Если T = G, то V = VsG S-
квазинормальна в G и поэтому V ∩N = VsG ∩N = N1B ∩N = N1(B ∩N) = N1
S-квазинормальна в G по теореме 2 из [1]. Пусть T 6= G. Тогда 1 6= T ∩ P < P .
Так как G = PT и P — абелева группа, то T∩P нормальна в G и, следовательно,
N ≤ T ∩P . Но тогда N1 ≤ T , что влечет N1 ≤ V ∩T ≤ VsG. Так как N ∩V = N1,
то N ∩VsG = N1 S-квазинормальна в G по теореме 2 работы [1]. Таким образом,
каждая максимальная подгруппа из N S-квазинормальна в G. По лемме 2.11
из [2] это означает, что некоторая максимальная подгруппа из N нормальна
в G. Но тогда |N | = p, что вместе с P/N ≤ ZU (G/N) влечет P ≤ ZU (G).
Полученное противоречие показывает, что �(P ) 6= 1.

(8) CG(P/�(P ))/C является p-группой.
Допустим, что данное утверждение неверно. Пусть a 6∈ C — p′-элемент

в CG(P/�(P )). Пусть G0 = [P ](G/C). Тогда aC — неединичный p′-элемент
в G/C и aC ∈ CG0(P/�(P )), что противоречит теореме 1.4 из [11, глава 5].
Значит, CG(P/�(P ))/C — p-группа.

(9) P/�(P ) 6≤ ZU (G/�(P )).
Предположим, что P/�(P ) ≤ ZU (G/�(P )). Тогда согласно лемме 1 груп-

па (G/CG(P/�(P )))A (p−1) является p-группой. Значит, ввиду (8) (G/C)A (p−1)

является p-группой. Пусть H/K — произвольный главный фактор группы G
ниже �(P ). Тогда G/CG(H/K) ∈ A (p − 1), так как Op(G/CG(H/K)) = 1 по
лемме 3.9 из [5, гл. 1]. Следовательно, |H/K| = p по лемме 4.1 из [5, гл. 1]. Та-
ким образом, P ≤ ZU (G). Полученное противоречие завершает доказательство
(9).

(10) |P : D| > p.
Предположим, что каждая максимальная подгруппа из P слабо S-квази-

нормальна в G. Тогда для каждой минимальной нормальной подгруппы группы
G, содержащейся в P , условие теоремы выполняется для (G/N,P/N). Следова-
тельно, P/N ≤ ZU (G/N) по выбору (G,P ). Отсюда ввиду (7) имеем �(P ) 6= 1.
Тогда P/�(P ) ≤ ZU (G/�(P )), что противоречит (9).

(11) Каждая подгруппа H группы P с порядком |H| = |D| и каждая цикли-
ческая подгруппа группы P с порядком 4 (если |D| = 2 и P — неабелева группа)
S-квазинормальна в G.
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Данное утверждение следует из (6), (10) и леммы 2.10(5) из [2].
(12) |D| > p.
Допустим, что |D| = p.
(a) В G имеется такая нормальная подгруппа 1 6= R ≤ P , что P/R является

нециклическим главным фактором группы G, R ≤ ZU (G) и V ≤ R для любой
нормальной подгруппы V 6= P группы G, содержащейся в P .

Пусть P/R — главный фактор группы G. Тогда условие теоремы выпол-
няется для (G,R) и согласно (4) R 6= 1. Следовательно, R ≤ ZU (G) по выбору
(G,P ). Пусть V 6= P — произвольная нормальная подгруппа группы G, со-
держащаяся в P . Тогда V ≤ ZU (G). Если V 6≤ R, то из G-изоморфизма
P/R = V R/R ' V/V ∩R заключаем, что P ≤ ZU (G); противоречие с выбором
(G,P ). Таким образом, V ≤ R.

(b) CG(�)/C — p-группа.
Пусть G0 = [P ](G/C). Если a — p′-элемент из CG(�) такой, что a 6∈ C,

то aC — неединичный p′-элемент в G/C и aC ∈ CG0(�), что противоречит
теореме 2.4 из [12]. Таким образом, CG(�)/C — p-группа.

(c) � 6≤ ZU (G).
Допустим, что � ≤ ZU (G). Тогда по лемме 1 (G/CG(�))A (p−1) является

p-группой. Следовательно, ввиду (b) (G/C)A (p−1) является p-группой. Таким
образом, G/CG(P/R) ∈ A (p− 1), что влечет |P/R| = p. Полученное противоре-
чие доказывает (c).

(d) P ≤ Op(G).
Предположим, что P � Op(G). Тогда в силуG-изоморфизмаOp(G)P/Op(G)

' P/Op(G) ∩ P группа G имеет циклический главный фактор вида P/V , где
Op(G) ∩ P ≤ V , что противоречит (a).

(e) � = P .
Действительно, если � < P , то ввиду (a) � ≤ ZU (G), что противоречит (c).
(f) Найдется такое простое число q 6= p, которое делит |G : C|.
В противном случае каждыйGp-главный фактор группы P , гдеGp — силов-

ская p-подгруппа из G, является G-главным фактором, что влечет P ≤ ZU (G).
Заключительное противоречие для (12). В силу (e) имеет место

P/R = (V1R/R)(V2R/R) . . . (VtR/R),

где Vi — циклическая группа порядка p или 4 и ViR/R — циклическая группа
порядка p. Ввиду (11) Vi S-квазинормальна в G. Следовательно, если Q —
силовская q-подгруппа группы G, где q 6= p, то для любого i ≤ t имеем ViQ =
QVi и Vi субнормальна в ViQ [1, теорема 1]. Предположим, что p = 2. Тогда
ViQ нильпотентна, что влечет Q ≤ CG(Vi). Следовательно, Op(G) ≤ CG(P/R),
поэтому CG(P/R) = G, что противоречит утверждению (a). Стало быть, p > 2.
Заметим также, что Op(G) 6= G. Действительно, если Op(G) = G, то по лемме А
из [13] ViR/R — нормальная в G/R подгруппа. Тем самым ViR/R = P/R —
циклическая группа, что противоречит (a).

Итак, Op(G) 6= G. Покажем теперь, что для некоторого простого числа q 6=
p имеет место Oq(G) 6= G. Действительно, предположим, что для всех простых
чисел q 6= p имеет место Oq(G) = G. Тогда для любого G-главного фактора
H/K порядка p имеет место CG(H/K) = G. В частности, для минимальной
подгруппы L из G, содержащейся в R, будет L ≤ Z(G). Следовательно, для
любого p′-элемента из G \ C имеет место CP (a) 6= 1. Но тогда ввиду (11) и
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леммы 4 Op(G) ≤ C, что невозможно в силу (f). Таким образом, P ≤ Oq(G) 6= G
для некоторого простого числа q 6= p. Поскольку P ≤ Op(G) 6= G, по лемме 3
P ≤ ZU (G); противоречие.

Следовательно, |D| > p.
(13) Если P — неабелева 2-группа, то |D| > 4.
Здесь используем одно наблюдение из доказательства теоремы 1 из [14].
Так как P — неабелева 2-группа, в P имеется циклическая подгруппа H =

〈x〉 порядка 4. Предположим, что |D| = 4. Тогда ввиду (11) H S-квазинормаль-
на в G и в силу леммы 2.6(2) работы [4] 〈x2〉 S-квазинормальна в G. Заметим,
что если в G имеется подгруппа V = A × B порядка 4, где |A| = 2 и A S-
квазинормальна в G, то V и B S-квазинормальны в G в силу утверждения (11)
и леммы 2.6(1) из [4]. Следовательно, некоторая подгруппа Z из Z(P ) с |Z| = 2
является S-квазинормальной в G. Таким образом, каждая подгруппа порядка
2 из P S-квазинормальна в G, что противоречит (12).

(14) Если N является абелевой минимальной нормальной подгруппой груп-
пы G, содержащейся в E, то условие теоремы выполняется для (G/N,E/N).

Если либо p > 2 и |N | < |D|, либо p = 2 и 2|N | < |D|, то доказательство
очевидно. Итак, пусть либо p > 2 и |N | = |D|, либо p = 2 и |N | ∈ {|D|, |D| : 2}.
Предположим, что |N | = |D|. Тогда N не является циклической группой и,
следовательно, каждая подгруппа группы G, содержащая N , не является цик-
лической. Пусть N ≤ K ≤ P , где |K : N | = p. Так как K — нецикличе-
ская группа, в K имеется максимальная подгруппа L 6= N . Тогда K = LN S-
квазинормальна в G как произведение двух S-квазинормальных в G подгрупп.
Следовательно, если либо p > 2, либо P/N абелева, то условие теоремы выпол-
няется для (G/N,E/N) по лемме 2.10(2)(4) из [2]. Предположим теперь, что
P/N — неабелева 2-группа. Тогда P неабелева и поэтому |D| > 4 ввиду (13).
Пусть N ≤ K ≤ V , где |V : N | = 4 и |V : K| = 2. Пусть K1 — максимальная
подгруппа группы V такая, что V = K1K. Допустим, что K1 — циклическая
группа. Тогда N * K1, следовательно, V = K1N , что влечет |N | = 4. Тем
самым |D| = 4, что противоречит (13). Таким образом, K1 — нециклическая
группа, и, как и выше, можно показать, что K1 S-квазинормальна в G. Следо-
вательно, каждая подгруппа из P/N порядка 2 и порядка 4 S-квазинормальна
в G/N .

Допустим теперь, что |D| = 2|N |. Если |N | > 2, то, как и выше, можно
показать, что каждая подгруппа из P/N порядка 2 и порядка 4 (если P/N неа-
белева) S-квазинормальна в G/N . Предположим, что |N | = 2 и P/N неабелева.
Тогда P неабелева и |D| = 4, что противоречит (13).

Заключительное противоречие. Из (7), (14) и выбора группы G следует, что
�(P ) 6= 1. Отсюда ввиду (14) имеем P/�(P ) ≤ ZU (G/�(P )), что противоречит
(9).

Итак, если X = E, то E ≤ ZU (G).
Если же X = F ∗(E), то по доказанному в случае X = E имеет место

F ∗(E) ≤ ZU (G), что по лемме 2 влечет E ≤ ZU (G).
Теорема доказана.

Автор выражает благодарность рецензенту за полезные замечания.
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