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ГОМОМОРФИЗМЫ, СЕПАРАБЕЛЬНЫЕ

РАСШИРЕНИЯ И ОТОБРАЖЕНИЯ МОРИТА

ДЛЯ СЛАБЫХ МОДУЛЬНЫХ АЛГЕБР

Л. Чжан, Ю. Ли

Аннотация. С использованием элемента с единичным следом один дано необходи-
мое и достаточное условие того, что слабая модульная алгебра A является проек-
тивным левым A#H-модулем, где A#H — слабое смеш-произведение, и обобщены
некоторые условия того, что слабое смеш-произведение является сепарабельным
расширением на слабой модульной алгебре A, и слабая структурная теорема в ка-
тегории слабых (H,A)-модулей Хопфа.

Ключевые слова: слабая модульная алгебра, слабое смеш-произведение, сепара-
бельное расширение, слабый модуль Хопфа, отображение Морита.

Введение

Слабые алгебры Хопфа, определенные в [1], представляют собой обобщение
обычных алгебр Хопфа. Примерами слабых алгебр Хопфа являются группоид-
ные алгебры, граневые алгебры, квантовые группоиды и обобщенные алгебры
Каца (см. [2–4]).

Оказывается, многие результаты теории классических алгебр Хопфа могут
быть обобщены на слабые алгебры Хопфа. Например, теоремы двойственности
для слабых модульных алгебр установлены в [5], теорема Машке и Морита-
контекст для слабых модульных алгебр изучались в [6], структурная теорема
для слабых модулей Дуа — Хопфа доказана в [7], где дано распространение
не только структурной теоремы для слабых модулей Хопфа из [1], но также
структурной теоремы для относительных модулей Хопфа из [8]; структурная
теорема для слабых относительных [C,H]-модулей Хопфа дана в [9], для слабых
комодульных алгебр — в [10].

В данной работе изучены слабые алгебры Хопфа, даны некоторые гомоло-
гические свойства и получена структурная теорема в категории слабых (H,A)-
модулей Хопфа. Обобщены некоторые результаты из [11, 12].

В § 1 напоминаются некоторые понятия и результаты. В § 2 представле-
ны гомоморфизмы из слабой модульной алгебры в ее смеш-произведение, даны
условия того, что HomA#H(A,A#H) 6= 0, где A#H — слабое смеш-произведение
для слабой H-модульной алгебры A, и доказано, что в A есть элемент с еди-
ничным следом в том и только в том случае, если A является проективным
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левым A#H-модулем. В § 3 даны некоторые условия того, что слабое смеш-
произведение является расширением на слабую модульную алгебру A. В § 4 по-
лучена слабая структурная теорема в категории слабых (H,A)-модулей Хопфа.

§ 1. Предварительные сведения

Всюду будет использоваться фиксированное поле k. Всюду ниже отобра-
жения предполагаются k-линейными. Для коалгебры C через �(c) = c1 ⊗ c2,
c ∈ C, обозначается копроизведение в ней; для левого (правого) C-комодуля M
его кодействие обозначается через ρ(m) = m(−1) ⊗ m(0) (ρ(m) = m(0) ⊗ m(1)),
m ∈M . Все не объясненные здесь термины и обозначения можно найти в [12].

Напомним некоторые понятия и утверждения.
Определение. Пусть H — алгебра и одновременно коалгебра. Если H

удовлетворяет условиям
�(xy) = �(x)�(y), (1.1)

�2(1H) = (�(1H)⊗ 1H)(1H ⊗�(1H)), �2(1H) = (1H ⊗�(1H))(�(1H)⊗ 1H),
(1.2)

ε(xyz) = ε(xy1)ε(y2z), ε(xyz) = ε(xy2)ε(y1z) (1.3)

для любых x, y, z ∈ H, где �(1H) = 11 ⊗ 12 и �2 = (�⊗ I)�, то она называется
слабой биалгеброй [1]. Если к тому же она удовлетворяет условию

x1S(x2) = ε(11x)12, S(x1)x2 = 11ε(x12), S(x1)x2S(x3) = S(x), (1.4)

то она называется слабой алгеброй Хопфа со слабым антиподом S.
Для произвольной слабой биалгебры H определим отображения uLH ,uRH :

H → H, полагая
uL(x) = ε(11x)12; uR(x) = 11ε(x12). (1.5)

Обозначим образ uL(H) через HL и образ uR(H) — через HR. Заметим,
что H — обычная биалгебра в том и только в том случае, если �(1H) = 1H⊗1H ,
и в том и только в том случае, если ε — мультипликативное отображение (см.
[1, с. 391]).

Согласно [1] для слабой алгебры Хопфа H выполнены следующие условия
(W1)–(W9):

�(1H) = 11 ⊗ 12 ∈ HR ⊗HL; (W1)

S(hg) = S(g)S(h), S(1H) = 1H , �(S(h)) = S(h2)⊗ S(h1), εS = ε; (W2)

uL(h1)⊗ h2 = S(11)⊗ 12h, h1 ⊗ uR(h2) = h11 ⊗ S(12), (W3)

стало быть,

uL(h1)⊗ h2 = uL(11)⊗ 12h, h1 ⊗ uR(h2) = h11 ⊗ uR(12); (W3′)

h1 ⊗ uL(h2) = 11h⊗ 12, uR(h1)⊗ h2 = 11 ⊗ h12; (W4)

xy = yx; (W5)

�(x) = 11x⊗ 12, �(y) = 11 ⊗ y12; (W6)

uL(xh) = x uL (h), uR(hy) = uR(h)y; (W7)

uL(h uL (g)) = uL(hg), uR(uR(h)g) = uR(hg) (W8)

для любых h, g ∈ H, x ∈ HL, y ∈ HR.
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Пусть t — левый интеграл в H (т. е. для любого h ∈ H будет ht = uL(h)t)
и r — правый интеграл в H (т. е. для любого h ∈ H выполняется rh = ruR (h)).
Тогда

t1 ⊗ ht2 = S(h)t1 ⊗ t2, r1h⊗ r2 = r1 ⊗ r2S(h). (W9)

Согласно [13] если H — слабая алгебра Хопфа со слабым биективным ан-
типодом S, то композиционный обратный S−1 к S обладает следующими свой-
ствами:

S−1(hg) = S−1(g)S−1(h), S−1(1H) = 1H ,

�(S−1(h)) = S−1(h2)⊗ S−1(h1), εS−1 = ε,
(W10)

S−1(h2)h1 = 12ε(11S
−1(h)) = uLS−1(h),

h2S
−1(h1) = 11ε(S−1(h)12) = uRS−1(h)

(W10′)

для любых h, g ∈ H.
Из [6] известно, что

S−1uR = uLS−1, S−1uL = uRS−1. (W11)

Определение. Пусть H — слабая биалгебра. k-Алгебру A называют сла-
бой правой H-комодульной алгеброй [14], если существует слабое правое кодей-
ствие ρ в H на A, являющееся также отображением алгебр. Это означает, что
ρ : A→ A⊗H обладает свойствами

(ρ⊗ I)ρ = (I ⊗�)ρ, (1.6)

ρ(1A)(a⊗ 1H) = (I ⊗ uL)ρ(a), (1.7)

ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) (1.8)

для любых a, b ∈ A.
Определение. Пусть H — слабая биалгебра. k-Алгебру A называют сла-

бой левой H-модульной алгеброй [5, 6], если A — H-модуль относительно дей-
ствия «·» такого, что

h · (ab) = (h1 · a)(h2 · b), (1.9)

h · 1A = uL(h) · 1A (1.10)

для любых a, b ∈ A, h ∈ H.
Определение. Пусть H — слабая алгебра Хопфа и A — слабая левая

H-модульная алгебра. Слабое смеш-произведение A#H алгебр A и H опреде-
ляется на k-векторном пространстве A ⊗HL H (относительном тензорном про-
изведении), где H — левый HL-модуль относительно его произведения и A —
правый HL-модуль относительно

a ↼ x = S−1(x) · a = a(x · 1A)

для любых a ∈ A, x ∈ HL. Оно задается известной формулой

(a#h)(b#g) = a(h1 · b)#h2g (1.11)

для любых a, b ∈ A, g, h ∈ H.
Согласно [5, 15] A#H является ассоциативной алгеброй с единицей 1A#1H .

Легко показать, что A и H суть подалгебры алгебры A#H.
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Определение. Пусть H — слабая алгебра Хопфа и A — слабая правая
H-комодульная алгебра. Если M одновременно левый A-модуль и правый H-
комодуль такой, что

ρ(a ·m) = a(0) ·m(0) ⊗ a(1)m(1) (1.12)
для любых m ∈ M , a ∈ A, то M называют слабым левым и правым (H,A)-
модулем Дуа — Хопфа, как в [7, 14], где ρ(a) = a(0) ⊗ a(1) для любого a ∈ A и
ρ(m) = m(0) ⊗m(1) для любого m ∈M .

В дальнейшем мы обозначаем категорию слабых левых и правых (H,A)-
модулей Дуа — Хопфа через AM

H .

§ 2. Гомоморфизмы из слабой модульной
алгебры в ее слабое смеш-произведение

Далее всегда считаем H слабой алгеброй Хопфа, A — слабой левой H-
модульной алгеброй и A#H — слабым смеш-произведением.

Предложение 1. Определим левоеH-действие наA#H с модульной струк-
турой, полагая

g ⇀ (a#h) = (1A#g)(a#h),
и левый A#H-модуль на A с модульной структурой, полагая

(a#h) � b = a(h · b)
для любых g ∈ H, a#h ∈ A#H и b ∈ A. Тогда найдется изоморфизм

F : HomA#H(A,A#H) → (A#H)H , γ 7→ γ(1A),
левогоH-модуля, где HomA#H(A,A#H) — векторное пространство левыхA#H-
линейных отображений A → A#H (A#H — левый A#H-модуль относительно
его умножения), и (A#H)H — инвариантная подалгебра в A#H.

Доказательство. Поскольку H — подалгебра в слабом смеш-произведе-
нии A#H, легко увидеть, что HomA#H(A,A#H) — левый H-модуль относи-
тельно h • γ = (1A#h) · γ (〈(1A#h) · γ, a〉 = γ(h · a) для любого a ∈ A). Докажем
предложение в три этапа.

В первую очередь проверим, что F (γ) = γ(1A) ∈ (A#H)H . Действительно,
для любых γ ∈ HomA#H(A,A#H), h ∈ H имеем

h ⇀ γ(1A) = (1A#h)γ(1A) = γ((1A#h) � 1A) = γ(h · 1A) = γ(uL(h) · 1A)

= γ((1A# uL (h)) � 1A) = uL(h) ⇀ f(1A),

так что γ(1A) ∈ (A#H)H .
Теперь покажем, что F биективно. Допустим, что существуют такие β, γ ∈

HomA#H(A,A#H), что F (β) = F (γ). Тогда для любого a ∈ A

β(a) = (a#1H)β(1A) = (a#1H)γ(1A) = γ(a),
тем самым β = γ и F инъективно. Для любого x ∈ (A#H)H , взяв β(a) =
(a#1H)x, для произвольного b#h ∈ A#H получим

(b#h)β(a) = (b#h)(a#1H)x = (b(h1 · a)#h2)x
= ((b(h1 · a))#1H)(1A#h2)x = ((b(h1 · a))#1H)(h2 ⇀ x)

= ((b(h1 · a))#1H)(uL(h2) ⇀ x) = ((b(h1 · a))#1H)(1A# uL (h2))x

= ((b(h1 · a))# uL (h2))x = (((b(h1 · a)) ↼ uL(h2))#1H)x

= (b(h1 · a)(uL(h2) · 1A)#1H)x = (b(h1 · a)(h2 · 1A)#1H)x
= (b(h · a)#1H)x = (((b#h) � a)#1H)x = β((b#h) � a),
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стало быть, β ∈ HomA#H(A,A#H), F (β) = β(1A) = x, и F сюръективно.
Наконец, проверим, что F H-линейно.
В самом деле, для любых h ∈ H, γ ∈ HomA#H(A,A#H) имеем

h ⇀ F (γ) = h ⇀ γ(1A) = (1A#h)γ(1A) = γ(1A#h � 1A)
= ((1A#h)γ)(1A) = F ((1#h) · γ) = F (h • γ).

Пусть H — слабая алгебра Хопфа и P — левый H-модуль. Тогда H⊗HLP —
левыйH-модуль, действие которого задается формулой g(h⊗p) = gh⊗p, гдеH —
правый HL-модуль относительно умножения. Отсюда (H ⊗HL P )H =

∫ `⊗HLP ,
где

∫ ` — левое интегральное пространство в H.

Предложение 2. Пусть H — слабая алгебра Хопфа с биективным слабым
антиподом S. Тогда

(A#H)H =
(

1A#
`∫ )

(A#1H).

Доказательство. Определим отображение

φ : H ⊗HL A→ A#H, h⊗ a 7→ (1A#h)(a#1H).

Это изоморфизм левого H-модуля с обратным

φ−1 : A#H → H ⊗HL A, a#h 7→ h2 ⊗HL S−1(h1) · a.

Докажем сначала, что φ и φ−1 корректно определены. В самом деле, для
любых h ∈ H, x ∈ HL и a ∈ A имеем

φ(hx⊗ a) = (1A#hx)(a#1H) = (1A#h)(1A#x)(a#1H)

= (1A#h)(x1 · a#x2)
(W6)
= (1A#h)(11x · a#12)

= (1A#h)(((11x · a) ↼ 12)#1H)
= (1A#h)((11 · (x · a))(12 · 1A)#1H)
= (1A#h)(x · a#1H) = φ(h⊗ x · a),

φ−1(a⊗ xh) = (xh)2 ⊗ S−1((xh)1) · a = x2h2 ⊗ S−1(x1h1) · a

= 12h2 ⊗ S−1(11xh1) · a
(W5)
= 12h2 ⊗ S−1(x11h1) · a

(1.1)
= h2 ⊗ S−1(h1)S−1(x) · a = h2 ⊗ S−1(h1) · (a ↼ x)

= φ−1((a ↼ x)#h).

Теперь докажем биективность φ. Действительно, для любых a#h ∈ A#H,
h⊗ a ∈ H ⊗HL A, имеем

φφ−1(a#h) = φ(h2 ⊗ S−1(h1) · a) = (1A#h2)(S−1(h1) · a#1H)

= h2S
−1(h1) · a#h3

(W10′)
= uRS−1(h1) · a#h2

(W11)
= S−1(uL(h1)) · a#h2 = (a ↼ uL(h1))#h2

= a# uL (h1)h2 = a#h,
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φ−1φ(h⊗ a) = φ−1((1A#h)(a#1H)) = φ−1(h1 · a#h2)

= h3 ⊗ S−1(h2)h1 · a
(W10′)

= h3 ⊗ uLS−1(h1) · a
= h2 ⊗ S−1(uR(h1)) · a = h2S

−1(uR(h1))⊗ a

= S−1S(h2)S−1(uL(h1))⊗ a = S−1(uR(h1)S(h2))⊗ a

= S−1(S(h))⊗ a = h⊗ a.

Кроме того, φ H-линейно, ибо для любых g ∈ H, h⊗ a ∈ H ⊗HL A будет
g ⇀ φ(h⊗ a) = (1A#g)[(1A#h)(a#1H)] = (1A#gh)(a#1H) = φ(gh⊗ a).

Наконец, убедимся в том, что (A#H)H = φ
(∫ `⊗A)

. В самом деле, для
любых h ∈ H, t ∈

∫ ` и a ∈ A имеем
h ⇀ φ(t⊗ a) = φ(h(t⊗ a)) = φ(ht⊗ a) = φ(uL(h)t⊗ a)

= φ(uL(h)(t⊗ a)) = uL(h)φ(t⊗ a),

тем самым φ(t⊗ a) ∈ (A#H)H и φ
(∫ `⊗A)

⊆ (A#H)H .
Покажем теперь, что φ−1((A#H)H) ⊆

∫ `⊗A. Для любых b#g ∈ (A#H)H
и h ∈ H будет

hφ−1(b#g) = h(g2 ⊗ S−1(g1) · b) = hg2 ⊗ S−1(g1) · b,
hφ−1(b#g) = φ−1(h ⇀ (b#g)) = φ−1(uL(h) ⇀ (b#g))

= uL(h)φ−1(b#g) = uL(h)(g2 ⊗ S−1(g1) · b)
= uL(h)g2 ⊗ S−1(g1) · b.

Из проведенных рассуждений заключаем, что φ действует биективно из∫ `⊗A в (A#H)H , т. е. (A#H)H = φ
(∫ `⊗A)

=
(
1A#

∫ `)(A#1H).

Теорема 1. Пусть H — слабая алгебра Хопфа с биективным слабым ан-
типодом. Тогда равносильны следующие утверждения:

(1) HomA#H(A,A#H) 6= 0;
(2) существует 0 6= t ∈

∫ ` такое, что отображение ϕ : A → A#H, a 7→ a#t
нетривиальное.

Доказательство. (1)=⇒(2) Пусть 06= φ ∈ HomA#H(A,A#H). Тогда по
предложениям 1 и 2 φ(1A) ∈ (A#H)H =

(
1A#

∫ `)(A#1H), стало быть, найдется
элемент a′ ∈ A такой, что φ(1A) = (1A#t)(a′#1H) для некоторого ненулевого
левого интеграла t ∈

∫ `. Отсюда для любого a ∈ A имеем φ(a) = (a#t)(a′#1H),
тем самым существует нетривиальное отображение ϕ : A→ A#H, a 7→ a#t.

(2)=⇒(1) Пусть существует ненулевой левый интеграл t с нетривиальным
отображением ϕ : A→ A#H, a 7→ a#t. Тогда для произвольного b#g ∈ A#H

(b#g)ϕ(a) = (b#g)(a#t) = b(g1 · a)#g2t
= b(g1 · a)# uL (g2)t = ((b(g1 · a)) ↼ uL(g2))#t

= (b(g1 · a))(uL(g2) · 1A)#t = b(g1 · a)(g2 · 1A)#t
= b(g · a)#t = (b#g) ⇀ a#t = ϕ((b#g) ⇀ a),

так что φ ∈ HomA#H(A,A#H) и HomA#H(A,A#H) 6= 0.
Определение. Элемент a ∈ A называют элементом с единичным следом,

если существует левый интеграл t ∈
∫ ` такой, что t · a = 1A.

Связь наличия элемента с единичным следом в модульной алгебре A со
свойством A быть проективным левым A#H-модулем дает
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Предложение 3. В A есть элемент с единичным следом в том и только в
том случае, если A является проективным левым A#H-модулем.

Доказательство. Пусть t ∈
∫ ` и a ∈ A такое, что t · a = 1A. Тогда

отображение β : A→ A#H, где β(x) = (x#t)(a#1H), левое A#H-линейное.
В самом деле, для произвольных x ∈ A, a′#h ∈ A#H

(a′#h)β(x) = (a′#h)(x#t)(a#1H) = (a′(h1 · x)#h2t)(a#1H)

= (a′(h1 · x)# uL (h2)t)(a#1H) = ((a′(h1 · x)) ↼ uL(h2)#t)(a#1H)

= ((a′(h1 · x))(uL(h2) · 1A)#t)(a#1A) = (a′(h1 · x)(h2 · 1A)#t)(a#1H)

= (a′(h · x)#t)(a#1H) = (((a′#h) ⇀ x)#t)(a#1H)

= β((a′#h) ⇀ x).

Пусть α : A#H → A, a#h 7→ (a ↼ uL(h)). Тогда

α A#H-линейно. (2.1)

Действительно, для любых a#h, b#g ∈ A#H имеем

(a#h) � α(b#g) = (a#h) � (b ↼ uL(g)) = a(h · (b ↼ uL(g)))

= a(h · (b(uL(g) · 1A))) = a(h1 · b)(h2 · (uL(g) · 1A))

= a(h1 · b)(h2 uL (g) · 1A) = a(h1 · b)(uL(h2 uL (g)) · 1A)
(W8)
= a(h1 · b)(uL(h2g) · 1A) = (a(h1 · b)) ↼ uL(h2g)

= α(a(h1 · b)#h2g) = α((a#h)(b#g)),

тем самым α A#H-линейно. Более того, для любого x ∈ A

αβ(x) = α((x#t)(a#1H)) = (x(t1 · a)) ↼ uL(t2)

= (x(t1 · a))(uL(t2) · 1A) = x(t1 · a)(t2 · 1A) = x(t · a) = x,

так что A — проективный левый A#H-модуль. Допустим, что A — проективный
левый A#H-модуль. Тогда α расщепляется, т. е. найдется такое A#H-линейное
отображение β : A→ A#H, что αβ(x) = x для любого x ∈ A. Так как по пред-
ложению 1 HomA#H(A,A#H) ∼= (A#H)H =

(
1A#

∫ `)(A#1H) — изоморфизм,
найдутся два элемента t ∈

∫ ` и a ∈ A такие, что β(1A) = (1A#t)(a#1H). Тогда

1A = αβ(1A) = α((1A#t)(a#1H)) = α(t1 · a#t2)
= (t1 · a) ↼ uL(t2) = (t1 · a)(uL(t2) · 1A) = t · a.

Отсюда вытекает, что в A есть элемент с единичным следом.

§ 3. Сепарабельное расширение
для слабых модульных алгебр

Пусть CH⊗H(H) — множество H-централизующих элементов в H ⊗H, т. е.

CH⊗H(H) = {γ ∈ H ⊗H | (h⊗ 1H)γ = γ(1H ⊗ h) для любого h ∈ H}.
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Лемма. Пусть H — слабая алгебра Хопфа с биективным слабым антипо-
дом S. Тогда существуют отображения

iL :
∫ `

→ CH⊗H(H), t 7→ (I ⊗ S) ◦ 4(t),

iR :
∫ <

→ CH⊗H(H), r 7→ (S ⊗ I) ◦ 4(r),

где
∫ <, как всегда, правое интегральное пространство в H.

Доказательство. Легко заметить, что iL(t) = t1⊗S(t2). Стало быть, для
любого h ∈ H

t1 ⊗ S(t2)h = t1 ⊗ S(t2)S(S−1(h)) = t1 ⊗ S(S−1(h)t2)
(W9)
= S(S−1(h))t1 ⊗ S(t2) = ht1 ⊗ S(t2).

Аналогично можно доказать существование второго отображения.

Напомним несколько понятий и утверждений из [16]. Пусть A ⊆ B — рас-
ширение кольца. Тогда называют B левым (соответственно правым) полупро-
стым расширением A, если каждая короткая точная последовательность левых
B-модулей, расщепляющаяся на левые A-модули, также расщепляется на левые
B-модули.

B называют сепарабельным расширением A, если отображение m : B ⊗A

B → B, где m(x ⊗ y) = xy, расщепляется на B-линейное отображение, т. е.
существует B-билинейное отображение ϕ : B → B ⊗A B, где mϕ = I. B — се-
парабельное расширение A тогда и только тогда, когда найдется сепарабельный
идемпотент γ ∈ B ⊗A B ((b ⊗A 1B)γ = γ(1B ⊗A b) для любого b ∈ B) такой,
что m(γ) = 1B . Если A коммутативно, будем B называть также сепарабель-
ной A-алгеброй, когда B — сепарабельное расширение A. Известно, что всякое
сепарабельное расширение является полупростым расширением.

Пусть A ⊆ B — расширение колец. Короткая точная последовательность в
B-Mod (категории B-модулей) называется (B,A)-точной, если она расщепля-
ется в A-Mod. Левый B-модуль M называют (B,A)-полупростым, если каж-
дая (B,A)-точная последовательность в σ[BM ] расщепляется (здесь σ[BM ] —
полная подкатегория в B-Mod, объектами которой являются факторы прямых
сумм M).

Теорема 2. Пусть H — слабая алгебра Хопфа с биективным слабым ан-
типодом S. Пусть существуют правый интеграл t в H и центральный элемент
z в A такие, что S(t) · z = 1A. Тогда A является (A#H,A)-полупростым проек-
тивным левым A#H-модулем.

Доказательство. Пусть ω = (1A#S(t1))(z#t2) ∈ A#H. Ввиду равенства
S ◦uR = uL ◦S из [1] для любого a ∈ A, используя центральность z и тот факт,
что A — слабая левая H-модульная алгебра, получаем

ω � a = (1A#S(t1)) � ((z#t2) � a) = S(t1)((t2 · a)z)
= (S(t2)t3 · a)(S(t1) · z) = (uR(t2) · a)(S(t1) · z)
= (a ↼ S(uR(t2)))(S(t1) · z) = a(uL(S(t2)) · 1A)(S(t1) · z)
= a(S(t2) · 1A)(S(t1) · z) = a(S(t) · z) = a.
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Пусть M ∈ σ[A#HH]. Тогда найдутся множество индексов ∧ и A#H-
подмодуль I ⊂ A(∧) такие, что M изоморфно A#H-подмодулю A(∧)/I. Сле-
довательно, для любого m ∈M существует элемент aλ ∈ A, где m = (aλ)(∧) + I,
такой, что

ω � m = (ω � aλ)(∧) + I = (aλ)(∧) + I = m. (3.1)

Пусть A#H — A-бимодуль, действия которого задаются умножением обыч-
ного смеш-произведения.

РассмотримA#H-бимодульA#H⊗AA#H, у которого действие левого (или
правого) модуля определено так: (b#g) ⇒ (a#h⊗A c#p) = (b#g)(a#h)⊗A c#p
((a#h⊗A c#p) ⇔ (b#g) = a#h⊗A (c#p)(b#g)), и

� = (1A#S(t1))⊗ (z#t2).

Покажем, что
� — A#H-централизатор. (3.2)

В самом деле, для любых h ∈ H, a ∈ A согласно лемме имеем

(1A#h)� = (1A#hS(t1))⊗ (z#t2) = (1A#S(t1))⊗ (z#t2h)

= (1A#S(t1))⊗ (z# uL (t2)t3h) = (1A#S(t1))⊗ (z ↼ uL(t2)#t3h)
= (1A#S(t1))⊗ (z(t2 · 1A)#t3h)
= (1A#S(t1))⊗ (z#t2)(1A#h) = �(1A#h),

�(a#1H) = (1A#S(t1))⊗ (z#t2)(a#1H) = (1A#S(t1))⊗ (z(t2 · a)#t3)
= (1A#S(t1))⊗ ((t2 · a)z#t3) = (1A#S(t1))⊗ (t2 · a#1H)(z#t3)
= (1A#S(t1))(t2 · a#1H)⊗ (z#t3) = (S(t2)t3 · a#S(t1))⊗ (z#t4)

= (uR(t2) · a#S(t1))⊗ (z#t3) = (a ↼ S(uR(t2))#S(t1))⊗ (z#t3)

= (a#S(uR(t2))S(t1))⊗ (z#t3) = (a#S(t1))⊗ (z#t2)
= (a#1H)(1A#S(t1))⊗ (z#t2) = (a#1H)�.

Так как a#h = (a#1H)(1A#h), то � — A#H-централизующий элемент в
A#H ⊗A A#H.

Пусть M , N суть A#H-модули и f ∈ HomA(M,N). Поскольку � A#H-
централизующий, можно показать, что

f̄ : m 7→ (1A#S(t1) · f((z#t2) ·m))

является левым A#H-линейным отображением. Отсюда если M,N ∈ σ[A#HA]
и N — прямое слагаемое в M как левый A#H-модуль с A-линейной проекцией
π : M → N , то π̄ — A#H-линейная проекция. Из (3.1) вытекает, что

π̄(n) = (1A#S(t1)) � π((z#t2) � n) = (1A#S(t1)) � ((z#t2) � n) = ω � n = n.

Тем самым каждая короткая последовательность в σ[A#HA], которая расщеп-
ляется в A-Mod, расщепляется также в A#H-Mod, т. е. A является (A#H,A)-
полупростым левым A#H-модулем. Проективность следует из предложения 3.

Допустим, что H — конечномерная полупростая слабая алгебра Хопфа. По
теореме 1 из [6] слабое смеш-произведение A#H является полупростым расши-
рением модульной алгебры A. Далее мы дадим условие того, что A#H является
сепарабельным расширением на A.
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Теорема 3. Пусть H — кокоммутативная слабая алгебра Хопфа и A — ле-
вая H-модульная алгебра. Если A включает центральный элемент с единичным
следом, то A#H — сепарабельное расширение A.

Доказательство. Пусть z — центральный элемент с единичным следом и
t ·z = 1 для некоторого t ∈

∫ `. Так как H кокоммутативна, по предложению 1.2
из [13] будет S2 = I. Значит, p = S(t) ∈

∫ R таков, что S(p) · z = 1A.
Пусть � = (1A#S(p1))⊗(z#p2) = (1A#t2)⊗(z#S(t1)). Тогда согласно (3.2)

� A#H-централизующий. Кроме того, известно, что

µ(�) = (1A#t2)(z#S(t1)) = (t2 · z)#(t3S(t1))

= (t1 · z)#(t2S(t3)) = ((t1 · z) ↼ uL(t2))#1H
= (t1 · z)(uL(t2) · 1A)#1H = (t1 · z)(t2 · 1A)#1H = t · z#1H = 1A#1H ,

тем самым � сепарабельно идемпотентен в A#H, т. е. A#H — сепарабельное
расширение A.

Предложение 4. Пусть H — кокоммутативная слабая алгебра Хопфа и
A — коммутативная левая H-модульная алгебра. Тогда равносильны следую-
щие утверждения:

(1) A#H — сепарабельное расширение A;
(2) A — проективный левый A#H-модуль;
(3) A включает элемент с единичным следом.
Доказательство. (1)=⇒(2) Очевидно, что отображение α : A#H → A,

a#h 7→ (a ↼ uL(h)), согласно (2.1) является расщепляемой короткой точной
последовательностью в A-Mod. Поскольку сепарабельные расширения всегда
представляют собой полупростые расширения, такая последовательность все-
гда является расщепляемой короткой точной последовательностью в A#H-Mod.
Отсюда A проективна как A#H-модуль.

(2)=⇒(3) Следует из предложения 3.
(3)=⇒(1) Вытекает из теоремы 3.
Замечание. ПустьH — конечномерная кокоммутативная полупростая ал-

гебра Хопфа. Тогда H — полупростое расширение алгебры HL.
Действительно, пусть H кокоммутативна, HL = HR. Тогда по (W5) и

лемме 2.12 из [1] получаем, что HL — коммутативная слабая левая H-модульная
алгебра с тривиальным действием g · hL = uL(ghL).

Поскольку H — конечномерная полупростая слабая алгебра Хопфа, по тео-
реме 3.13 из [1] найдется элемент 0 6= t ∈

∫ ` такой, что uL(t) = 1H . Оче-
видно, что t · 1H = 1H , стало быть, HL включает элемент с единичным сле-
дом. По предыдущему предложению H — сепарабельное расширение HL, где
HL#H ∼= H как алгебры.

§ 4. Слабая структурная теорема
в категории слабых модулей Хопфа

Здесь мы докажем слабую структурную теорему в категории слабых моду-
лей Хопфа.

Определение. k-Пространство M называют слабым левым (H,A)-моду-
лем Хопфа, если M является H-модулем и левым A-модулем в категории HM ,
т. е. A действует на M посредством левого действия, обозначаемого через a ⊗
m 7→ a ·m, такого, что для любых a, b ∈ A, h ∈ H, m ∈M
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(1) (ab) ·m = a · (b ·m); 1A ·m = m,
(2) h · (a ·m) = (h1 · a) · (h2 ·m).
Примеры. 1. A является левым (H,A)-модулем Хопфа, у которого левая

A-модульная структура дается умножением.
2. Пусть C = {h ∈ H | hy = yh для любого y ∈ HR} — централизатор HR

в H. Тогда ввиду [3] C является слабой H-модульной алгеброй относительно
левого сопряженного действия h · c = h1cS(h2). Тем самым C — слабый левый
(H,C)-модуль Хопфа.

3. Пусть M — слабый левый и правый (H,A)-модуль Дуа — Хопфа. Если
H — конечномерная слабая алгебра Хопфа, то M — слабый левый (H∗, A)-
модуль Хопфа.

По существу, из замечания 2.1.4 в [15] можно заключить, что если A — сла-
бая праваяH-комодульная алгебра, то она является слабой левойH∗-модульной
алгеброй относительно

h∗ · a = a(0)〈h∗, a(1)〉
для любых h∗ ∈ H∗, a ∈ A. Очевидно, что M — левый H∗-модуль относительно

h∗ ·m = m(0)〈h∗,m(1)〉

для любых h∗ ∈ H∗, m ∈ M . Кроме того, для произвольных h∗ ∈ H∗, m ∈ M ,
a ∈ A имеем

h∗ · (a ·m) = (a ·m)(0)〈h∗, (a ·m)(1)〉 = a(0) ·m(0)〈h∗, a(1)m(1)〉
= a(0) ·m(0)〈h∗1, a(1)〉〈h∗2,m(1)〉 = (h∗1 · a) · (h∗2 ·m),

стало быть, M — слабый левый (H∗, A)-модуль Хопфа.
Пусть A(HM ) — категория слабых левых (H,A)-модулей Хопфа. Тогда

категории A(HM ) и A#HM изоморфны: если M ∈A (HM ), то M ∈A#H M ,
поскольку (a#h) · m = a · (h · m), и если M ∈A#H M , то M ∈A (HM ) ввиду
того, что h ·m = (1A#h) ·m и a ·m = (a#1H) ·m.

Пусть M ∈A (HM ) и MH = {m ∈M | h ·m = uL(h) ·m для любого h ∈ H}.
Тогда MH — левый B-модуль, где B ≡ AH = {a ∈ A | h · a = uL(h) · a для
произвольного h ∈ H}.

Действительно, для любых h ∈ h, b ∈ B, m ∈MH имеем

h·(b·m) = (h1 ·b)·(h2 ·m) = (uL(h1)·b)·(uL(h2)·m)
(W3′)

= (uL(11)·b)·(uL(12h)·m)
(W7)
= (uL(11) · b) · (12 uL (h) ·m) = (11 · b) · (12h ·m) = b · (h ·m),

откуда
h · (b ·m) = b · (h ·m). (4.1)

Тем самым согласно (4.1)

uL(h) · (b ·m) = b · (uL(h) ·m) = b · (h ·m) = h · (b ·m),

т. е. b ·m ∈ MH . Отсюда MH — левый B-модуль (B является ассоциативной
алгеброй согласно [6]), и функтор получается следующим образом:

A(HM )
(−)H−→BM .

Обратно, если M ∈ BM , то A⊗B M ∈A (HM ) ввиду того, что
(i) h ⇀ (a⊗B m) = h · a⊗B m,
(ii) b ⇁ (a⊗B m) = ba⊗B m.
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Предложение 5. Индуцированный функтор A ⊗B (−) является левым
сопряжением для функтора инвариантов (−)H :

BM�A(HM ).

Доказательство. Сопряженный морфизм задается так:

α : Hom
A(HM )(A⊗B M,N) −→ HomBM (M,NH), α(f)(m) = f(1A ⊗B m)

β : HomBM (M,NH) −→ Hom
A(HM )(A⊗B M,N), β(g)(a⊗B m) = a · g(m).

Отметим, что f(1A ⊗B m) ∈ NH , так как для любого h ∈ H будет

h · f(1A ⊗B m) = f(h · 1A ⊗B m) = f(uL(h) · 1A ⊗B m) = uL(h) · f(1A ⊗B m),

что завершает доказательство.

Если сопряженное отображение λM : A⊗BMH →M , a⊗Bm 7→ a ·m, явля-
ется левым A#H-модульным изоморфизмом для любого слабого левого (H,A)-
модуля Хопфа M , будем говорить об этом факте как о слабой структурной
теореме.

В завершение дадим условие для слабой структурной теоремы.
Определим следующие отображения Морита:

(−,−) : A⊗B A→ AH , a⊗ b 7→ t · (ab),

[−,−] : A⊗B A→ A#H, a⊗ b 7→ (a#t)(b#1H),

где 0 6= t ∈
∫ `. Заметим, что t · a ∈ AH для любого a ∈ A.

Если H — конечномерная слабая алгебра Хопфа с S-фиксированным левым
интегралом t (т. е. 0 6= t ∈

∫ ` такое, что S(t) = t), то по теореме 2 из [6]
формируется Морита-контекст [AH ,AH AA#H ,A#H AAH , A#H].

Теорема 4. Пусть 0 6= t ∈
∫ `. Рассмотрим следующие свойства.

(1) Отображение Морита [−,−] : A ⊗B A → A#H, a ⊗ b 7→ (a#t)(b#1H)
сюръективно.

(2) Слабая структурная теорема имеет место для категории A(HM ).
(3) AH эквивалентно по Морита A#H.
Если (1) выполнено, то (2) также выполнено. В частности, если t — ин-

теграл Хаара из определения 3.24 в [1] (т. е. нормированный двусторонний
интеграл), то (1) и (3) эквивалентны.

Доказательство. (1) =⇒ (2) Пусть ai ⊗B mi ∈ A ⊗B MH такое, что
λM (ai ⊗B mi) = 0, т. е. ai · mi = 0. Ввиду сюръективности [−,−] найдется
cj ⊗B dj ∈ A⊗B A такое, что [cj , dj ] = 1A#1H . Тогда

ai ⊗B mi = (1A#1H) · ai ⊗B mi

(A есть левый A# H-модуль ввиду (a#h) � b = a(h · b))

= [cj , dj ] � ai ⊗B mi = cj(dj , ai)⊗B mi

([x, y] � z = x(y, z) для любых x, y, z ∈ A)

= cj ⊗B (dj , ai) ·mi = cj ⊗B (t · (djai)) ·mi = cj ⊗B t · (dj(ai ·mi)) = 0,
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тем самым λM инъективно. Легко видеть, что λM сюръективно: для произ-
вольного m ∈M

λM (cj⊗B t · (dj ·m)) = cj · (t · (dj ·m)) = (cj(t1 · dj)) · (t2︸ ︷︷ ︸
([cj ,dj ]=cj(t1·dj)#t2)

·m) = (1A#1H) ·m = m.

Очевидно, что λM — A#H-модульное отображение.
(3) =⇒ (1) Поскольку t имеет интеграл Хаара в H, в силу предложения 3.26

и леммы 3.21 из [1] t является S-фиксированным левым интегралом таким,
что uL(t) = 1H . Согласно теореме 2 из [6] формируется Морита-контекст
[AH ,AH AA#H ,A#H AAH , A#H]. Если AH эквивалентно по Морита A#H, то
отображение Морита [−,−] накрывающее.

(1) =⇒ (3) Допустим, что отображение Морита [−,−] накрывающее. По-
скольку t — нормированный левый интеграл, согласно [6] AH = t · A. Легко
видеть, что отображение Морита (−,−) : A⊗B A→ AH , a⊗ b 7→ t · (ab) накры-
вающее, стало быть, AH эквивалентно по Морита A#H.
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