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РАЗВЕТВЛЕННЫЕ ЦИКЛИЧЕСКИЕ

НАКРЫТИЯ ЛИНЗОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

А. Ю. Веснин, Т. А. Козловская

Аннотация. Строится бесконечное семейство замкнутых ориентируемых трехмер-
ных многообразий Mn(p, q), где n > 2, p > 3, 0 < q < p и (p, q) = 1, таких,
что Mn(p, q) является n-листным циклическим накрытием линзового пространства

L(p, q), разветвленным над двухкомпонентным зацеплением.
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Введение

В работе исследуется класс замкнутых ориентируемых трехмерных мно-
гообразий, являющихся разветвленными циклическими накрытиями линзовых
пространств. При этом накрытия разветвлены над двухкомпонентными зацеп-
лениями. Напомним, что по теореме Александера [1] каждое замкнутое ориен-
тируемое трехмерное многообразие является разветвленным накрытием трех-
мерной сферы S3. Многообразия, представимые как циклические накрытия
S3, разветвленные над узлами или зацеплениями, являются объектами интен-
сивных исследований. В частности, актуальна проблема определения для мно-
гообразия, заданного в терминах фундаментального многогранника, хирургии
Дена, диаграммы Хегора, или кристаллизации, является ли оно разветвленным
циклическим накрытием S3, и описания соответствующего множества ветвле-
ния.

Наиболее изучен случай, когда множеством ветвления является двухмосто-
вый узел или двухмостовое зацепление. Примеры такого рода хорошо известны:
додекаэдральное гиперболическое пространство Вебера — Зейферта [2], которое
является пятилистным строго циклическим накрытием S3, разветвленным над
двухкомпонентным зацеплением Уайтхеда; многообразия Фибоначчи [3], являю-
щиеся циклическими накрытиями S3, разветвленными над узлом «восьмерка»;
дробные многообразия Фибоначчи [4], являющиеся циклическими накрытиями
S3, разветвленными над двухмостовыми

(

2k + 1
2k

)

-узлами. Различные описа-
ния (в терминах фундаментальных многогранников, хирургий Дэна, сплетений
Хегора, кристаллизаций, двухлистных разветвленных накрытий сферы) трех-
мерных многообразий, являющихся циклическими накрытиями S3, разветвлен-
ными над двухмостовыми узлами и зацеплениями, приведены в [5].
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Интерес к получению различных описаний трехмерных многообразий с
циклической симметрией был связан, в частности, с вопросом Данвуди из рабо-
ты [6], где построено семейство трехмерных многообразий, диаграммы Хегора
которых имеют циклическую симметрию. Замкнутые ориентируемые трехмер-
ные многообразия этого семейства принято называть многообразиями Данвуди.
Данвуди нашел представления их фундаментальных групп как групп с цикличе-
ским представлением в смысле [7]. Оказалось, что полиномы, ассоциированные
с циклическими представлениями, совпадают с полиномами Александера неко-
торых узлов в S3. Вопрос Данвуди состоял в следующем: являются ли рас-
сматриваемые многообразия циклическими накрытиями S3, разветвленными
над узлами с указанными полиномами Александера? Положительные ответы
на вопрос Данвуди для многих частных случаев получены в работах [4, 8–12].
В общем случае результат оказался следующим [13]: многообразия Данвуди
являются в точности циклическими разветвленными накрытиями (1, 1)-узлов,
т. е. узлов, допускающих 1-мостовое представление рода 1. Другими словами,
многообразия Данвуди — это циклические накрытия многообразий, допуска-
ющих сплетение Хегора рода один, разветвленные над 1-мостовыми узлами,
лежащими в этих многообразиях. Напомним, что многообразия, допускающие
сплетение Хегора рода один, — это сфера S3, пространство S2 × S1 и линзо-
вые пространства L(p, q). Класс (1, 1)-узлов содержит двухмостовые узлы и
торические узлы в S3.

Существование и единственность циклических разветвленных накрытий
(1, 1)-узлов исследованы в [14]; там же приведен алгоритм вычисления фун-
даментальной группы накрытия. Основанный на этом алгоритме подход к по-
строению полинома Александера для (1, 1)-узлов реализован в [15]. Оценки
сложности многообразий Данвуди получены в [16].

Таким образом, циклические разветвленные накрытия двухмостовых узлов
и зацеплений, а также (1, 1)-узлов изучены достаточно подробно. Циклические
разветвленные накрытия линзовых пространств, разветвленные над зацеплени-
ями с двумя и более компонентами, исследованы значительно меньше. Отметим
лишь, что двулистные накрытия над линзовыми пространствами, соизмеримые
с многогранниками Коксетера, рассмотрены в [17, 18]. Цель данной работы —
разработать универсальный подход к построению фундаментальных многогран-
ников таких многообразий. А именно, определяя попарные отождествления
граней симплициальных комплексов, мы построим бесконечное семейство за-
мкнутых ориентируемых трехмерных многообразий Mn(p, q), где n > 2, p > 3,
0 < q < p и (p, q) = 1.

В разд. 1 приводится пример трехмерного гиперболического многообразия
M3(3, 1), трехлистно циклически разветвленно накрывающего линзовое про-
странство L(3, 1). Фундаментальным многогранником для этого многообразия
является правильный гиперболический 2π/3-икосаэдр. Обобщения конструк-
ции многообразия M3(3, 1), изучавшиеся в [19–21], позволили построить мно-
гообразия Mn(3, 1) для n > 2. В разд. 2 многообразия Mn(3, 1) обобщаются
до многообразий Mn(p, 1), а в разд. 3 — до многообразий Mn(p, q). В теоре-
ме 3.1 устанавливается, что Mn(p, q) действительно является многообразием, а
в теореме 3.2 — что Mn(p, q) является n-листным циклическим накрытием лин-
зового пространства L(p, q), разветвленным над двухкомпонентным зацеплени-
ем. В разд. 4 подробно обсуждается типичный частный случай — многообразия
M3(5, q), q = 1, 2, 3, 4.
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1. Гиперболический 2π/3-икосаэдр
и многообразие M3(3, 1)

Хорошо известно, что для построения первых примеров замкнутых ориен-
тируемых трехмерных многообразий постоянной отрицательной кривизны ис-
пользовались правильные многогранники, реализованные в пространстве Ло-
бачевского H

3. А именно [2], додекаэдральное гиперболическое пространство
Вебера — Зейферта получено попарным отождествлением граней правильно-
го 2π/5-додекаэдра изометриями H

3. Другие многообразия, получающиеся из
гиперболического 2π/5-додекаэдра, строились в [22, 23]. Вторым правильным
гиперболическим многогранником, являющимся источником интересных при-
меров, служит 2π/3-икосаэдр. Три гиперболических многообразия, для кото-
рых 2π/3-икосаэдр является фундаментальным многогранником, построены в
[22].

Полный список замкнутых ориентируемых трехмерных гиперболических
многообразий, для которых фундаментальным многогранником является 2π/5-
додекаэдр или 2π/3-икосаэдр, получен Ричардсоном и Рубинштейном в 1982 г.
[24]. Однако, насколько известно авторам, эта работа до сих пор существу-
ет только в виде препринта. Одним из источников, где можно найти список
многообразий Ричардсона — Рубинштейна, является работа [25]. Этот спи-
сок содержит шесть многообразий, для которых 2π/3-икосаэдр является фун-
даментальным многогранником. В [25] они обозначены через M23, M24, M25,
M26, M27, M28. Как видно из построения, многообразия M24 и M25 обладают
симметриями третьего порядка. Более того, в [19, 20] показано, что оба эти
многообразия — трехлистные циклические разветвленные накрытия линзового
пространства L(3, 1) (подробнее о линзовых пространствах см., например, [26,
§ 60]).

Для многообразия M24 из [25] здесь и далее будем применять обозначение
M3(3, 1), что будет согласовано с дальнейшими обозначениями, используемыми
в этой статье. Напомним построение этого многообразия.

Рассмотрим симплициальный комплексP3(3), изображенный на рис. 1, где
предполагается, что правая и левая стороны, обозначенные P1R1S1, должны
быть отождествлены;P3(3) имеет 12 вершин, 30 ребер и 20 граней и комбина-
торно совпадает с икосаэдром.

Рис. 1. КомплексP3(3) для многообразия M3(3, 1).

Пусть ϕ3(3, 1) — попарное отождествление гранейP3(3), которое в обозна-
чениях рис. 1 имеет вид

ai : Ai → Ai [PiPi+1Qi → Ri+2Pi+2Qi+1], bi : Bi → Bi [RiPiQi → SiSi+1Ri+1],



Разветвленные циклические накрытия линзовых пространств 545

ci : Ci → Ci [QiRiSi → SiQiRi+1], d : D → D [P1P2P3 → S3S1S2],

где i = 1, 2, 3 и все индексы берутся по модулю 3. Обозначим фактор-про-
странствоP3(3)/ϕ3(3, 1) через M3(3, 1). Хорошо известно, что комплекс P3(3)
может быть реализован как правильный икосаэдр в H

3 со всеми двугранными
углами 2π/3. При этом отождествления ϕ3(3, 1) могут быть реализованы сохра-
няющими ориентацию изометриями пространства H3 и группа, порожденная
этими изометриями, дискретна и не содержит элементов конечного порядка.
Таким образом, M3(3, 1) является замкнутым ориентируемым трехмерным ги-
перболическим многообразием. Его геометрические и топологические свойства
изучались в [19–21]. В частности, установлено, что M3(3, 1) является трехлист-
ным циклическим накрытием линзового пространства L(3, 1), разветвленным
над двухкомпонентным зацеплением. Обобщения этого примера — многообра-
зия Mn(3, 1), являющиеся n-листными циклическими накрытиями L(3, 1), раз-
ветвленными над 2-компонентными зацеплениями, изучались в [20, 21] (в этих
работах многообразия Mn(3, 1) обозначены через M24(n)).

2. Многообразия Mn(p, 1)

Построим бесконечное семейство трехмерных многообразий, являющихся
циклическими накрытиями линзового пространства L(p, 1), разветвленными над
некоторыми двухкомпонентными зацеплениями. Рассмотрим симплициальный
комплекс Pn(p), где n > 2, p > 3, изображенный на рис. 2. Он имеет 6n + 2
граней, (7 + p)n ребер и (p + 1)n вершин. Комплекс P3(p) отличается от ком-
плекса P3(3), изображенного на рис. 1, тем, что его грани Ci и Ci являются
p-угольными, а не треугольными. Это сделано с помощью добавления на каж-
дом ребре SiQi, i = 1, . . . , n, вспомогательных точек T 1

i , T
2
i , . . . , T

s
i (нумерация

идет от Si к Qi), где s = p− 3.

Рис. 2. Построение многообразия Mn(p).

Зададим попарное отождествление ϕn(p, 1) граней Pn(p) по правилу

ai : Ai → Ai [PiPi+1Qi → Ri+2Pi+2Qi+1],

bi : Bi → Bi [RiPiQi → SiSi+1Ri+1],

ci : Ci → Ci

[

QiRiSiT
1
i . . . T s

i → T s
i QiRi+1SiT

1
i . . . T s−1

i

]

,

d : D → D [P1P2 . . . Pn−1Pn → S3S4 . . . S1S2],

где i = 1, . . . , n, все индексы берутся по модулю n и грани отождествляются в
соответствии с указанным порядком вершин. Очевидно, ϕn(p, 1) задает отно-
шение эквивалентности на гранях, ребрах и вершинах Pn(p).
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Рис. 3. Диаграмма Хегора многообразия Mn(p, 1).

Предложение 2.1. Фактор-пространство Mn(p, 1) = Pn(p)/ϕn(p, 1), где

n > 2 и p > 3, является ориентируемым трехмерным многообразием.

Доказательство. Напомним, что согласно теореме Зейферта — Трель-
фалля [26, с. 267] Mn(p, 1) является многообразием тогда и только тогда, когда
его эйлерова характеристика равна нулю. Обозначим через σk, k = 0, 1, 2, 3, чис-
ло k-мерных клеток в Mn(p, 1). Очевидно, σ3 = 1. Поскольку 2-клетки разбива-
ются на классы эквивалентности, соответствующие ai, bi, ci, d, где i = 1, . . . , n,
получаем σ2 = 3n + 1. Все 1-клетки распадаются на классы эквивалентности
четырех типов:

(xi) : PiPi+1
ai→ Ri+2Pi+2

bi+2

→ Si+2Si+3
d−1

→ PiPi+1;

(yi) : PiQi
ai→ Ri+2Qi+1

c−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→ PiQi;

(zi) : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T 1
i Si

c
−1

i→ . . .
c
−1

i→ QiT
s
i

c
−1

i→ RiQi;

(u) : P2Q1
a1→ P3Q2

a2→ . . .
an−1

→ P1Qn
an→ P2Q1,

где i = 1, . . . , n. Следовательно, σ1 = 3n + 1. Нетрудно видеть, что все вер-
шины лежат в одном классе эквивалентности, значит, σ0 = 1. Таким образом,
χ(Mn(p, 1)) = 1−(3n+1)+(3n+1)−1 = 0, и Mn(p, 1) — замкнутое ориентируемое
3-многообразие.

Напомним (см., например, [27]), что представление фундаментальной груп-
пы трехмерного многообразия называется геометрическим, если оно соответ-
ствует диаграмме Хегора многообразия.

Предложение 2.2. Фундаментальная группа многообразия Mn(p, 1), где

n > 2 и p > 3, имеет следующее геометрическое представление:

π1(Mn(p, 1)) =
〈

a1, . . . , an; b1, . . . , bn; c1, . . . , cn; d | a1a2 . . . an = 1,

aibi+2d
−1 = 1, aic

−1
i+1b

−1
i = 1, bic

−(p−1)
i = 1; i = 1, . . . , n

〉

.

Доказательство. Известно [26, § 63], что если трехмерное многообразие
задано попарным отождествлением граней многогранника и число пар граней
равно h, то для этого многообразия существует сплетение Хегора рода h. В на-
шем случае h = 3n + 1. Открытая диаграмма Хегора многообразия Mn(p, 1)
имеет вид, как на рис. 3.
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Отождествим диски A1 и A1 таким образом, чтобы указанные на границе
одного диска метки 1, 2, 3 совпали с такими же метками на границе второ-
го диска. Проделаем подобные отождествления дисков A2, . . . , An, B1, . . . , Bn,
C1, . . . , Cn, D с парными им дисками A2, . . . , An, B1, . . . , Bn, C1, . . . , Cn, D. В
результате из открытой диаграммы Хегора получим диаграмму Хегора рода
3n+ 1 многообразия Mn(p, 1). Дуги на открытой диаграмме Хегора, концы ко-
торых находятся на границах дисков, объединяются в 3n+1 замкнутые кривые
на поверхности Хегора. Каждая такая кривая задает соотношение в представ-
лении фундаментальной группы многообразия, которое имеет вид произведения
меток на дисках, встречающихся на пути движения вдоль кривой [28]. Напри-
мер, если при движении вдоль кривой встречается переход от диска Ai к диску
Ai, то метка имеет вид ai.

Предложение 2.3. Многообразие Mn(p, 1), n > 2, p > 3, является n-

листным циклическим накрытием линзового пространства L(p, 1), разветвлен-

ным над двухкомпонентным зацеплением.

Доказательство. Очевидно, что диаграмма Хегора, изображенная на
рис. 3, обладает циклической симметрией n-го порядка, переводящей Ai в Ai+1,
Ai в Ai+1, Bi в Bi+1, Bi в Bi+1, Ci в Ci+1, Ci в Ci+1, i = 1, 2, . . . , n, и перево-
дящей диски D и D в себя. Эта симметрия индуцирует симметрию на многооб-
разии Mn(p, 1), которую обозначим через ρn. Фактор-пространство Mn(p, 1)/ρn
является трехмерным орбифолдом. Этот орбифолд характеризуется своим но-
сителем (трехмерным многообразием), сингулярным множеством и порядком
сингулярности. Открытая диаграмма Хегора носителя орбифолда Mn(p, 1)/ρn
приведена в верхней левой части на рис. 4. На этом рисунке пунктирными лини-
ями изображены две компонентыL1 иL2 сингулярного множестваL = L1∪L2

орбифолда. Компонента L1 идет от диска D до диска D и является образом
оси симметрии n-го порядка. Компонента L2 идет от диска A к диску A вдоль
дуги, соединяющей точки с метками 3 на границах этих дисков.

Покажем, что носителем орбифолда Mn(p, 1)/ρn является линзовое про-
странство L(p, 1). Для этого с помощью движений Зингера [29] приведем диа-
грамму Хегора носителя орбифолда к канонической диаграмме линзового про-
странстваL(p, 1). Опишем последовательность движений в соответствии с рис. 4.

Начнем с диаграммы в верхней левой части на рис. 4. Род этой диаграммы
равен четырем. Склеим диски A и A, образуя 1-ручку. При этом кривая, со-
единяющая эти диски, соответствует 2-ручке. Приклеивание 2-ручки «заклеит»
1-ручку. В результате получим диаграмму Хегора рода 3. При этом компонентаL2 сингулярного множества образует тривиальный узел. Далее на диаграмме
мы его изображать не будем.

При склеивании двух 1-ручек, соответствующих парам дисков B и B, а
также D и D, кривая, соединяющая диск B с диском D и диск B с диском D,
соответствует 2-ручке. Эта 2-ручка «склеит» две указанные выше 1-ручки в
одну. Разрезая эту ручку, получим диаграмму рода 2, где диски B и D объеди-
нены в диск B, а диски B и D — в диск B.

Разрежем диаграмму вдоль кривой, делящей ее на части G и G. При этом
возникнут два новых диска G, G. Часть G приклеим к основной части диаграм-
мы, отождествляя C и C.

Склеим 1-ручки, соответствующие парам дисков B, B и G, G. Кривые, со-
единяющие эти 1-ручки, соответствуют 2-ручке, приклеивание которой умень-
шит род диаграммы Хегора. Объединяя диски B и G в диск G и диски B и
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Рис. 4. Преобразования диаграммы Хегора фактор-пространства Mn(p, 1)/ρn.

G в диск G, получим диаграмму Хегора рода 1. Как хорошо известно [28], эта
диаграмма является диаграммой Хегора линзового пространства L(p, 1). Сле-
довательно, носителем орбифолда Mn(p, 1)/ρn является линзовое пространство
L(p, 1). Компонента L1 множества ветвления изображена на рисунке пунктир-
ной линией, а компонента L2 является тривиальным узлом. Таким образом,
многообразиеMn(p, 1) является n-листным циклическим накрытием L(p, 1), раз-
ветвленным над двухкомпонентным зацеплением.

3. Многообразия Mn(p, q)

Вновь обратимся к симплициальному комплексу Pn(p), n > 2, p > 3, изоб-
раженному на рис. 2. В разд. 2 определены отождествления ϕn(p, 1), приводив-
шие к многообразиям Mn(p, 1) = Pn(p)/ϕn(p, 1). Определим на Pn(p) отож-
дествления ϕn(p, q), 0 < q < p, (p, q) = 1, которые содержат ϕn(p, 1) как частный
случай. Положим, что ϕn(p, q) отождествляет граниPn(p, q) следующим обра-
зом:

ai : Ai → Ai [PiPi+1Qi → Ri+2Pi+2Qi+1],

bi : Bi → Bi [RiPiQi → SiSi+1Ri+1],

ci : Ci → Ci

[

QiRiSiT
1
i . . . T s

i → T s
i QiRi+1SiT

1
i . . . T s−1

i

]

, если q = 1;
[

QiRiSiT
1
i . . . T s

i → T s−1
i T s

i QiRi+1SiT
1
i . . . T s−2

i

]

, если q = 2;

...
[

QiRiSiT
1
i . . . T s

i → T 1
i . . . T s

i QiRi+1Si

]

, если q = p− 3;
[

QiRiSiT
1
i . . . T s

i → SiT
1
i . . . T s

i QiRi+1

]

, если q = p− 2;
[

QiRiSiT
1
i . . . T s

i → Ri+1SiT
1
i . . . T s

i Qi

]

, если q = p− 1;

d : D → D [P1P2 . . . Pn−1Pn → S3S4 . . . S1S2].
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Как видно из определения, для отождествления ϕn(p, q) действия ai, bi, d в
точности такие же, как и для отождествления ϕn(p, 1) из предыдущего раздела,
и не зависят от q. Однако действие ci существенно зависит от q.

Теорема 3.1. Фактор-пространство Mn(p, q) = Pn(p)/ϕn(p, q), где n > 2
и p > 3, 0 < q < p, (p, q) = 1, является ориентируемым трехмерным многообра-

зием.

Доказательство. Покажем, что эйлерова характеристика χ(Mn(p, q)) об-
ращается в нуль. Пусть σk — число k-мерных клеток в Mn(p, q). Аналогично
доказательству предложения 2.1 σ3 = 1 и σ2 = 3n + 1. Все 1-клетки распада-
ются на четыре типа классов эквивалентности: классы xi, i = 1, . . . , n, и u, не
зависящие от q:

(xi) : PiPi+1
ai→ Ri+2Pi+2

bi+2

→ Si+2Si+3
d−1Pi→ Pi+1;

(u) : P2Q1
a1→ P3Q2

a2→ . . .
an−1

→ P1Qn
an→ P2Q1,

и классы yi и zi, где i = 1, . . . , n, зависящие от q. Соотношения yi в зависимости
от значений q имеют следующий вид:

q = 1: PiQi
ai→Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→PiQi;

q = 2: PiQi
ai→Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ T 1
i+1Si+1

c
−1

i+1

→ T 3
i+1T

2
i+1

c
−1

i+1

→ . . .
c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→PiQi;

...

q = p− 3: PiQi
ai→Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ T s−1
i+1 T s−2

i+1

c
−1

i+1

→ T s−4
i+1 T s−5

i+1

c
−1

i+1

→ . . .
c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→PiQi;

q = p− 2: PiQi
ai→Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ T s
i+1T

s−1
i+1

c
−1

i+1

→ T s−2
i+1 T

s−3
i+1

c
−1

i+1

→ . . .
c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→PiQi;

q = p− 1: PiQi
ai→Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ Qi+1T
s
i+1

c
−1

i+1

→ T s
i+1T

s−1
i+1

c
−1

i+1

→ . . .
c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→PiQi.

Соотношения zi в зависимости от значений q имеют вид

q = 1 : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T 1
i Si

c
−1

i→ T 2
i T

1
i

c
−1

i→ . . .
c
−1

i→ QiT
s
i

c
−1

i→ RiQi;

q = 2 : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T 2
i T

1
i

c
−1

i→ T 4
i T

3
i

c
−1

i→ . . .
c
−1

i→ T s
i T

s−1
i

c
−1

i→ RiQi;

...

q = p− 3 : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T s
i T

s−1
i

c
−1

i→ T s−3
i T s−4

i

c
−1

i→ . . .
c
−1

i→ T 2
i T

1
i

c
−1

i→ RiQi;

q = p− 2 : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ QiT
s
i

c
−1

i→ T s−1
i T s−2

i

c
−1

i→ . . .
c
−1

i→ T 1
i Si

c
−1

i→ RiQi;

q = p− 1 : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ RiQi.

Нетрудно заметить, что для фиксированного q для каждого i суммарно в со-
отношениях для yi−1 и zi отождествление c−1

i встречается ровно p раз. Следо-
вательно, σ1 = 3n + 1. Поскольку все вершины лежат в одном классе эквива-
лентности, σ0 = 1. Таким образом, χ(Mn(p, q)) = 0, и по теореме Зейферта —
Трельфалля [26, § 63] Mn(p, q) — замкнутое 3-многообразие.
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Рис. 5. Преобразования диаграммы Хегора фактор-пространства Mn(p, q)ρn.

Теорема 3.2. Многообразие Mn(p, q), n ≥ 2, p ≥ 3, (p, q) = 1, является

n-листным циклическим накрытием линзового пространства L(p, q), разветв-

ленным над двухкомпонентным зацеплением.

Доказательство. Как и при доказательстве предложения 2.3, обозначим
через ρn вращательную симметрию комплексаPn(p), индуцирующую цикличе-
скую симметрию на фактор-пространстве Mn(p, q) = Pn(p)/ϕn(p, q). Обозна-
чим эту симметрию также через ρn. Фактор-пространство Mn(p, q)/ρn являет-
ся трехмерным орбифолдом. Под диаграммой Хегора орбифолда Mn(p, q)/ρn
будем понимать диаграмму Хегора его носителя с информацией о сингуляр-
ном множестве (рис. 5). Сингулярное множество является двухкомпонентным,L = L1 ∪ L2. Компонента L1 соответствует оси вращения ρn, а компонентаL2 — классу ребер Pi+1Qi, i = 1, . . . , n. С помощью последовательности дви-
жений Зингера, приведенных на рис. 5, которые аналогичны преобразованиям
на рис. 4, диаграмма Хегора носителя фактор-пространства Mn(p, q)/ρn при-
водится к канонической диаграмме линзового пространства L(p, q). Указанные
на диаграмме метки q, q + 1, . . . , q + (p− 1) берутся по модулю p.

4. Пример: многообразия M3(5, q)

Рассмотрим более подробно многообразия M3(5, q), где q = 1, 2, 3, 4. Каж-
дое многообразие M3(5, q) получается попарным отождествлением ϕ3(5, q) гра-
ней комплекса P3(5), приведенного на рис. 6.

Для всех q отождествления ai, bi и d определяются одинаково:

ai : Ai → Ai [PiPi+1Qi → Ri+2Pi+2Qi+1],

bi : Bi → Bi [RiPiQi → SiSi+1Ri+1],

d : D → D [P1P2P3 → S3S1S2],
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Рис. 6. Построение многообразия M3(5, 3).

где i = 1, 2, 3 и все индексы берутся по модулю 3. Отождествления ci зависят
от q следующим образом:

для ϕ3(5, 1) ci : Ci → Ci

[

QiRiSiT
1
i T

2
i → T 2

i QiRi+1SiT
1
i

]

;

для ϕ3(5, 2) ci : Ci → Ci

[

QiRiSiT
1
i T

2
i → T 1

i T
2
i QiRi+1Si

]

;

для ϕ3(5, 3) ci : Ci → Ci

[

QiRiSiT
1
i T

2
i → SiT

1
i T

2
i QiRi+1

]

;

для ϕ3(5, 4) ci : Ci → Ci

[

QiRiSiT
1
i T

2
i → Ri+1SiT

1
i T

2
i Qi

]

.

Для всех q при отождествлении ϕ3(5, q) грани комплексаP3(5) разбивают-
ся на 10 классов эквивалентности и все вершины лежат в одном классе эквива-
лентности. Ребра разбиваются на 10 классов эквивалентности, из которых xi,
i = 1, 2, 3, и u одинаковы для всех q:

(xi) : PiPi+1
ai→ Ri+2Pi+2

bi+2

→ Si+2Si+3
d−1

→ PiPi+1;

(u) : P2Q1
a1→ P3Q2

a2→ P1Q3
a3→ P2Q1;

а классы yi и zi, i = 1, 2, 3, зависят от q следующим образом. Для ϕ3(5, 1)

(yi) : PiQi
ai→ Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→ PiQi;

(zi) : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T 1
i Si

c
−1

i→ T 2
i T

1
i

c
−1

i→ QiT
2
i

c
−1

i→ RiQi;

для ϕ3(5, 2)

(yi) : PiQi
ai→ Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ T 1
i+1Si+1

c
−1

i+1

→ Qi+1T
2
i+1

c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→ PiQi;

(zi) : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T 2
i T

1
i

c
−1

i→ RiQi;

для ϕ3(5, 3)

(yi) : PiQi
ai→ Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ T 2
i+1T

1
i+1

c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→ PiQi;

(zi) : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ T 1
i Si

c
−1

i→ QiT
2
i

c
−1

i→ RiQi;
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Рис. 7. Способы склеивания граней Ci и Ci.

для ϕ3(5, 4)

(yi) : PiQi
ai→ Ri+2Qi+1

c
−1

i+1

→ Qi+1T
2
i+1

c
−1

i+1

→ T 2
i+1T

1
i+1

c
−1

i+1

→ T 1
i+1Si+1

c
−1

i+1

→ Si+1Ri+1
b
−1

i→ PiQi;

(zi) : RiQi
bi→ SiRi+1

c
−1

i→ RiQi.

Распределения ребер граней Ci и Ci по классам эквивалентности yi−1 и zi при-
ведены на рис. 7.

Возникающие фактор-пространстваM3(5, q) =P3(5)/ϕ3(5, q) являются ори-
ентируемыми трехмерными многообразиями с фундаментальными группами

π1(M3(5, q)) = 〈a1, a2, a3; b1, b2, b3; c1, c2, c3; d | a1a2a3 = 1, aibi+2d
−1 = 1,

Ri(q) = 1, Si(q) = 1, i = 1, 2, 3〉,

где слова Ri(q) и Si(q) определяются по q следующим образом:

Ri(1) = aic
−1
i+1b

−1
i , Ri(2) = aic

−3
i+1b

−1
i , Ri(3) = aic

−2
i+1b

−1
i , Ri(4) = aic

−4
i+1b

−1
i ,

Si(1) = bic
−4
i , Si(2) = bic

−2
i , Si(3) = bic

−3
i , Si(4) = bic

−1
i .

Рис. 8. Диаграммы Хегора

носителя M3(5, q)/ρ3

и линзового пространства L(5, q).

Для каждого q многообразие M3(5, q) явля-
ется трехлистным циклическим накрытием лин-
зового пространства L(5, q), разветвленным над
двухкомпонентным зацеплением. Такое накры-
тие соответствует циклической симметрии тре-
тьего порядка ρ3 многообразия M3(5, q), индуци-
рованной циклической симметрией многогранни-
ка P3(5) ввиду симметричности правила отож-
дествления ϕ3(5, q). Диаграмма Хегора носите-
ля орбифолда M3(5, q)/ρ3 приведена на рис. 8.

Пунктирные линии на диаграмме соответ-
ствуют двум компонентам сингулярного множе-
ства. С помощью преобразований Зингера эта
диаграмма приводится к стандартной диаграм-
ме Хегора линзового пространства L(5, q), при-
веденной на рис. 8, где пунктиром обозначена
одна из компонент сингулярного множества.

Задание многообразийM3(5, q) фундаменталь-
ными многогранниками позволяет перейти к их
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триангуляции и использовать компьютерную программу Recognizer [30] для на-
хождения топологических и геометрических инвариантов. Результаты компью-
терных вычислений гиперболических объемов и групп гомологий многообразий
M3(5, q) приведены в табл. 1.

Таблица 1.

многообразие объем группа гомологии

M3(5, 1) 6.882614782119 . . . Z3 ⊕ Z45

M3(5, 2) 6.332666642499 . . . Z15

M3(5, 3) 6.602288090425 . . . Z15

M3(5, 4) 6.424381941185 . . . Z3 ⊕ Z45
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