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ЛИХНЕРОВИЧА ДЛЯ КОНФОРМНЫХ СЛОЕНИЙ

Н. И. Жукова

Аннотация. Доказано, что любое конформное слоение (M,F) коразмерности
q ≥ 3 либо риманово, либо имеет минимальное множество, являющееся аттракто-
ром. Если (M,F) — собственное конформное слоение, не являющееся римановым,
то существует замкнутый слой-аттрактор. При этом компактность многообразия
M не предполагается. Более того, если M компактно, то не риманово конформное
слоение (M,F) является (Conf(Sq), Sq)-слоением, имеет конечное семейство аттрак-
торов, причем каждый слой слоения принадлежит бассейну по крайней мере одного
из них.
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голономии, минимальное множество, аттрактор.

Введение

Напомним, что две римановы метрики h и g на многообразии M называют-
ся конформно эквивалентными, если существует такая положительная гладкая
функция f на M , что h = fg. Класс конформно эквивалентных римановых
метрик [g] называется конформной структурой на M , а пара (M, [g]) — кон-
формным многообразием. Группа конформных преобразований риманова мно-
гообразия (M, g) называется несущественной, если она является группой изо-
метрий риманова многообразия (M,h), где h ∈ [g]. В противном случае она
называется существенной.

Лихнерович выдвинул гипотезу о том, что любое компактное n-мерное ри-
маново многообразие, допускающее существенную группу конформных преоб-
разований, при n ≥ 3 представляет собой стандартную n-мерную сферу Sn.

Доказательству этой гипотезы посвящены работы Обаты [1], Д. В. Алек-
сеевского [2, 3], Ферранд [4] и др. Установлено, что если группа конформных
преобразований некомпактного риманова многообразия M существенная, то M
есть n-мерное евклидово пространство. Полное доказательство гипотезы Лих-
неровича, включая некомпактные многообразия, дано Ферранд в 1996 г. [4].

Конформные слоения (M,F) введены И. Вайсманом [5] как слоения кораз-
мерности q ≥ 3, допускающие трансверсальную конформную структуру.

В работе [6] Таркини сформулировал следующий вопрос о конформных
слоениях коразмерности q ≥ 3.

Каждое ли конформное слоение коразмерности q ≥ 3 на компактном мно-
гообразии либо риманово, либо является (Conf(Sq), Sq)-слоением?
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Заметим, что при q ≥ 3 конформное слоение является (Conf(Sq), Sq)-слое-
нием тогда и только тогда, когда оно трансверсально конформно плоское.

При q = 2 это неверно. Существуют конформные слоения коразмерности 2,
которые не являются ни римановыми, ни (Conf(Sq), Sq)-слоениями [6].

Таркини [6] дал положительный ответ на свой вопрос при некоторых до-
полнительных предположениях, в том числе для трансверсально аналитических
конформных слоений на компактных многообразиях. В [7] Франсес и Тарки-
ни дали положительное решение для не римановых конформных слоений на
компактных многообразиях, все базовые функции которых постоянны и q > 3.
В данной работе мы даем положительный ответ на вопрос Таркини в общем
случае.

Мы показываем, что группа голономии произвольного слоя конформного
слоения изоморфна некоторой подгруппе группы Ли H = CO(q) n Rq, причем
эта подгруппа определена с точностью до сопряженности. Поэтому корректно
следующее определение. Группу голономии слоя конформного слоения будем
называть относительно компактной или несущественной, если соответствую-
щая ей подгруппа в группе Ли H относительно компактна. В противном случае
группа голономии слоя называется существенной.

Прежде всего мы доказываем следующий критерий римановости конформ-
ного слоения.

Теорема 1. Пусть (M,F) — конформное слоение коразмерности q ≥ 3,
моделируемое на конформной геометрии (N, [g]). Тогда для существования ри-
мановой метрики d ∈ [g] такой, что (M,F) — риманово слоение, моделируемое
на (N, d), необходимо и достаточно, чтобы все группы голономии этого слоения
были относительно компактными.

Напомним, что подмножество многообразия M называется насыщенным,
если оно является объединением некоторых слоев слоения (M,F). Минималь-
ным множеством слоения (M,F) называется непустое замкнутое насыщенное
подмножество в M , не имеющее собственных подмножеств, обладающих этими
свойствами.

Минимальное множество M слоения (M,F), для которого существует та-
кая открытая насыщенная окрестность U , что замыкание произвольного слоя
изU содержит множествоM, называется аттрактором этого слоения, а окрест-
ность U — бассейном аттрактораM и обозначается через Attr(M). Если, более
того, Attr(M) = M , то аттрактор M называется глобальным [8].

Применение теоремы 1, нехаусдорфовых конформных многообразий и лем-
мы Алексеевского — Йошимацу — Ферранд позволило доказать следующее за-
мечательное свойство конформных слоений.

Теорема 2. Любое конформное слоение (M,F) коразмерности q ≥ 3 либо
риманово, либо имеет аттрактор, являющийся замыканием слоя с существен-
ной группой голономии, причем сужение слоения на бассейн аттрактора есть
(Conf(Sq), Sq)-слоение.

Слоение (M,F) называется собственным, если все его слои — вложенные
подмногообразия в M . Слой L называется замкнутым, если L — замкнутое
подмножество M .

Следствие 1. У любого собственного не риманова конформного слоения
коразмерности q ≥ 3 существует замкнутый слой с существенной группой голо-
номии, являющийся аттрактором.
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В [9] автором введены вейлевы слоения. Так как каждое вейлево слоение
конформно, из теоремы 2 вытекает теорема 1 в [9], доказанная другим способом.

Теорема 3. Если (M,F) — не риманово конформное слоение (M,F),
codim(F) ≥ 3, то

1) любой слой L с существенной группой голономии имеет такую открытую
насыщенную окрестность W, что (W,FW) — (Conf(Sq), Sq)-слоение и Lα ⊃ L
для любого слоя Lα из W, причем либо M = L — аттрактор, либо L содержит
замкнутый слой-аттрактор;

2) объединение K замыканий всех слоев с существенными группами голо-
номии является замкнутым насыщенным подмножеством M , а (M \K,FM\K) —
римановым слоением.

Теорема 4 доказана с помощью построения вспомогательной связности Эре-
смана в смысле Блюменталя и Хебды [10]. Эта теорема описывает строение
конформных слоений на компактных многообразиях.

Теорема 4. Любое конформное слоение (M,F) коразмерности q ≥ 3 на
компактном многообразииM либо риманово, либо является (Conf(Sq), Sq)-слое-
нием и имеет конечное число минимальных множеств. Все они аттракторы,
образованы замыканиями слоев с существенными группами голономии, причем
каждый слой слоения принадлежит бассейну по крайней мере одного из них.

Из теоремы 4 вытекает положительный ответ на вопрос Таркини о кон-
формных слоениях коразмерности q ≥ 3 на компактных многообразиях.

Теорема 4 при q ≥ 3 усиливает первую часть основной теоремы Диройна и
Клепцына из [11], согласно которой любое конформное слоение на компактном
многообразии либо допускает трансверсальную инвариантную меру, либо имеет
конечное число минимальных множеств с вероятностными мерами, обладающи-
ми некоторыми свойствами.

1. Конформные слоения

Конформные слоения. Диффеоморфизм f : N1 → N2 римановых мно-
гообразий (N1, g1) и (N2, g2) называется конформным, если существует такая
гладкая функция λ на N1, что f∗g2 = λg1. Конформный диффеоморфизм f
риманова многообразия (N, g) на себя называется также конформным преобра-
зованием.

Гладкое слоение (M,F) коразмерности q называется конформным, если оно
определяется N -коциклом {Ui, fi, {γij}}i,j∈J и на многообразии N существует
такая риманова метрика g, что все {γij} являются локальными конформными
диффеоморфизмами соответствующих открытых подмножеств. Это означает,
что

1) задано возможно несвязное риманово многообразие (N, g);
2) задано открытое покрытие {Ui | i ∈ J} многообразия M ;
3) заданы субмерсии со связными слоями fi : Ui → Vi на Vi ⊂ N ;
4) если Ui ∩ Uj 6= ∅, то существуют такие конформные диффеоморфизмы

γij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj) открытых подмножеств риманова многообразия
(N, g), что fi = γij ◦fj на Ui∩Uj , причем если Ui∩Uj ∩Uk 6= ∅, то γik = γij ◦γjk,
кроме того, γii = id |U i.

Максимальный по включению N -коцикл {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , обладающий
указанными выше свойствами, определяет новую топологию на M , базой ко-
торой является множество слоев всех субмерсий fi. Эта топология называется
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слоевой и обозначается через τF . Компоненты линейной связности топологиче-
ского пространства (M, τF ) образуют разбиение M , которое обозначается через
F = {Lα | α ∈ A} и называется конформным слоением со слоями Lα, заданным
N -коциклом {Ui, fi, {γij}}i,j∈J .

Поскольку любой N -коцикл содержится в единственном максимальном N -
коцикле, для задания конформного слоения (M,F) достаточно задать какой-
либо N -коцикл, обладающий свойствами 1–4.

Конформные слоения как картановы. Пусть H — замкнутая подгруп-
па группы Ли G, g — алгебра Ли группы Ли G, а h — ее подалгебра, соответ-
ствующая H. Сохраняя обозначения из [12], через P (N,H) обозначаем главное
расслоенное пространство над N со структурной группойH, действующей спра-
ва на P . Напомним [13], что картановой связностью в главном H-расслоении
P (N,H) называется невырожденнаяH-эквивариантная g-значная 1-форма ω на
P . Пара ξ = (P (N,H), ω) называется картановым расслоением или картановой
геометрией типа (G,H) на многообразии N . Картанова геометрия типа (G,H)
называется эффективной, если группа G эффективно действует слева на G/H.
Пусть ξ = (P (N,H), ω) и ξ′ = (P ′(N ′,H), ω′) — картановы геометрии. Изомор-
физмом ξ и ξ′ называется изоморфизм � : P → P ′ главных H-расслоений такой,
что � ∗ω = ω′.

Слоение (M,F), заданное N -коциклом {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , называется кар-
тановым, если задана эффективная картанова геометрия ξ = (P (N,H), ω), при-
чем каждый локальный диффеоморфизм γij является проекцией некоторого
локального изоморфизма �ij . В силу эффективности картановой геометрии ξ
каждый γij является проекцией строго одного локального изоморфизма �ij .

Пусть G = Conf(Sq) — группа конформных преобразований q-мерной сфе-
ры Sq, H — стационарная подгруппа группы G в произвольной точке из Sq.
Задание конформной структуры [g] на многообразии N определяет редукцию
P (N,H) главного G2-расслоения P 2 → N 2-реперов на многообразии N к за-
мкнутой подгруппе H. Пусть ω — нормальная конформная связность в P (N,H)
[13]. Будем говорить, что ξ = (P (N,H), ω) — эффективная картанова гео-
метрия, соответствующая конформному многообразию (N, [g]). Конформные
слоения будем рассматривать как картановы, моделируемые на указанной эф-
фективной картановой геометрии.

2. Интерпретации групп голономии картанова слоения

Слоеные расслоения. Пусть (M,F) — произвольное гладкое слоение
коразмерности q. Локально тривиальное расслоение π : R → M , наделенное
слоением (R, F ), называется слоеным расслоением, если выполняются следую-
щие условия:

1) если N — распределение, касательное к слоям субмерсии π : R →M , то
Nu ∩ TuF = {0}, u ∈ R;

2) проекция π : (R, F ) → (M,F) — морфизм слоений.
Будем обозначать слоеное расслоение через (R, π,M, F ). Если, кроме того,

π : R →M — главное H-расслоение, причем слоение (R, F ) H-инвариантно, то
говорят, что задано слоеное H-расслоение над (M,F). Слоеное H-расслоение
обозначаем через (R(M,H), F ).

Изоморфность групп голономии подгруппам из H. Пусть (M,F) —
картаново слоение, моделируемое на эффективной трансверсальной геометрии
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ξ = (P (N,H), ω). При этом (M,F) — картаново слоение как в смысле Блюмен-
таля [14], так и в смысле работы автора [8]. Нами доказано [8, предложение 2],
что определено слоеное расслоение над M с проекцией главного H-расслоения
π : R →M и поднятым e-слоением (R, F ). Будем обозначать указанное слоеное
расслоение через (R(M,H), F ).

Предложение 1 доказывается аналогично теореме 4 из работы автора [15].

Предложение 1. Пусть (M,F) — картаново слоение с эффективной транс-
версальной геометрией ξ = (P (N,H), ω), (R(M,H), F ) — слоеное расслоение
над (M,F) с проекцией π : R →M . Пусть L = L(x), x ∈M , — любой слой сло-
ения (M,F), L = L (u), u ∈ π−1(x), — слой поднятого слоения (R, F ). Тогда
ростковая группа голономии � (L, x) слоя L изоморфна каждой из следующих
групп:

1) подгруппе H(L ) := {a ∈ H | Ra(L ) = L } группы H;
2) группе накрывающих преобразований регулярного накрывающего отоб-

ражения π|L : L → L.

3. Критерий римановости конформного слоения

Слоеные редукции. Пусть (R′(M ′,H ′), F ′) и (R(M,H), F ) — два глав-
ных слоеных расслоения с проекциями π′ : R′ → M ′ и π : R → M соответ-
ственно. Пара (f, f̂), где f : R′ → R — морфизм слоения (R′, F ′) в слоение
(R, F ), а f̂ : H ′ → H — гомоморфизм групп Ли, называется морфизмом в ка-
тегории главных слоеных расслоений, если f(u′a′) = f(u′)f̂(a′) для всех u′ ∈ R′

и a′ ∈ H ′. Морфизм (f, f̂) : (R′(M ′,H ′), F ′) → (R(M,H), F ) определяет проек-
цию f ′ : M ′ →M , удовлетворяющую равенству π ◦ f = f ′ ◦ π′.

Пусть (f, f̂) : (R′(M,H ′), F ′) → (R(M,H), F ) — морфизм главных слоеных
расслоений, причем f : R′ → R — вложение с проекцией f ′ = idM , образ f(R′)
является F -насыщенным подмногообразием в R, а f̂ : H ′ → H — иммерсия
групп Ли. Отождествим R′ с подмногообразием f(R′), группу H ′ — с подгруп-
пой Ли f̂(H ′) группы H, а слоение F ′ — со слоением F |f(R′). В этом случае
слоеное расслоение (R′(M,H ′), F |f(R′)) называется редуцированным слоеным
расслоением и обозначается через (R′(M,H ′), F ′), а отображение R′ → R на-
зывается редукцией главного слоеного расслоения (R(M,H), F ) к подгруппе H ′.

Слоеные сечения. Пусть (M,F) — произвольное слоение, U — открытое
подмножество многообразия M . Будем обозначать через FU индуцированное
слоение на U , слои которого образованы компонентами связности пересечений
Lα ∩ U слоев Lα слоения F с U . Пусть (E, π,M,F ) — некоторое слоеное рас-
слоение со стандартным слоем Y над (M,F).

Определение 1. Пусть U — открытое подмножество в M , A — произволь-
ное подмножество в U . Сечение σ : A → E расслоения π : E → M называет-
ся FU -сечением, если для любых двух точек x, y, принадлежащих A ∩ L, где
L ∈ FU , существует такой слой L ∈ Fπ−1(U), что σ(x), σ(y) ∈ σ(A) ∩L .

Определение 2. FU -сечение σ̃ : B → E называется FU -продолжением
FU -сечения σ : A → E, если A ⊂ B ⊂ U и σ̃|A = σ. Пусть U = M , тогда
FU -сечение называется F-сечением, а FU -продолжение — F-продолжением.

Лемма 1. Пусть (E, π,M,F ) — слоеное расслоение со стандартным слоем
Rm над слоением (M,F). Пусть a — произвольная точка изM и (U,ϕ) — рассло-
енная карта с центром в точке a. Тогда для любого компактного подмножества
A в U каждое FU -сечение σ : A→ E имеет FU -продолжение на U .
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Доказательство. Пусть r : U → U/FU = Rq — проекция на простран-
ство слоев слоения (U,FU ), отождествленное с Rq, где q = codimF . Поскольку
окрестность U стягиваемая, пространство Rm-расслоения π−1(U) можно отож-
дествить с U ×Rm. При этом слоение Fπ−1(U) отождествляется с тривиальным
слоением Fst := {L× r(L) × v | L ∈ FU , v ∈ Rm}, а FU -сечение σ записывается
в виде σ(x) = (x, σ̃(r(x))) ∈ U × Rm, x ∈ A, где σ̃ : Ã := r(A) → Rm — инду-
цированное гладкое отображение, удовлетворяющее равенству σ̃ ◦ r = pr2 ◦σ, а
pr2 : U × Rm → Rm — проекция на второй сомножитель.

Отображение σ̃ : Ã→ Rm может быть отождествлено с набором из m глад-
ких функций h1, . . . , hm : Ã → R1. Согласно условию множество A компактно,
поэтому компактно и Ã, следовательно, Ã — замкнутое подмножество в Rq. Из-
вестно, что каждая функция, заданная на замкнутом подмножестве в Rq, имеет
гладкое продолжение на все пространство Rq. Отсюда вытекает, что существу-
ет гладкое продолжение δ̃ : Rq → Rm отображения σ̃ : Ã→ Rm. Следовательно,
равенство δ(x) := (x, δ̃ ◦ r(x)), x ∈ U , определяет гладкое FU -сечение δ, являю-
щееся продолжением сечения σ. �

Замечание 1. Лемма 1, играющая ключевую роль для данного раздела,
вообще говоря, неверна для замкнутых подмножеств A, поскольку проекция на
пространство слоев слоения не является замкнутым отображением.

Предложение 2. Пусть (E, π,M,F ) — слоеное расслоение со стандарт-
ным слоем Rm над слоением (M,F), причем π|L : L → L, L ∈ F , — диффео-
морфизм. Тогда для любого замкнутого подмножества A вM каждое F-сечение
σ : A→ E, определенное на A, имеет продолжение до F-сечения, определенно-
го на M . В частности, для любых точек x ∈ M , u ∈ π−1(x) ⊂ E существует
F-сечение σ : M → E такое, что σ(x) = u.

Доказательство. В силу паракомпактности M существуют покрытие
{Ui | i ∈ N} пространства M расслоенными окрестностями и локально конеч-
ное открытое покрытие {Vj | j ∈ J} многообразия M , обладающие свойством:
для любого Vj найдется Ui такое, что замыкание Vj компактно и V j ⊂ Ui (см.,
например, [16]). Для произвольного подмножества индексов Y ⊂ J положим
BY :=

⋃
j∈Y

V j .

Покажем, что BY замкнуто в M . Если x ∈ BY , то существует последова-
тельность {xn} ⊂ BY , сходящаяся к x. В силу локальной конечности покрытия
{Vj | j ∈ Y } найдется окрестность точки x, пересекающая лишь конечное семей-
ство подмножеств из этого покрытия. Поэтому имеется подпоследовательность
{xnk}, принадлежащая одному Vj0 , j0 ∈ Y , следовательно, x ∈ V j0 ⊂ BY и BY

замкнуто в M .
Обозначим через P множество троек (δ, Y, U), где Y ⊂ J , U — открытая

окрестность BY , δ : BY → E — FU -сечение, совпадающее на A ∩BY с σA∩BY .
Предположим, что A 6= ∅, тогда Vj ∩ A 6= ∅ для некоторого j ∈ J . Мно-

жество Aj = V j ∩ A компактно как замкнутое подмножество компактного V j .
Пусть V j ⊂ Ui. Покажем, что σj := σ|Aj : Aj → E есть FUi-сечение. Возь-
мем любые две точки x, y из произвольного слоя L0 ∈ FUi , принадлежащие
Aj . Тогда x, y принадлежат одному слою L слоения F , содержащему L0. Так
как по условию σ : A → E является F-сечением, точки σ(x) и σ(y) принадле-
жат одному слою L поднятого слоения (E,F ), причем π(L ) = L. Кроме того,
согласно условию сужение π|L : L → L — диффеоморфизм, следовательно,
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пересечение π−1(L0) ∩ L линейно связно, поэтому σ(x), σ(y) — точки одного
слоя слоения Fπ−1(Ui). Это означает, что σj является FUi-сечением. Соглас-
но лемме 1 существует FUi-продолжение δ сечения σj на Ui. Таким образом,
δ̄j := δ|V j

: V j → E есть FUi-сечение, причем δ̄j |V j∩A = σ|V j∩A, следовательно,
(δ̄j , j, Ui) ∈P и P 6= ∅.

Введем отношение частичного порядка вP, полагая (δ1, Y1, U1) � (δ2, Y2, U2),
если Y1 ⊂ Y2, U1 ⊂ U2 и δ2|BY1

= δ1. Те же аргументы, что и при доказательстве
теоремы 3.4.1 в [17], показывают, что любое линейно упорядоченное подмноже-
ство в P ограничено сверху. Поэтому согласно лемме Цорна (P,�) имеет
максимальный элемент (δ0, Y0, U0).

Предположим, что Y0 6= J , тогда существует s ∈ J \ Y0. Пусть C := (A ∪
BY0) ∩ V s ⊂ V s. Найдется Uk, k ∈ N, содержащее V s. При этом корректно
определено сечение ε : C → E, совпадающее с σ на A ∩ V s и с δ0 на BY0 ∩ V s.
Так же, как и выше, проверяется, что ε является FUk -сечением. Кроме того, C
компактно как след замкнутого множества A ∪ BY0 на компактном V s. Таким
образом, выполняются условия леммы 1, из которой вытекает существование
FUk -продолжения ε̄ : V s → E сечения ε, совпадающее с σ на A ∩ V s. Поэтому
(ε̄, s, Uk) ∈ P. Пусть U ′ := U0 ∪ Uk и Y1 := Y0 ∪ {s}, тогда BY1 = BY0 ∪ V s.
Определим сечение τ : BY1 → E, полагая τ |BY0

:= δ0, τ |V s
= ε̄. Из равенств

ε̄|BY0∩V s
= δ0 и ε̄|A∩V s

= δ0|A∩V s
= σ|A∩V s

вытекают корректность определения
сечения τ и то, что τ есть FU ′ -сечение, причем τ |BY0

= δ0. Следовательно,
(τ, Y1, U ′) ∈ P и (δ0, Y0, U0) � (τ, Y1, U ′), что противоречит максимальности
элемента (δ0, Y0, U0) вP. Таким образом, Y0 = J и δ0 является F-продолжением
сечения σ на все многообразие M .

Зафиксируем теперь произвольные точки x ∈ M,u ∈ π−1(x) ⊂ E. Пусть
A = {x} — одноточечное множество и σ0 : A→ E : x→ u, тогда σ0 — F-сечение.
По доказанному существует продолжение σ0 до F-сечения σ : M → E.

Замечание 2. Если F — нульмерное слоение многообразия M , то из пред-
ложения 1 вытекает теорема 5.7 в [12, гл. I].

Конформные преобразования евклидова пространства. Евклидово
пространство En с бесконечно удаленной точкой∞ отождествляется с n-мерной
сферой Sn. Будем считать, что при таком отождествлении точка ∞ соответ-
ствует точке x0 ∈ Sn. Тогда стационарная подгруппа H в точке x0 группы кон-
формных преобразований Conf(Sn) отождествляется с группой Conf(En) кон-
формных преобразований евклидова пространства En. Как известно, послед-
няя представляет собой полупрямое произведение конформной группы CO(n) =
R+ · O(n) и абелева нормального делителя, равного группе сдвигов Rn, т. е.
Conf(En) = R+ · O(n) n Rn. Будем обозначать элемент группы Conf(En) па-
рой 〈λ · A, a〉, где λ ∈ R+, A ∈ O(n), a ∈ Rn. При этом композиция отоб-
ражений записывается в виде 〈λ · A, a〉〈µ · B, b〉 = 〈λµ · AB, λ · Ab + a〉, где
〈λ ·A, a〉, 〈µ ·B, b〉 ∈ Conf(En).

Лемма 2. Пусть H = R+ · O(n). Тогда H0 := R+ · E n Rn — нормальная
подгруппа в H.

Доказательство. Для любых элементов 〈C, c〉 ∈ H и 〈λ ·E, a〉 ∈ H0 суще-
ствует элемент 〈λ·E, d〉 = 〈λ·E,Ca+(1−λ)c〉 ∈ H0, удовлетворяющий равенству
〈C, c〉〈λ · E, a〉 = 〈λ · E, d〉〈C, c〉. �
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Лемма 3. Для любой максимальной компактной подгруппы K в H пере-
сечение K ∩H0 равно единице группы H.

Доказательство. Поскольку O(n) — максимальная компактная подгруп-
па в H, любая другая максимальная компактная подгруппа K в H сопряжена
подгруппе O(n). Напомним, что H0 = {〈λ · E, a〉 | λ ∈ R+, a ∈ Rn}. Так как
λ ·A = A · λ, λ ∈ R+, A ∈ O(n), то K = 〈E, a〉O(n)〈E,−a〉 = {〈A, (E −A)a〉 | A ∈
O(n), a ∈ Rn}. Следовательно, K ∩ H0 = 〈E, 0〉, где 〈E, 0〉 — единица группы
H. �

Доказательство теоремы 1. Как известно [18], для того чтобы слое-
ние (M,F) было римановым, необходимо и достаточно существования слоеного
O(q)-расслоения над (M,F).

Пусть (M,F) — конформное слоение коразмерности q ≥ 3, рассматриваемое
как картаново слоение, моделируемое на картановой геометрии (P (N,H), ω),
где G = Conf(Sq), H = CO(q) n Rq и ω — нормальная конформная связность.
Обозначим через (R(M,H), F ) слоеное H-расслоение над (M,F).

Предположим, что все группы голономии H(u), u ∈ R, относительно ком-
пактны.

Так как на R определено свободное собственное действие группы Ли H,
на R определено свободное собственное действие нормальной подгруппы H0 :=
R+ · E n Rn группы H. Поэтому пространство орбит R̂ := R/H0 — гладкое
многообразие, а естественная проекция r : R → R̂ на пространство орбит обра-
зует главное H0-расслоение. В этом случае на многообразии орбит R̂ := R/H0

определено свободное действие фактор-группы H/H0 = O(q), заданное по фор-
муле (uH0)a = uaH0 для любых uH0 ∈ R̂ и a ∈ O(q), причем пространство
орбит R̂/O(q) совпадает с M , а проекция π̂ : R̂ → M удовлетворяет равенству
π̂ ◦ r = π. H-инвариантность слоения (R, F ) влечет H0-инвариантность этого
слоения, поэтому на R̂ индуцировано слоение F̂ , слои которого являются обра-
зами слоев слоения F при отображении r. Таким образом, (R(R̂,H0), F ) — сло-
еное главное H0-расслоение со стандартным слоем Rq+1 и проекцией r : R → R̂

над слоением (R̂, F̂ ).
Для любой точки u ∈ R и для слоя L = L (u) сужение r|L : L → L̂ —

регулярное накрывающее отображение с группой накрывающих преобразова-
ний, изоморфной группе H0(u) := {b ∈ H0 | Rb(L ) = L } на слой L̂ слоения
(R̂, F̂ ). Заметим, что H0(u) = H(u) ∩ H0, где H(u) = {a ∈ H | Ra(L ) = L }.
В силу предположения группа H(u) относительно компактна. В этом слу-
чае замыкание группы H(u), следовательно, и сама группа H(u) принадлежат
некоторой максимальной компактной подгруппе K в H, сопряженной O(q), по-
этому H0(u) ⊆ K ∩ H0. Согласно лемме 3 K ∩ H0 = {e}, где e — единица
группы H. Таким образом, H0(u) = {e} и r|L : L → L̂ — диффеомор-
физм, следовательно, выполняются условия предложения 2, согласно которо-
му существует слоеное сечение σ : R̂ → R слоеного главного H0-расслоения
(R(R̂,H0), F ). Сечение σ определяет тривиализацию этого расслоения по фор-
муле f : R → R̂ ×H0 : σ(u) · h 7→ (u, h), u ∈ R̂, h ∈ H0. При этом σ(u) = (u, e)
и σ(ua) = (ua, e), a ∈ O(q). Равенства π̂ ◦ r = π и r ◦ σ = id

R̂
влекут π̂ = π ◦ σ.

Итак, отождествляя R̂ с σ(R̂), получаем слоеную редукцию расслоения
(R(M,H), F ) к ортогональной подгруппеO(q). Это означает, что слоение (M,F)
риманово.
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Картанова геометрия ξ = (P (N,H), ω), на которой моделируется слоение
(M,F), соответствует конформной геометрии (N, [g]). Существование редукции
слоеного расслоения (R(M,H), F ) к компактной подгруппе O(q) влечет суще-
ствование редукцииH-расслоения P (N,H) к подгруппе O(q). Это эквивалентно
заданию такой римановой метрики d ∈ [g] на N , что (M,F) — риманово слоение,
моделируемое на римановом многообразии (N, d).

Обратно, предположим, что существует риманова метрика d ∈ [g] на N
такая, что конформное слоение (M,F) является римановым, моделируемым
на римановом многообразии (N, d). Тогда существует редукция H-расслоения
P (N,H) к замкнутой подгруппе O(q). Эта редукция индуцирует слоеную редук-
цию слоеного расслоения (R(M,H), F ) к подгруппе O(q). В силу компактности
группы O(q) по предложению 1 все группы голономии исходного слоения (M,F)
относительно компактны. �

Определение 3. Группа голономии слоя конформного слоения называет-
ся существенной, если она не является относительно компактной.

Следствие 2. Если конформное слоение (M,F) не является римановым,
то оно имеет слой с существенной группой голономии.

4. Стационарные псевдогруппы голономии

Пусть H = H (M,F) — псевдогруппа голономии слоения (M,F). Она
представляет собой псевдогруппу локальных конформных диффеоморфизмов
риманова многообразия (N, g), где g — одна из класса [g] конформно эквива-
лентных римановых метрик на многообразии N . Заметим, что H не зависит
от выбора g из [g].

Обозначим через Hv стационарную подпсевдогруппу псевдогруппы H в
точке v ∈ N , т. е. Hv = {h ∈H | h(v) = v}. Рассмотрим любое преобразование
ϕ : V → V ′ изHv, тогда ϕ(v) = v. Зафиксируем нормальную систему координат
(U, φ) с центром в точке v, φ(v) = 0, с координатами xi. Разложим координатные
функции ϕi отображения ϕ в ряд Тейлора в окрестности точки v:

ϕi(x) = Ai
jx

j +
1
2
Ai
jkx

jxk + · · · = Ax+
1
2
Axx+ . . . . (1)

Используя условие конформности локального диффеоморфизма ϕ, заданное ра-
венством ϕ∗g = eλg в V , где λ : V → R — гладкая функция, определяем пару
〈A, ξ〉 ∈ CO(q)nRq, где A := ϕ∗v ∈ CO(q), ξ = dλ|v ∈ Rq. При этом A — главная
линейная часть преобразования ϕ в точке v.

Пусть P (N,H) — главное H-расслоение с проекцией p : P → N , на кото-
ром моделируется конформное слоение (M,F), где H = CO(q)nRq. Обозначим
через P̂ (N,O(q)) редукцию P (N,H), соответствующую заданию римановой мет-
рики g ∈ [g] на N . Выбор нормальной окрестности точки v в (N, g), в которой
имеет место разложение (1), соответствует фиксации некоторого u0 ∈ p̂−1(v),
где p̂ = p|P̂ [12].

Обозначим через H (v) группу ростков в точке v локальных конформных
диффеоморфизмов из псевдогруппы Hv. В силу квазианалитичности псевдо-
группы локальных конформных преобразований H каждый росток из H (v)
содержит ровно один локальный диффеоморфизм из Hv. Поэтому определе-
но отображение j : H (v) → H, ставящее в соответствие ростку {ϕ}v локаль-
ного конформного диффеоморфизма ϕ ∈ Hv в v при фиксированной точке
u0 ∈ p̂−1(v) пару 〈A, ξ〉, где A = ϕ∗v ∈ CO(q), ξ = dλv, если ϕ∗g = eλg.
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Предложение 3. Определенное выше отображение j : H (v) → H =
CO(q) n Rq — мономорфизм групп, причем образ j(H (v)) совпадает с под-
группой H(u0) = {a ∈ H | Ra(L ) = L }, где L — слой поднятого слоения
(R, F ), проходящий через точку u0.

Доказательство. Д. В. Алексеевским [2, теорема 7] определено отобра-
жение, аналогичное j, для стационарной подгруппы группы Ли конформных
диффеоморфизмов. Доказательство того, что j — мономорфизм групп, анало-
гично доказательству первого утверждения указанной теоремы Алексеевского.

Из эффективности конформной геометрии вытекает, что над каждым кон-
формным диффеоморфизмом ϕ : V → V ′ из Hv лежит единственный изомор-
физм � расслоений ξV → ξV ′ 2-реперов с проекцией ϕ, причем �(u0) = u0 · a,
a = 〈A, ξ〉, где A = ϕ∗v, ξ = dλ|v, если ϕ∗g = eλg. Следовательно, j(H (v)) ⊂
H(u0). Возьмем любой элемент b ∈ H(u0), b 6= e, тогда u = u0 · b ∈ u0 ·H ∩L ,
где L = L (u0). Из построения слоеного расслоения (R(M,H), F ) (см. дока-
зательство предложения 2 работы автора [8]) вытекает существование такого
локального изоморфизма �ij , лежащего над некоторым конформным диффео-
морфизмом γij из коцикла, задающего слоение (M,F), что �ij(u0) = u, сле-
довательно, γij(v) = v и γij ∈ Hv. Это означает, что росток {γij}v в точке v
принадлежит H (v) и a = j({γij}v). Поэтому H(u0) ⊂ j(H (v)), следовательно,
выполняется равенство H(u0) = j(H (v)). �

Следствие 3. Группа голономии слоя L существенна тогда и только тогда,
когда существует элемент ϕ ∈ Hv такой, что j(ϕ) не принадлежит никакой
компактной подгруппе группы H.

Локальный конформный диффеоморфизм ϕ, удовлетворяющий следствию 3,
будем называть существенным в точке v.

Пусть a = 〈λA, ξ〉, где λ ∈ (0, 1). Нетрудно показать, что найдется доста-
точно малое число ε > 0 такое, что нормальная окрестность U = B(v, ε) точки
v в римановом многообразии (N, g), соответствующая точке u0 и обладающая
свойствами: ϕ(U) ⊂ U и для любого x ∈ U последовательность {ϕk(x)} сходится
к v при k →∞.

Если a = 〈λA, ξ〉, где λ > 1, то обозначим через U окрестность, построенную
выше для ϕ−1. Тогда ϕ−1(U) ⊂ U и ϕ−k(x) → v при k →∞ для любого x ∈ U .

Пусть теперь a = 〈A, ξ〉, где A ∈ O(q), ξ ∈ Rq. Как показано Д. В. Алексе-
евским [2, лемма 1], можно считать, что существует вектор ξ0 ∈ TvN такой, что
Aξ0 = ξ0. В этом случае Ферранд в [19] доказано предложение 1, описывающее
поведение ϕ в достаточно малой окрестности точки v, причем в доказательстве
Ферранд использует схему доказательства Алексеевского, корректирует дока-
зательство предложения 2 из [2] и упрощает доказательство теоремы Йошима-
цу [20].

Таким образом, имеет место следующее утверждение, сформулированное в
удобном для применения виде.

Лемма (Алексеевский — Йошимацу — Ферранд). Пусть ϕ : V → V ′ — кон-
формный диффеоморфизм открытых подмножеств в римановом многообразии
(N, g), существенный в точке v ∈ V . Тогда найдется такая окрестность U ⊂ V
точки v, что в каждой точке x ∈ U определена по крайней мере одна из после-
довательностей {ϕk(x)}, {ϕ−k(x)}, где k — любое натуральное число, причем
эта последовательность сходится к точке v при k → +∞.
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5. Строение насыщенной окрестности
слоя с существенной группой голономии

Тензоры Вейля и Схоутена. Напомним некоторые сведения, извест-
ные в конформной геометрии [21]. Пусть (N, g) — n-мерное риманово мно-
гообразие. Тогда тензоры Схоутена и Вейля определяются равенствами s :=

1
n−2

(
Ric− scal

2(n−1)g
)

и w := r − s ∧ g соответственно, где Ric — кривизна Риччи,
scal — скалярная кривизна r — тензор кривизны в (N, g), а ∧ — символ произ-
ведения Кулкарни — Номидзу. При конформном преобразовании g 7→ g̃ = e2σg
имеет место соответствие w 7→ w̃ = e2σw. Поэтому если перейти от тензора
Вейля w типа (4, 0) к тензору Вейля W типа (3, 1) поднятием первого индекса,
то, поскольку gik = e2σ g̃ik, выполняется равенство W̃ i

j,kl = g̃isw̃sj,kl = W i
jkl, т. е.

тензор Вейля W не меняется при конформном изменении метрики. Тензор Вей-
ля W типа (3, 1) называется тензором конформной кривизны Вейля риманова
многообразия (N, g).

Любой тензор P типа (m, 1) на многообразии N можно рассматривать как
полилинейное отображение P : XN × · · · × XN︸ ︷︷ ︸

m

→ XN . На римановом многооб-

разии (N, g) норма P определяется равенством

‖P‖g(x) := sup
‖Xi‖g(x)≤1

‖P (X1, . . . , Xm)‖g(x),

где Xi ∈ TxN , x ∈ N , i = 1, . . . ,m, ‖Xi‖g(x) :=
√
gx(Xi, Xi). Как известно,

‖P‖ = ‖P‖(x) — C∞-гладкая функция на N .

Лемма 4. Если тензор конформной кривизны Вейля W ни в одной точке
риманова многообразия не обращается в нуль, то h := ‖W‖ · g — риманова
метрика на N такая, что любой локальный конформный диффеоморфизм (N, g)
является локальной изометрией риманова многообразия (N,h).

Доказательство. Пусть ϕ : V → U — локальный конформный диффео-
морфизм риманова многообразия (N, g). Пусть g̃ = ϕ∗g = e2σg для любой точки
x ∈ V . При этом ‖X‖g̃(x) = eσ‖X‖g(x) = ‖ϕ∗xX‖g(ϕ(x)), X ∈ TxN . Заметим,
что инвариантность тензора W при локальном конформном преобразовании
ϕ запишется в виде Wϕ(x)(ϕ∗x(X1), ϕ∗x(X2), ϕ∗x(X3)) = ϕ∗x(Wx(X1, X2, X3)),
Xi ∈ TxN , i = 1, 2, 3. Учитывая это, получаем цепочку равенств

‖W‖g(ϕ(x)) = sup
‖ϕ∗x(Xi)‖g(ϕ(x))≤1

‖Wϕ(x)(ϕ∗x(X1), ϕ∗x(X2), ϕ∗x(X3))‖g(ϕ(x))

= sup
‖Xi‖g(x)≤e−σ

‖ϕ∗x(Wx(X,Y, Z))‖g(ϕ(x)) = sup
‖Xi‖g(x)≤e−σ

eσ‖W (X1, X2, X3)‖g(x)

= sup
‖Xi‖g(x)≤1

e−2σ‖W (X1, X2, X3)‖g(x) = e−2σ‖W‖g(x).

Пусть h := ‖W‖g. Тогда (ϕ∗h)x = ‖W‖g(ϕ(x))·(ϕ∗g)x = ‖W‖g(x)·gx = hx, x ∈ V ,
т. е. ϕ — локальная изометрия риманова многообразия (N,h). �

При dimN = 3 тензор Вейля W тождественно равен нулю. Тензор V типа
(3, 0) с компонентами Vksj := ∇ksij −∇iskj , где s — определенный выше тензор
Схоутена типа (2, 0), а ∇ — символ ковариантного дифференцирования относи-
тельно связности Леви-Чивита, является конформным инвариантом. Обозна-
чим через V тензор Схоутена типа (2, 1), полученный из Vksj поднятием первого
индекса.
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Лемма 5. Предположим, что (N, g) — риманово многообразие размерно-
сти 3 и тензор Схоутена V типа (2, 1) не равен нулю ни в одной точке изN . Тогда
любое локальное конформное преобразование риманова многообразия (N, g) яв-
ляется локальной изометрией риманова многообразия (N,h), где h := ‖V ‖ 2

3 · g.
Доказательство. Пусть при локальном конформном диффеоморфизме

ϕ : V → U преобразование метрики имеет вид g → g̃ = e2σg, тогда V 7→
Ṽ = e−2σV . Так же, как в доказательстве леммы 1, получаем ‖V ‖g(ϕ(x)) =
e−3σ‖V ‖g(x) и проверяем, что hx := ‖V ‖

2
3
g (x) · gx, x ∈ N , — риманова метрика

на N , причем ϕ∗h = h. �

Конформно плоские римановы многообразия. Напомним, что рима-
ново многообразие (N, g) называется конформно плоским, если в каждой точке
x ∈ N существуют окрестность U и гладкая функция σ такие, что g̃ = e2σg|U —
плоская риманова метрика на U .

Теорема (Вейль — Схоутен). Риманово многообразие (N, g) размерности
n ≥ 3 является конформно плоским тогда и только тогда, когда

при n = 3 тензор Схоутена V тождественно равен нулю;
при n ≥ 3 тензор Вейля W тождественно равен нулю.
Нехаусдорфовы конформные многообразия. Пусть N — гладкое q-

мерное нехаусдорфово многообразие. Тогда в каждой точке x ∈ N существует
карта (U,ϕ), где ϕ : U → Rn — гомеоморфизм, а функции перехода от одной
карты к другой гладкие. Поэтому все понятия для гладких хаусдорфовых мно-
гообразий, которые носят локальный характер, т. е. могут быть определены
в терминах локальных координат, переносятся на нехаусдорфовы многообра-
зия. К таким понятиям относятся: гладкие отображения, касательные вектор-
ные пространства, тезорные поля, дифференциал и кодифференциал гладкого
отображения. Однако нехаусдорфово риманово многообразие в отличие от ха-
усдорфова не является метрическим пространством.

В данной работе для нас важно, что на нехаусдорфовы многообразия до-
словно переносятся понятия риманова и конформного многообразий, а также
их кривизн, понятия изометрий и конформных преобразований.

Везде далее, когда речь идет о группе накрывающих преобразований на-
крытия χ : M̃ → M , предполагаем, что фиксированы точки x0 ∈ M и y0 ∈
χ−1(x0).

(Conf(Sq), Sq)-слоения. Говорят, что группа преобразований � действует
квазианалитически на многообразии N , если из существования открытого под-
множества U в N и γ ∈ � таких, что γ|U = idU , вытекает γ = idN . Пусть � —
группа преобразований N , действующая квазианалитически. Слоение (M,F),
заданное таким N -коциклом (Ui, fi, {γij})i,j∈J , где каждый локальный диффео-
морфизм γij является сужением некоторого γ ∈ � , называется (� ,N)-слоением.

Заметим, что благодаря известной теореме Лиувилля конформное слоение
(M,F) имеет нулевую трансверсальную кривизну тогда и только тогда, когда
(M,F) является (Conf(Sq), Sq)-слоением.

Предложение 4. Пусть (M,F) — конформное слоение коразмерности q ≥
3 с нулевой трансверсальной кривизной, χ : M̃ → M — универсальное накры-
вающее отображение и F̃ := χ∗F — индуцированное слоение. Тогда

1. Пространство слоев B = M̃/F̃ слоения (M̃, F̃) является, вообще говоря,
нехаусдорфовым q-мерным многообразием, а проекция на пространство слоев
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r : M̃ → B — субмерсией. На B индуцируется конформно плоская риманова
метрика gB .

2. Группа накрывающих преобразований универсального накрытия χ инду-
цирует группу � конформных преобразований риманова многообразия (B, gB)
и эпиморфизм групп χ : π1(M,x0) → �.

3. Если L — слой слоения (M,F) с существенной группой голономии и
L̃ ⊂ χ−1(L) — слой слоения (M̃, F̃), то точка z = r(L̃) имеет окрестность Vz в
B, равную либо стандартной сфере Sq, либо евклидову пространству Eq.

Доказательство. 1. По условию конформное слоение (M,F) имеет ну-
левую трансверсальную кривизну и поэтому является (Conf Sq, Sq)-слоением.
Для него существует разлагающее отображение D : M̃ → Sq в q-мерную сферу
Sq, представляющее собой субмерсию, слои которой содержат слои индуциро-
ванного слоения (M̃, F̃).

Любая субмерсия является открытым отображением, поэтому B̃ := D(M̃) —
открытое подмногообразие в Sq. Для субмерсии D : M̃ → Sq в любой точ-
ке y ∈ M̃ и z := D(y) ∈ B̃ существуют такие карты (U,ϕ) и (V, ψ) в M̃ и
B̃ соответственно, что ϕ(U) = Rn ∼= Rp × Rq, где n = p + q, ψ(V ) = Rq и
ψ ◦D ◦ ϕ−1 = pr2 : Rp × Rq → Rq — проекция на второй сомножитель. Отсюда
следует, что любой слой D−1(b), b ∈ B̃, либо не пересекает U , либо пересекает
cтрого по одному связному подмножеству ϕ−1(Rp×c), c ∈ Rq. То же самое верно
и для компонент связности слоев D−1(b), b ∈ B̃. Заметим, что слоение (M̃, F̃)
образовано компонентами связности слоев субмерсии D, поэтому (M̃, F̃) — сло-
ение, регулярное в смысле Пале [22]. Пусть B := M̃/F̃ — пространство слоев
слоения (M̃, F̃), а r : M̃ → B — проекция на пространство слоев, которая всегда
является открытым отображением [16]. Следовательно, Ũ := r(U) — открытое
подмножество в B. В силу вышесказанного определена биекция ϕ̃ : Ũ → Rq,
удовлетворяющая равенству ϕ̃ ◦ r = pr2 ◦ϕ и тем самым являющаяся гомеомор-
физмом на Rq. Семейство таким образом построенных пар {(Ũ , ϕ̃)} образует
атлас, задающий структуру гладкого q-мерного многообразия на B, которое,
вообще говоря, нехаусдорфово [22]. При этом r : M̃ → B становится субмер-
сией. Обозначим через f : B → B̃ отображение, ставящее в соответствие слою
L̃ слоения (M̃, F̃) слой субмерсии D, содержащий L̃. Тогда f ◦ r = D, откуда
следует, что f : B → B̃ — локальный диффеоморфизм. Пусть g — сужение на
B̃ римановой метрики из Sq. Тогда gB := f∗g — конформно плоская риманова
метрика на B.

2. Фундаментальная группа π1(M,x0) действует свободно и собственно раз-
рывно на M̃ как группа накрывающих преобразований � универсального накры-
тия χ : M̃ →M . Поскольку каждый элемент γ ∈ � является диффеоморфизмом
M̃ , сохраняющим слоение (M̃, F̃) и его трансверсальную конформную структу-
ру, равенство r ◦ γ = ψ(γ) ◦ r индуцирует конформное преобразование ψ(γ) ри-
манова многообразия (B, gB). Таким образом, определены группа конформных
преобразований � := {ψ(γ) | γ ∈ �}, возможно, нехаусдорфова, риманова мно-
гообразия (B, gB) и эпиморфизм групп χ : π1(M,x0) ∼= � → � : γ 7→ ψ(γ), γ ∈ � .

3. Предположим, что слой L имеет существенную группу голономии. Возь-
мем x ∈ L, y ∈ χ−1(x) и z := r(y) ∈ B. Заметим, что группа голономии слоя L
может интерпретироваться как группа ростков в точке z преобразований из ста-
ционарной подгруппы �z группы �. Поэтому найдется существенное конформ-
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ное преобразование ψ ∈ �z в точке z. Пусть V — координатная окрестность
точки z в многообразии B. Так как B конформно плоское, по теореме Лиувил-
ля можно отождествить V и ψ(V ) с некоторыми окрестностями, обозначаемыми
теми же буквами, сферы Sq. При этом ψ|V совпадает с сужением на V глобаль-
ного конформного преобразования f ∈ Conf(Sq). Как известно [2], для любо-
го существенного преобразования f ∈ Conf Sq в точке z и любой окрестности
U этой точки множество Uz :=

⋃
m∈Z

(f |U )m(U) либо совпадает со всей сферой

Sq, либо с Sq \ {a} ∼= Eq, где a ∈ Sq. Следовательно, z имеет окрестность
Vz :=

⋃
m∈Z

(ψ|V )m(V ) в B, равную либо Sq, либо Sq \ {a} ∼= Eq. �

Определение 4. Группу � := {ψ(g) | g ∈ G}, определенную при доказа-
тельстве предложения 4, будем называть глобальной группой голономии кон-
формного слоения (M,F) с нулевой трансверсальной кривизной.

Насыщенная окрестность слоя с существенной группой голоно-
мии.

Лемма 6. Пусть L — слой конформного слоения (M,F) с существенной
группой голономии, x ∈ L ∩ Ui, fi : Ui → Vi — субмерсия из N -коцикла, задаю-
щего (M,F). Тогда

1) существует такая связная, открытая, насыщенная окрестность W слоя
L, что индуцированное слоение (W,FW) трансверсально плоское, причем для
любого слоя Lα из W выполняется включение Lα ⊃ L;

2) компонента связности Nv трансверсального многообразия N , содержа-
щая точку v = fi(x), представляет собой либо сферу Sq, либо евклидово про-
странство Eq.

Доказательство. 1. В обозначениях доказываемой леммы из следствий 2
и 3 вытекает существование существенного конформного диффеоморфизма ϕ :
U ′ → V ′ в точке v = fi(x). Согласно лемме Алексеевского — Йошимацу — Фер-
ранд в точке v найдется такая открытая окрестность U ⊂ U ′ ∩ V ′, что для лю-
бого y ∈ U определена по крайней мере одна из последовательностей {ϕn(y)},
{ϕ−n(y)} для любого натурального числа n, причем эта последовательность
сходится к v. Так как тензор W вейлевой кривизны инвариантен относительно
конформных преобразований, то ‖W‖|U ≡ const. Если q = dimN ≥ 4 и тензор
W не обращается в нуль ни в одной точке x ∈ U , то по лемме 1 ϕ — изометрия
римановых многообразий (U, ‖W‖ · g|U ) и (ϕ(U), ‖W‖ · g|ϕ(U)), что противоре-
чит следствию 1. Таким образом, необходимо, чтобы ‖W‖U ≡ 0 ⇔ W |U ≡ 0.
Согласно теореме Вейля — Схоутена это означает, что (U, g|U ) — конформно
плоское риманово многообразие.

Если q = 3, то рассматриваем вместо W тензор Схоутена V и аналогичным
образом получаем, что U — конформно плоское многообразие.

Пусть Û := f−1
i (U) ⊂ Ui и W :=

⋃
α
Lα, где Lα ∩ Û 6= ∅. Как известно (см.

например, [16]), W — связное открытое насыщенное подмножество в M . По
доказанному конформное слоение (W,FW) трансверсально плоское. По свой-
ству окрестности U для любого слоя Lα ⊂ W имеет место включение Lα ⊃ L,
следовательно, Lα ⊃ L.

2. Используем обозначения из предложения 4. Рассмотрим x̃ ∈ χ−1(x) и
z := r(y) ∈ B. Не нарушая общности, считаем, что Ui — окрестность точки x,
правильно накрытая отображением χ. Пусть Ũ — окрестность точки x̃ в M̃ , для
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которой χ|Ũ — диффеоморфизм на U и Ṽ := r(Ũ). При этом определено отоб-
ражение α : Ṽ → Vi, удовлетворяющее равенству α ◦ r = fi ◦χ и, следовательно,
являющееся диффеоморфизмом. Пусть α сопрягает существенный локальный
конформный диффеоморфизм ϕ в точке v = fi(x) с локальным конформным
преобразованием ψ в точке z. При этом ψ — сужение на Ṽ некоторого ψ из
глобальной группы голономии � слоения (W,FW). Согласно предложению 4
существует окрестность Vz точки z в B, равная Sq или Eq. Подчеркнем, что
в окрестности Vz определены преобразования ψn для любого целого числа n, а
сужение ψn на любое открытое подмножество из Vz принадлежит псевдогруппе
голономии слоения (W,FW). Поскольку различные псевдогруппы голономии
слоения (W,FW) эквивалентны (см., например [23]), преобразования ϕn, n ∈ Z,
определены на всей окрестности Vi и принадлежат псевдогруппе голономииHv.
Отсюда так же, как в доказательстве утверждения 3 предложения 4, получаем
результат п. 2. �

6. Конформные слоения, не являющиеся римановыми

Предложение 5. Пусть L — слой конформного слоения (M,F) коразмер-
ности q ≥ 3 с существенной группой голономии и M = L — замыкание L в M .
Тогда либо

1) M — минимальное множество, при этом M — аттрактор слоения (M,F),
либо

2) любой слой Lβ ⊂ M, обладающий свойством Lβ 6= M, замкнут в M .
Семейство замкнутых слоев, принадлежащих M, отличных от M, непусто и не
более чем счетно, а для компактных M конечно. Каждый замкнутый слой из
M имеет существенную группу голономии и является аттрактором.

Доказательство. Пусть L — слой с существенной группой голономии и
W — его связная насыщенная окрестность, удовлетворяющая лемме 6. Тогда
для замыкания Lα в M слоя Lα ⊂ W имеет место включение Lα ⊃ M = L.
Поэтому еслиM— минимальное множество, тоM— аттрактор слоения (M,F),
причем Attr(M) = W, т. е. выполняется п. 1.

Осталось рассмотреть случай, когда M := L 6= L, причем M не является
минимальным множеством. Тогда найдется слой Lβ ⊂ M, удовлетворяющий
неравенству Lβ 6= M. Это возможно, только когда Lβ ∩ W = ∅. Возьмем
любую точку x ∈ Lβ . Найдутся окрестность Uj этой точки x и субмерсия
fj : Uj → Vj из N -коцикла, задающего слоение (M,F). Так как Lβ ⊂ L, су-
ществует точка y ∈ L ∩ Uj . Пусть v := fj(y). Поскольку слой L имеет суще-
ственную группу голономии, найдется существенный локальный конформный
диффеоморфизм ϕ в точке v. Согласно утверждению 2 леммы 6 компонента
связности Nv многообразия N , содержащая точку v, представляет собой либо
Sq, либо Sq \ {a} ∼= Eq. Поскольку Lβ ∩W = ∅, необходимо, чтобы fj(x) = a и
Nv = Sq. При этом Wβ := W ∪Lβ =

⋃
δ
Lδ, где Lδ ∩Uj 6= ∅, — связное открытое

насыщенное подмножество в M . Так как (Wβ ,FWβ ) является (Conf(Sq), Sq)-
слоением, используя глобальную группу голономии этого слоения, получаем,
что существует продолжение ϕ̃ для ϕ на Nv = Sq, принадлежащее псевдогруп-
пе голономии H (Wβ ,FWβ ) ⊂ H (M,F). Поскольку ϕ̃|Sq\{a} — существенное
конформное преобразование Sq \ {a} ∼= Eq, и ϕ̃(a) = a, то ϕ̃ — существенное
конформное преобразование в точке a. Следовательно, группа голономии слоя
Lβ существенная.
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Подчеркнем, что утверждение 2 леммы 6 влечет замкнутость любого соб-
ственного слоя с существенной группой голономии. Поскольку Lβ = Wβ ∩ (M \
W), то Lβ — замкнутый слой индуцированного слоения (Wβ ,FWβ ), следователь-
но, Lβ — собственный слой слоения (M,F). Отсюда, учитывая, что Lβ имеет
существенную группу голономии, получаем замкнутость Lβ в M . Так как для
любого слоя Lα ⊂ Wβ , отличного от Lβ , выполняются включения Lα ⊃ L ⊃ Lβ ,
замкнутый слой Lβ — аттрактор слоения (M,F).

Обозначим через  множество таких индексов δ, что слой Lδ замкнутый и
принадлежит M. При этом Lδ 6= M и, как доказано выше, Lδ — аттрактор и
Wδ := W ∪ Lδ ⊂ AttrLδ. Так как β ∈ , то  6= ∅. Множество A := M∩ CW,
где CW := M \ W, замкнуто в M как след замкнутого подмножества CW из
M . Подпространство A в M , как и M , имеет счетную базу топологии. Семей-
ство ξ := {Wδ | δ ∈ } образует открытое покрытие A. По теореме Линделёфа
открытое покрытие ξ имеет счетное подпокрытие. Поскольку ξ не имеет под-
покрытий, оно само счетное, т. е. множество  счетное.

Если M компактно, то его замкнутое подмножество A также компактно.
Поэтому ξ — конечное покрытие A и  — конечное множество. �

Доказательство теоремы 2. Предположим, что конформное слоение
(M,F) коразмерности q ≥ 3 не является римановым. Согласно следствию 1 оно
имеет слой L с существенной группой голономии. Поэтому из предложения 5
вытекает существование аттрактора этого слоения, являющегося замыканием
слоя с существенной группой голономии. �

Лемма 7. 1. ОбъединениеK замыканий всех слоев с существенными груп-
пами голономий является замкнутым насыщенным подмножеством в M имеет
открытую насыщенную окрестность U , обладающую свойствами:

(1) (U ,FU ) есть (Conf(Sq), Sq)-слоение;
(2) для любого слоя Lα ⊂ U найдется минимальное множество Mi ⊂ K

такое, что Lα ⊃Mi.
2. Конформное слоение на компактном многообразии имеет конечное чис-

ло минимальных множеств, являющихся замыканиями слоев с существенными
группами голономии.

Доказательство. 1. Пусть K :=
⋃
β∈B

Lβ — объединение замыканий всех

слоев с существенными группами голономий. Согласно утверждению 1 леммы 6
существует такая насыщенная окрестность Wβ множества Lβ , что (Wβ ,FWβ ) —
трансверсально плоское конформное слоение и Lβ ⊂ Lα для всех Lα ⊂ Wβ .
Пусть W :=

⋃
β∈B

Wβ , при этом W обладает требуемыми свойствами (1) и (2).

Предположим, что K незамкнуто в M . Тогда найдется последовательность
yn, сходящаяся к y ∈ K − K при n → ∞. Если все члены какой-либо подпо-
следовательности ynk начиная с некоторого принадлежат Lβ′ для β′ ∈ B, то
y ∈ Lβ′ ⊂ K, что противоречит выбору y. Поэтому достаточно рассмотреть
случай, когда все yn принадлежат различным замыканиям Lβn , βn ∈ B. Не
нарушая общности, можно считать, что yn ∈ Lβn. Подчеркнем, что все слои
Lβn имеют существенные группы голономии. Пусть Ui — окрестность точки
y из N -коцикла {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , задающего слоение (M,F). Тогда найдется
такое n0, что yn ∈ Ui при n ≥ n0. Согласно лемме 6 любой слой Lα из откры-
той насыщенной окрестности W :=

⋃
α
Lα, где Lα ∩ Ui 6= ∅, слоя Lβn , n > n0,
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обладает свойством Lα ⊃ Lβn , следовательно, Lβn = Lβ1 , что противоречит
предположению. Таким образом, K замкнуто в M .

2. Предположим противное. Пусть {xm} — бесконечная последователь-
ность точек, взятых по одной из различных минимальных множеств Mm, при-
чем группа голономии каждого слоя Lm 3 xm существенная. В силу компакт-
ности M последовательность {xm} имеет бесконечную сходящуюся подпоследо-
вательность. Аналогично предыдущему приходим к противоречию с тем, что
все множества Mm различны.

Доказательство теоремы 3. Утверждение 1 теоремы 3 вытекает из
предложения 5, а утверждение 2 следует из первого утверждения леммы 7 и
теоремы 1.

7. Конформные слоения
на компактных многообразиях

Вертикально-горизонтальная гомотопия. Напомним терминологию,
используемую нами в [8]. Пусть (M,F) — гладкое слоение коразмерности q ≥ 1
и M — q-мерное трансверсальное распределение. Тогда имеет место разложение
касательного векторного пространства TxM , x ∈M , в прямую сумму векторных
подпространств TxM = TxF ⊕Mx.

Здесь все отображения предполагаются кусочно гладкими. Кривая назы-
вается вертикальной, если она лежит в одном слое слоения (M,F). Кривая
называется горизонтальной, если все ее касательные векторы принадлежат рас-
пределению M. Другими словами, кусочно гладкая кривая является горизон-
тальной, если каждый ее гладкий кусок — интегральная кривая распределе-
ния M.

Вертикально-горизонтальной гомотопией (кратко в.г.г) называется отоб-
ражение H : I1 × I2 → M , где I1 = I2 = [0, 1], для которого сужение H|I1×{t},
t ∈ I2, — горизонтальная кривая, а сужение H|{s}×I2 , s ∈ I1, — вертикальная
кривая. Пара путей (H|I1×{0},H|{0}×I2) называется базой в.г.г H. Пара путей
с общим началом (σ, h), где σ : I1 → M — горизонтальная, а h : I2 → M —
вертикальная кривые, называется допустимой для в.г.г. Если существует в.г.г
H с базой (σ, h), то такая гомотопия единственна. Путь σ̃ := H|I1×{1} называ-
ется переносом пути σ вдоль h, путь h̃ := H|{1}×I2 — переносом пути h вдоль
σ. Аналогично определяются в.г.г и переносы путей, когда I1 и I2 заменяются
полуинтервалами.

Пусть (M,F) — риманово слоение коразмерности q, тогда существует транс-
версально проектируемая метрика gM на M . Обозначим через M q-мерное
распределение, дополнительное по ортогональности к TF на римановом мно-
гообразии (M, gM ). Пусть (σ, h) — допустимая пара путей, причем σ — го-
ризонтальная геодезическая в (M, gM ). Тогда по свойству метрики gM если
существует в.г.г с базой (σ, h) и σ̃ — перенос σ вдоль h, то σ̃ — горизонтальная
геодезическая той же длины, что и σ, т. е. l(σ̃) = l(σ), где l — символ длины
кривой.

Известно (см., например, [10]), что в случае полноты римановой метри-
ки gM для любой допустимой пары путей (σ, h) существует в.г.г H с базой
(σ, h). При этом распределение M называется связностью Эресмана для слое-
ния (M,F) [10].
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Окрестность компактного минимального множества, не содержа-
щего слоев с существенной группой голономии.

Лемма 8. Пусть M — компактное минимальное множество конформного
слоения (M,F), не содержащее слоев с существенными группами голономии.
Тогда в любой окрестности U множества M существует насыщенная окрест-
ность V , образованная слоями с несущественными группами голономии.

Доказательство. Согласно лемме 7 объединение K замыканий всех сло-
ев с существенными группами голономий является замкнутым насыщенным
подмножеством в M . Поэтому M0 = M \K — открытое насыщенное подмного-
образие в M , а индуцированное слоение (M0,F0), где F0 := FM0 , не имеет слоев
с существенными группами голономий. По теореме 1 слоение (M0,F0) рима-
ново. Пусть g0 — трансверсально проектируемая метрика в M0 относительно
(M0,F0), называемая “bundle-like metric” [18].

Если M∩K 6= ∅, то найдется такой слой L с существенной группой голоно-
мии, что M⊂ L. Согласно предложению 5 либо M = L, либо M — замкнутый
слой с существенной группой голономии. Оба случая противоречат условию
леммы, поэтому M⊂M0.

Пусть U — произвольная окрестность M в M , тогда U0 = U ∩M0 также
открытая окрестность M в M . В каждой точке x ∈M существует окрестность
Ux в слое L = L(x), замыкание которой в M компактно. Найдется такое число
εx > 0, что трубчатая окрестность Vx = hεx(Ux) радиуса εx [18] принадлежит
U0 вместе с замыканием. В силу компактности M покрытие η = {Vx | x ∈ M}
имеет конечное подпокрытие η0 = {V1, . . . , Vm}, причем объединение V := V1 ∪
· · · ∪ Vm имеет компактное замыкание V := V 1 ∪ · · · ∪ V m в M , принадлежащее
U0. Граница ∂V множества V в M замкнута и, следовательно, компактна.

Обозначим через d функцию расстояния в M0, индуцированную римано-
вой метрикой g0. Поскольку V компактно, метрическое пространство (V , d|V )
полное.

Пусть µ := d(∂V,M) > 0 — расстояние между двумя непересекающимися
компактными подмножествами метрического пространства (M0, d). Рассмот-
рим трубчатую окрестность V0 := hε(U1) радиуса ε = min(µ/2, ε1, . . . , εm), где
εi, i ∈ 1,m, — радиус трубчатой окрестности Vi = hεi(Ui). Положим V :=

⋃
α
Lα,

где Lα ∩ V0 6= ∅, тогда V — связное открытое насыщенное подмножество в
M . Покажем, что V — искомая окрестность. Поскольку V0 ⊂ M0, все слои
из V имеют несущественные группы голономии. Поэтому достаточно показать
включение V ⊂ U .

Для любого слоя Lα, Lα∩V0 6= ∅, существует ортогональная слоям геодези-
ческая σ длины l(σ) = s0 < ε такая, что σ(0) = z0 ∈ Lα∩V0, σ(1) = x0 ∈ L ⊂M.
Предположим, что слой Lα выходит из V , тогда Lα ∩ ∂V 6= ∅. Поэтому най-
дется путь f : [0, 1] → Lα ∩ V такой, что f(0) = z0 ∈ Lα ∩ V0, f([0, 1)) ∈ V ,
f(1) = z1 ∈ Lα ∩ ∂V .

Покажем, что существует в.г.гH с базой (σ, f) относительно слоения (M0,F0)
и q-мерного ортогонального к TF0 распределения M. Заметим, что локально
в.г.г с данной базой всегда существует. Поэтому найдутся такие числа τ, δ ∈
(0, 1], что определены переносы σ|[0,δ) вдоль f и f |[0,τ) вдоль σ. Следователь-
но, определены горизонтальные геодезические σ̃t, t ∈ [0, τ), полученные пере-
носом σ вдоль f |[0,t], причем l(σ̃t) = l(σ) < ε. Так как σ̃t(1) ∈ L ⊂ M, то
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d(M, f(t)) ≤ l(σ̃t) < ε, t ∈ [0, τ). Отсюда, взяв tn → τ − 0, по свойству пределов
получаем d(M, f(τ)) ≤ ε.

Пусть σ̃τ |[0,δ) — горизонтальная геодезическая, полученная переносом σ[0,δ)
вдоль f |[0,τ ]. Тогда d(M, σ̃τ (s)) ≤ d(M, f(τ)) + l(σ̃τ (s)) < 2ε < µ, s ∈ [0, δ),
следовательно, σ̃τ (s) ∈ V . В силу полноты метрического пространства (V , d|V )
точка σ̃τ (δ) определена как предел σ̃τ (s) при s→δ − 0, причем σ̃τ (δ) ∈ V . Та-
ким образом, подмножество A точек s ∈ I1 таких, что существует перенос σ|[0,s]
вдоль f |[0,τ ], открыто и замкнуто в отрезке I1. Связность I1 влечет равенство
A = I1, поэтому определена в.г.г Hτ с базой (σ, f |[0,τ ]). Используя это и связ-
ность I2, мы получаем, что определена в.г.г H : I1 × I2 →M с базой (σ, f).

Пусть σ̃ — перенос пути σ вдоль f . Так как σ̃(0) = h(1) = z1, σ̃(1) ∈ L ⊂M,
то d(z1,M) ≤ l(σ̃) = l(σ) = s0 < ε < µ. Получили противоречие с тем, что
d(∂V,M) = µ. Следовательно, V ⊂ V ⊂ U . �

Замечание 3. Нетрудно показать, что M|V — связность Эресмана для
риманова слоения (V ,F|V ). Построенная окрестность V играет роль «ловушки
для слоев» в доказательстве теоремы 4.

Доказательство теоремы 4. Предположим, что (M,F) — конформное
слоение коразмерности q ≥ 3, не являющееся римановым, на компактном много-
образии M . Пусть K — объединение замыканий слоев с существенной группой
голономии. Согласно лемме 7 множество K замкнуто в M и, следовательно,
компактно. Обозначим через U открытую насыщенную окрестность множе-
ства K, удовлетворяющую лемме 7.

Покажем, что U = M . Поскольку M связно, достаточно показать, что
U замкнуто в M . Предположим противное. Пусть U незамкнуто в M , тогда
∂U 6= ∅. Так как граница ∂U является непустым насыщенным компактным
подмножеством в M , то, как известно [16], существует минимальное множество
M ⊂ ∂U . Заметим, что M — компактное минимальное множество, не содер-
жащее слоев с существенной группой голономии.

Компактные непересекающиеся подмножества K и M имеют непересекаю-
щиеся окрестности UK и UM. Будем считать, что UK ⊂ U , в противном случае
заменим UK пересечением UK ∩U . Согласно лемме 8 существует насыщенная
окрестность V множества M, принадлежащая UM, т. е. V ⊂ UM. Посколь-
ку M ⊂ ∂U , существует x ∈ U ∩ V . Тогда слой Lα = Lα(x) принадлежит
V , так как V — насыщенная окрестность, следовательно, Lα ∩ UK = ∅. С
другой стороны, Lα ⊂ U , и существует минимальное множество Mi ⊂ K та-
кое, что Mi ⊂ Lα. Поэтому необходимо, чтобы Lα ∩ UK 6= ∅. Противоречие
доказывает, что ∂U = ∅ и M = U в силу связности M . Следовательно, слое-
ние (M,F) = (U ,FU ) имеет нулевую трансверсальную кривизну. Кроме того,
все минимальные множества слоения (M,F) представляют собой замыкания
слоев (или замкнутые слои) с существенными группами голономии и являют-
ся аттракторами. Согласно лемме 7 их конечное число, причем каждый слой
принадлежит бассейну по крайней мере одного из аттракторов. �
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