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ФОРМУЛА ОБЪЕМА Z2–СИММЕТРИЧНОГО
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Аннотация. Получены формулы объема сферического тетраэдра с Z2-симметрией,
реализованной вращением вокруг оси, проходящей через середины одной из пар
скрещивающихся ребер. Показана зависимость формулы объема от длин ребер и
двугранных углов тетраэдра. Результатом являются несколько различных формул,
границы применимости которых определены через геометрические характеристики
тетраэдра.
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1. Введение

Вычисление объема многогранника является классической задачей, извест-
ной со времен Евклида и не потерявшей актуальность в наши дни. Вероятно,
первый результат в данном направлении принадлежит Тарталье (1499–1557),
который нашел объем евклидова тетраэдра. В настоящее время этот результат
известен как формула Кэли — Менгера. И. Х. Сабитов [1] доказал, что объем
любого евклидова многогранника является корнем алгебраического уравнения,
коэффициенты которого представлены целочисленными многочленами, завися-
щими от длин ребер многогранника и его комбинаторного типа.

В случае тетраэдра в гиперболическом и сферическом пространствах ситу-
ация более сложная. Формулы объема для тетраэдров специального вида в ги-
перболическом и сферическом пространствах известны еще со времен Н. И. Ло-
бачевского и Л. Шлефли. Объемы гиперболического куба Ламберта и неко-
торых других многогранников получены Келлерхальс [2], А. Д. Медных [3],
А. Ю. Весниным, А. Д. Медных и Паркером [4]. Объемы гиперболических
многогранников, имеющих хотя бы одну вершину на бесконечности, найдены
Э. Б. Винбергом [5]. Общая формула для объема неевклидова тетраэдра долгое
время оставалась неизвестной. В последнее время Чо и Ким [6], Мураками и
Яно [7], Ушиджима [8] получили указанную формулу в виде линейной комби-
нации шестнадцати дилогарифмических функций.

Позже Д. А. Деревнин и А. Д. Медных [9] предложили элементарную инте-
гральную формулу для объема гиперболического тетраэдра. Удивительно, но
еще более ста лет назад итальянский герцог Гаэтано Сфорца нашел формулу
для вычисления объема неевклидова тетраэдра. К сожалению, выдающаяся
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работа Сфорца [10] была полностью забыта. Отметим, что в случае симмет-
рического тетраэдра, двугранные углы которого при накрест лежащих ребрах
попарно равны, формула объема существенно упрощается. Впервые этот заме-
чательный факт установлен самим Н. И. Лобачевским для идеального гипер-
болического тетраэдра, т. е. тетраэдра, все вершины которого лежат на беско-
нечности. Милнор представил соответствующий результат в весьма элегантной
форме [11]. В общем случае объем симметричного тетраэдра найден Д. А. Де-
ревниным, А. Д. Медных и М. Г. Пашкевич [12]. Отметим, что идея исполь-
зования симметрии оправдывает себя и для более сложных многогранников.
Объемы октаэдров, обладающих различными симметриями, и двойственных к
ним гексаэдров найдены Н. В. Абросимовым, Годоем-Молиной и А. Д. Медных
[13].

Задача нахождения формулы объема в случае сферического тетраэдра пред-
ставляется более сложной. Частично она решена в работах [7, 12]. Формулы
объемов сферических октаэдров и гексаэдров с симметриями получены в [13].
Интегральная формула объема для куба Ламберта в сферическом пространстве
найдена в [14]. Целью настоящей работы являются исследование геометриче-
ских соотношений и получение формулы объема для сферического тетраэдра с
Z2-симметрией, сохраняющей ориентацию, т. е. с симметрией при полуповороте
вокруг оси, проходящей через середины двух накрест лежащих ребер.

2. Предварительные результаты

Обозначим через Rn+1 = {x = (x0, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, . . . , n} евклидо-

во пространство со стандартным скалярным произведением 〈x, y〉 =
n∑
i=0

xiyi и

нормой ‖x‖ =
√
〈x, x〉. Пусть p0, . . . pn — набор векторов в Rn+1. Конусом на

векторах p0, . . . ,pn назовем множество

cone {p0, . . . ,pn} =

{
n∑
i=0

λipi : λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
.

Сферическим симплексом S назовем пересечение конуса над набором ли-
нейно независимых векторов p0, . . . ,pn единичной длины и n-мерной сферы
Sn = {v ∈ Rn : 〈v, v〉 = 1}. Таким образом, S = cone{p0, . . . ,pn} ∩ Sn. Век-
торы p0, . . . ,pn являются вершинами симплекса S . Заметим, что {p0, . . . ,pn}
⊂ Sn. Гранью симплекса S размерности k − 1 или же, кратко, (k − 1)-гранью,
назовем пересечение n-мерной сферы Sn и конуса над k-элементным набором ли-
нейно независимых векторов {pi1 , . . . ,pik} ⊂ {p0, . . . ,pn}, где {i1 < · · · < ik} ⊂
{0, . . . , n}. Непустое пересечение двух граней назовем коньком симплекса S .
Матрицу вида G? = {〈pi,pj〉}ni,j=0 назовем реберной матрицей симплекса S .

Пусть M = {mij}ni,j=0 — некоторая матрица. Через M(i, j) обозначим
ее подматрицу, полученную вычеркиванием i-й строки и j-го столбца, i, j =
0, . . . , n. Положим Mij = (−1)i+j detM(i, j). Величина Mij называется (i, j)-
минором матрицы M . Матрица cofM = {Mij}ni,j=0 называется сопряженной
матрицей к M .

Вектор нормали единичной длины vi, i = 0, . . . , n, к (n − 1)-грани Si =
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{pi1 , . . . ,pin} + {pi} симплекса S равен [15]

vi =

n∑
k=0,k 6=i

G?
ikpk√

G?
ii detG?

.

Матрицу G = {〈vi, vj〉}ni,j=0 назовем матрицей Грама симплекса S .
Пусть S ⊂ Sn является симплексом с вершинами {p0, . . . ,pn} и нормаля-

ми {v0, . . . , vn} к соответствующим граням. Определим длины его ребер при
помощи равенств cos lij = 〈pi,pj〉 и внутренние двугранные углы при помощи
равенств cosαij = −〈vi, vj〉, где 0 ≤ lij , αij ≤ π, i, j = 0, . . . , n. Тогда матрица
Грама симплекса S примет вид G = {− cosαij}ni,j=0, а реберная матрица будет
записана как G? = {cos lij}ni,j=0.

Сфера Sn может быть наделена метрикой постоянной секционной кривиз-
ны +1. Назовем расстоянием между двумя точками p и q из Sn вещественное
число d(P,Q), однозначно определяемое условиями

0 ≤ d(p, q) ≤ π и cos d(p, q) = 〈p, q〉.
Полученное метрическое пространство назовем n-мерным сферическим про-

странством Sn. Группа изометрии сферического пространства Sn является ор-
тогональной группой O(n + 1). Изометрии, сохраняющие ориентацию, состав-
ляют ее подгруппу индекса 2, называемую специальной ортогональной группой
SO(n+ 1).

Приведенные ниже теоремы дают критерии существования сферического
симплекса в терминах его двугранных углов и в терминах длин ребер [15].

Теорема 1. Матрица Грама {− cosαij}ni,j=0 сферического n-симплекса яв-
ляется симметрической положительно определенной матрицей с единицами на
главной диагонали. Обратно, всякая положительно определенная симметриче-
ская матрица с элементами главной диагонали, равными 1, является матрицей
Грама некоторого сферического n-симплекса. Такой симплекс единствен с точ-
ностью до изометрии пространства Sn.

Теорема 2. Реберная матрица {cos lij}ni,j=0 сферического n-симплекса яв-
ляется симметрической положительно определенной матрицей с единицами на
главной диагонали. Обратно, всякая положительно определенная симметриче-
ская матрица с элементами главной диагонали, равными 1, является реберной
матрицей некоторого сферического n-симплекса. Такой симплекс единствен с
точностью до изометрии пространства Sn.

Следующая теорема связывает объем симплекса в Sn с объемами его конь-
ков и двугранными углами в этих коньках [16].

Теорема 3 (формула Шлефли). Пусть S — симплекс в сферическом про-
странстве Sn, n ≥ 2, с вершинами p0, . . . ,pn и двугранными углами αij =
∠SiSj , 0 ≤ i < j ≤ n, между гранями Si и Sj с коньком Sij = Si ∩Sj .

Тогда дифференциал функции объема Voln на множестве всех симплексов
Sn удовлетворяет равенству

(n− 1) d Voln S =
n∑

i<j=0

Voln−2 Sij dαij ,

где Voln−2 Sij является функцией объема на множестве коньковSij , Vol0 Sij =
1, 0 ≤ i < j ≤ n, и αij — двугранный угол в коньке Sij .
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В случае сферического пространства S3 формула Шлефли имеет вид

d VolS =
1
2

3∑
i<j=0

lij dαij ,

где Vol = Vol3 — функция объема, lij = Vol1 Sij — длина ребра, соединяющего
вершины pi и pj , и αij — двугранный угол в этом ребре. Таким образом, объем
симплекса S3 связан с длинами его ребер и двугранными углами.

Для всякого симплекса S ⊂ Sn с вершинами {p0, . . . ,pn} и единичными
векторами нормалей {v0, . . . , vn} определим двойственный ему симплекс S ? ⊂
Sn с вершинами {v0, . . . , vn} и векторами нормалей {p0, . . . ,pn}.

В случае сферического пространства S3 каждое ребро pipj , 0 ≤ i < j ≤ 3,
симплекса S соответствует ребру v3−jv3−i двойственного ему S ?. Приведен-
ная ниже теорема была изначально открыта итальянским математиком Гаэтано
Сфорца и может быть найдена в книге [11].

Теорема 4. Обозначим через S симплекс в сферическом пространстве S3.
Через S ? обозначим двойственный ему симплекс. Тогда

Vol3 S + Vol3 S ? +
1
2

∑
E⊂S

Vol1E Vol1E? = π2,

где сумма берется по всем ребрам E симплекса S , а E? обозначает ребро двой-
ственного ему симплекса S ?, соответствующее E.

При последующем изложении будем для краткости называть трехмерный
симплекс тетраэдром.

3. Тригонометрические равенства
для сферического тетраэдра

Через T обозначим тетраэдр в сферическом пространстве S3 с вершина-
ми p0, p1, p2, p3, двугранными углами A, B, C, D, E, F и длинами ребер
lA, lB , lC , lD, lE , lF . При этом нижние индексы в обозначениях ребер соот-
ветствуют двугранным углам в этих ребрах, а ребра p0p1 и p2p3 накрест ле-
жащие. Как следует из определения тетраэдра, 0 ≤ A, B, C, D, E, F ≤ π и
0 ≤ lA, lB , lC , lD, lE , lF ≤ π.

Обозначим через

G = {gij}3i,j=0 =


1 − cosA − cosB − cosC

− cosA 1 − cosF − cosE
− cosB − cosF 1 − cosD
− cosC − cosE − cosD 1


матрицу Грама тетраэдра T, а через

G? = {g?ij}3i,j=0 =


1 cos lD cos lE cos lF

cos lD 1 cos lC cos lB
cos lE cos lC 1 cos lA
cos lF cos lB cos lA 1


— его реберную матрицу. Через cij и c?ij обозначим соответствующие миноры
матриц G и G?, где i, j = 0, 1, 2, 3.

Приведем также тригонометрические равенства, которые будут использо-
ваны в дальнейшем [12].
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Теорема 5 (правило синусов). Пусть T — сферический тетраэдр с матри-
цей Грама G. Обозначим � = detG, p = c00c11c22c33, а также �? = detG?,
p? = c?00c

?
11c

?
22c

?
33. Тогда выполнены равенства

sinA sinD
sin lA sin lD

=
sinB sinE
sin lB sin lE

=
sinC sinF
sin lC sin lF

=
√
p

�
=

�?

√
p?
.

Теорема 6 (правило косинусов). Для пар накрест лежащих ребер тетра-
эдра T выполнены следующие равенства:

cosA cosD − cosB cosE
cos lA cos lD − cos lB cos lE

=
cosB cosE − cosC cosF

cos lB cos lE − cos lC cos lF

=
cosC cosF − cosA cosD

cos lC cos lF − cos lA cos lD
=
√
p

�
=

�?

√
p?
.

Приведем также следующую теорему, впервые доказанную Якоби (см. [17,
с. 24]).

Теорема 7. ПустьM = {mij}ni,j=0 — некоторая матрица, cofM = {Mij}ni,j=0

— ее сопряженная, 0 < k < n и σ =
(
i0 . . . in
j0 . . . jn

)
— произвольная перестановка.

Тогда выполнено равенство

det{Mipjq}kp,q=0 = (−1)sgn σ(detM)k det{mipjq}np,q=k.

4. Тригонометрические равенства
для Z2-симметричного сферического тетраэдра

Рассмотрим сферический тетраэдр T, который переводит в себя вращение
на угол π вокруг оси, проходящей через середины ребер p0p1 и p2p3. Всякий
такой тетраэдр будем называть Z2-симметричным. Отметим, что в этом случае
без ограничения общности можно считать, что B = E, C = F и lB = lE , lC = lF .

Лемма 1. Для всякого Z2-симметричного сферического тетраэдра с дву-
гранными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF , lD
справедливы следующие утверждения:

(i) lA = lD, если и только если A = D,
(ii) lA > lD, если и только если A < D.

Доказательство. Применив к матрице G? теорему 7, получим

c?00c
?
23 − c?01c

?
22 = detG?(g?01 − g?23).

Также имеем

g01 = − cosA =
c?01√
c?00c

?
11
, g23 = − cosD =

c?23√
c?22c

?
33
,

g?01 = cos lD, g?23 = cos lA.

В случае сферического Z2-симметричного тетраэдра из теоремы 2 следует,
что c?00 = c?11 > 0, c?22 = c?33 > 0 и detG? > 0. Таким образом,

cos lA − cos lD = − c?00c
?
22

detG?
(cosA− cosD).

Поскольку выполнены неравенства 0 ≤ A,D ≤ π, 0 ≤ lA, lD ≤ π, получим
утверждение леммы. �
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В дальнейшем для определителей матрицы Грама G и реберной матрицы
G? используем обозначения � = detG и �? = detG?.

Тригонометрические равенства, установленные в теоремах 5 и 6, позволяют
сформулировать и доказать следующее

Предложение 1. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с
двугранными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF ,
lD. Тогда выполнены следующие равенства:

u =
sin A+D

2

sin lA+lD
2

=
sin A−D

2

sin lD−lA
2

=
sinB
sin lB

=
sinC
sin lC

= v−1,

где величины

u =
√
c00c22
�

, v =

√
c?00c

?
22

�?

называются соответственно главным и дуальным параметрами тетраэдра T.
Доказательство. Используем очевидное свойство дробей:

если
a

b
=
c

d
, то

a− c

b− d
=
a+ c

b+ d
,

а также тригонометрические равенства

cos(ϕ+ ψ) = cosϕ cosψ − sinψ sinϕ, cos(ϕ− ψ) = cosϕ cosψ + sinψ sinϕ.

Из теорем 5 и 6 получим

c00c22
�

=
1− cos(A+D)
1− cos(lA + lD)

=
1− cos(D −A)
1− cos(lA − lD)

=
sin2B

sin2 lB
=

sin2 C

sin2 lC
=

�?

c?00c
?
22
.

Положим u =
√

c00c22
� и v =

√
c?00c

?
22

�? . Из теорем 1 и 2 следует, что величины
u и v положительны. В дальнейшем будем называть u главным параметром
тетраэдра T. Величина v связана с главным параметром соотношением uv = 1.
Назовем v дуальным параметром тетраэдра T. В силу тригонометрического
равенства 1− cosϕ = 2 sin2 ϕ

2 имеем

u2 =
sin2 lA+lD

2

sin2 A+D
2

=
sin2 lA−lD

2

sin2 D−A
2

=
sin2 lB
sin2B

=
sin2 lC
sin2 C

= v−2.

Извлекая квадратные корни, завершим доказательство. При этом, используя
лемму 1 и учитывая, что 0 ≤ lA, lB , lC , lD ≤ π по определению сферического
тетраэдра, проследим за знаками подкоренных выражений. �

5. Формула объема Z2-симметричного
сферического тетраэдра

5.1. Дополнительные тригонометрические соотношения для Z2-
симметричного сферического тетраэдра. Пусть T — сферический Z2-
симметричный тетраэдр с двугранными углами A, B = E, C = F , D и длинами
ребер lA, lB = lE , lC = lF , lD. Введем обозначения:

a+ = cos
A+D

2
, a− = cos

D −A

2
, b = cosB, c = cosC,

A+ = cos
lA + lD

2
, A− = cos

lA − lD
2

, B = cos lB , C = cos lC .

Приведенная ниже лемма следует из определения главного параметра u
для данного тетраэдра T.
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Лемма 2. Главный параметр тетраэдра T является положительным кор-
нем квадратного уравнения

u2 − 4 (a+a− + bc)(a+b+ a−c)(a+c+ a−b)
�

= 1,

где � = (a− − a+ − b− c)(a− − a+ + b+ c)(a+ + a− − b+ c)(a+ + a− + b− c).

Доказательство. Подставим выражение для величины u из предложе-
ния 1. Произведение миноров c00 и c22 выражается как полином от переменных
a+, a−, b, c. Проделав необходимые вычисления, убедимся, что равенство вер-
но. �

Аналогичное утверждение справедливо также для дуального параметра v.

Лемма 3. Дуальный параметр тетраэдра T является положительным кор-
нем квадратного уравнения

v2 +
4 (A+A− −BC )(A+B −A−C )(A+C −A−B)

�?
= 1,

где

�? = (A++A−+B+C )(A++A−−B−C )(A+−A−−B+C )(A+−A−+B−C ).

Сферический тетраэдр T с двугранными углами A, B, C, D, E, F и дли-
нами ребер lA, lB , lC , lD, lE , lF назовем симметрическим, если A = D, B = E,
C = F или, что эквивалентно, lA = lD, lB = lE , lC = lF .

Положим

a = cosA, b = cosB, c = cosC, A = cos lA, B = cos lB , C = cos lC .

Следующие тригонометрические равенства доказаны в работе [12].

Предложение 2. Пусть T — симметрический сферический тетраэдр с
двугранными углами A = D, B = E, C = F и длинами ребер lA = lD, lB = lE ,
lC = lF . Тогда выполнены равенства

sinA
sin lA

=
sinB
sin lB

=
sinC
sin lC

= u,

где положительный корень квадратного уравнения

u2 − 4(a+ bc)(b+ ac)(c+ ab)
�

= 1

с учетом равенства � = (1− a− b− c)(1− a+ b+ c)(1 + a− b+ c)(1 + a+ b− c)
является главным параметром тетраэдра T.

Дуальный параметр v симметрического тетраэдра T является положитель-
ным корнем уравнения

v2 +
4(A −BC )(B −A C )(C −AB)

�?
= 1,

где �? = (1 + A +B + C )(1 + A −B − C )(1 − A +B − C )(1 − A −B + C ).
Величины � и �? являются соответственно определителями матрицы Грама
симметрического тетраэдра T и его реберной матрицы. Связь между главным
и дуальным параметрами симметрического тетраэдра устанавливает равенство
uv = 1.

Следующая лемма демонстрирует геометрическое соответствие между Z2-
симметричными и симметрическими сферическими тетраэдрами.
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Лемма 4. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с двугран-
ными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF ,
lD. Тогда существует ассоциированный с ним симметрический тетраэдр Ts с
матрицей Грама

Gs =


1 − cosα − cosβ − cos γ

− cosα 1 − cos γ − cosβ
− cosβ − cos γ 1 − cosα
− cos γ − cosβ − cosα 1

 =


1 − a+

a−
− b
a−

− c
a−

− a+
a−

1 − c
a−

− b
a−

− b
a−

− c
a−

1 − a+
a−

− c
a−

− b
a−

− a+
a−

1


и реберной матрицей

G?
s =


1 cos lα cos lβ cos lγ

cos lα 1 cos lγ cos lβ
cos lβ cos lγ 1 cos lα
cos lγ cos lβ cos lγ 1

 =


1 A+

A−
B

A−
C

A−
A+
A−

1 C

A−
B

A−
B

A−
C

A−
1 A+

A−
C

A−
B

A−

A+
A−

1

 .

Доказательство. Обозначим главные миноры матрицы Gs через sii, i =
0, 1, 2, 3. Поскольку тетраэдр Ts симметрический, данные миноры равны друг
другу. Для доказательства существования тетраэдра Ts в силу теоремы 1 до-
статочно показать, что detGs > 0 и s00 > 0. Заметим, что выполнены равенства
detGs = detG

a4
−

> 0, а также

s00 −
c00
a2
−

= − 2
a2
−

(a+a− + bc) sin
D −A

2
sinA,

s00 −
c22
a2
−

=
2
a2
−

(a+a− + bc) sin
D −A

2
sinD.

В зависимости от правых частей двух последних равенств получим s00 ≥ c00
a2
−

либо s00 ≥ c22
a2
−

. Поскольку тетраэдр T существует, c00 > 0 и c22 > 0. Следова-
тельно, s00 = s11 = s22 = s33 > 0. Таким образом, ассоциированный симметри-
ческий тетраэдр Ts также существует.

Для двугранных углов симметричного сферического тетраэдра Ts имеем

cosα =
a+

a−
, cosβ =

b

a−
, cos γ =

c

a−
.

Покажем, что

cos lα =
A+

A−
, cos lβ =

B

A−
, cos lγ =

C

A−
.

Используя предложение 1 и лемму 2, получим, что главные параметры u и
us тетраэдров T и Ts соответственно связаны соотношением

u2 − 1 = a2
−

(
u2
s − 1

)
.

Подставим u = sin A+D
2

sin lA+lD
2

из предложения 1 и us = sinα
sin lα

из предложения 2 в

приведенное выше равенство. Тогда

cos2 lα =
cos2 lA+lD

2

1− sin2 lA−lD
2

u2

=
cos2 lA+lD

2

cos2 lA−lD
2

=
A 2

+

A 2
−
.
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Следовательно,

cos lα = ±
cos lA+lD

2

cos lA−lD
2

= ±A+

A−
.

В полученном равенстве необходимо выбрать знак перед дробью. Для этого
заметим, что если тетраэдр T симметрический, т. е. lA = lD, то Gs = G.
Следовательно, T изометричен своему ассоциированному симметрическому Ts.
Тогда реберные матрицы тетраэдров T и Ts, приведенные в условии теоремы,
совпадают. Для того чтобы равенство G?

s = G? выполнялось в случае, когда
тетраэдр T симметрический, положим

cos lα =
cos lA+lD

2

cos lA−lD
2

=
A+

A−
.

Остальные равенства доказываются аналогично. �

Обозначим

t2 = u2 − 1 =
4 (a+a− + bc)(a+b+ a−c)(a+c+ a−b)

�
,

τ2 = 1− v2 =
4 (A+A− −BC )(A+B −A−C )(A+C −A−B)

�?
.

В силу леммы 2 величина t является либо вещественным, либо мнимым числом.
Мы выберем число t так, чтобы оно являлось либо неотрицательным веществен-
ным, либо имело неотрицательную мнимую часть. Аналогично выберем число
τ и заметим, что из предложения 1 следует равенство τ = t/u. Следовательно,
числа t и τ одновременно либо положительные вещественные, либо мнимые.

Величина t связана с параметрами a+, a−, b и c тетраэдра T следующим
образом.

Лемма 5. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с двугран-
ными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF , lD.
Тогда выполнены равенства

(i) a2
− + t2 = a6

−
(s00)2

� ;

(ii) a2
+ + t2 = a6

−
(s01)2

� ;

(iii) b2 + t2 = a6
−

(s02)2

� ;

(iv) c2 + t2 = a6
−

(s03)2

� ,
где величины sij , i, j = 0, 1, 2, 3, являются (i, j)-минорами матрицы

Gs =


1 − a+

a−
− b
a−

− c
a−

− a+
a−

1 − c
a−

− b
a−

− b
a−

− c
a−

1 − a+
a−

− c
a−

− b
a−

− a+
a−

1

 .

Доказательство. Подставляя приведенное выше выражение для t2 и про-
изводя необходимые вычисления, получим утверждение леммы. �

Следующее предложение позволяет определить знаки соответствующих ми-
норов cij и c?ij , i, j = 0, 1, 2, 3, матрицы Грама G = {gij}3i,j=0 и реберной матрицы
G? = {g?ij}3i,j=0 тетраэдра T в зависимости от знаков их компонент.
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Предложение 3. Между соответствующими компонентами и минорами
матрицы Грама и реберной матрицы сферического тетраэдра T выполнены со-
отношения

• gijc?ij ≥ 0,
• g?ijcij ≥ 0,

где i, j = 0, 1, 2, 3.
Доказательство. По формулам сферической геометрии (см. [5])

gij =
c?ij√
c?iic

?
jj

, g?ij =
cij√
ciicjj

и cii > 0, c?ii > 0 для i, j = 0, 1, 2, 3. Таким образом,

gijc
?
ij =

(c?ij)2√
c?iic

?
jj

≥ 0, g?ijcij =
c2ij√
ciicjj

≥ 0,

где i, j = 0, 1, 2, 3. �

В лемме 6 приведены некоторые полезные соотношения, используемые в
дальнейшем.

Лемма 6. Выполнены равенства
(i) Re sinh−1(x)+Re sinh−1(y) = Re sinh−1(x

√
y2 + 1+y

√
x2 + 1), где x, y ∈

R, x, y ≥ 0,
(ii) Re sinh−1(x)−Re sinh−1(y) = Re sinh−1(x

√
y2 + 1−y

√
x2 + 1), где x, y ∈

R, x, y ≥ 0,
(iii) Re sinh−1(x)+Re sinh−1(y) = Re sinh−1(x

√
y2 − 1+y

√
x2 − 1), где x, y ∈

iR, Imx, Im y ≥ 0,
(iv) Re sinh−1(x) − Re sinh−1(y) = Re sinh−1(−x

√
y2 − 1 + y

√
x2 − 1), где

x, y ∈ iR, Imx, Im y ≥ 0.
Доказательство. Равенства (i)–(iv) для вещественных частей соответ-

ствующих алгебраических выражений устанавливаются с использованием ло-
гарифмического представления функции sinh−1(◦) и свойства комплексного ло-
гарифма log(◦). �

Для доказательства формулы объема сферического Z2-симметричного тет-
раэдра нам понадобятся следующие соотношения.

Предложение 4. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с
двугранными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE ,
lC = lF , lD. Без потери общности раcсмотрения предположим, что lA ≥ lD
(эквивалентно D ≥ A) и lB ≤ lC .

Тогда выполнены следующие равенства:
(i) если lA + lD ≤ π, lB ≤ π

2 , lC ≤ π
2 и t2 ≥ 0, то

Re
(

sinh−1 a+

t
+ sinh−1 b

t
+ sinh−1 c

t
− sinh−1 a−

t

)
= 0,

(ii) если lA + lD ≤ π, lB ≤ π
2 , lC ≥ π

2 , то t2 ≤ 0 и

Re
(

sinh−1 a+

t
+ sinh−1 b

t
− sinh−1 c

t
− sinh−1 a−

t

)
= 0,

(iii) если lA + lD ≤ π, lB ≥ π
2 , lC ≥ π

2 и t2 ≥ 0, то

Re
(

sinh−1 a+

t
− sinh−1 b

t
− sinh−1 c

t
− sinh−1 a−

t

)
= 0,
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(iv) если lA + lD ≥ π, lB ≤ π
2 , lC ≤ π

2 , то t2 ≤ 0 и

Re
(
− sinh−1 a+

t
+ sinh−1 b

t
+ sinh−1 c

t
− sinh−1 a−

t

)
= 0,

(v) если lA + lD ≥ π, lB ≤ π
2 , lC ≥ π

2 и t2 ≥ 0, то

Re
(
− sinh−1 a+

t
+ sinh−1 b

t
− sinh−1 c

t
− sinh−1 a−

t

)
= 0,

(vi) если lA + lD ≥ π, lB ≥ π
2 , lC ≥ π

2 , то t2 ≤ 0 и

Re
(

sinh−1 a+

t
+ sinh−1 b

t
+ sinh−1 c

t
+ sinh−1 a−

t

)
= 0.

Доказательство. Рассмотрим случай (i). Для матрицы Gs верно следу-
ющее равенство:

c

a−
s00 +

b

a−
s01 +

a+

a−
s02 − s03 = 0.

Из предложения 3 и леммы 4 следует, что

s00 ≥ 0, s01A+ ≥ 0, s02B ≥ 0, s03C ≥ 0,

где все величины

A+ = cos
lA + lD

2
, A− = cos

lD − lA
2

, B = cos lB , C = cos lC

положительны в предположениях рассматриваемого случая (i). Таким образом,

s00 ≥ 0, s01 ≥ 0, s02 ≥ 0, s03 ≥ 0,

и по лемме 5 √
a2
− + t2 = a3

−
s00√
�
,

√
a2
+ + t2 = a3

−
s01√
�
,

√
b2 + t2 = a3

−
s02√
�
,

√
c2 + t2 = a3

−
s03√
�
.

Следовательно, выполнено равенство

a+

√
b2 + t2 + b

√
a2
+ + t2 = c

√
a2
− + t2 − a−

√
c2 + t2.

Предположим, что t 6= 0, тогда

b

t

√
a2
+

t2
+ 1 +

a+

t

√
b2

t2
+ 1 =

c

t

√
a2
−
t2

+ 1− a−
t

√
c2

t2
+ 1.

Применив к обеим частям последнего равенства функцию sinh−1(◦) и ис-
пользуя соотношения (i), (ii) из леммы 6, получим равенство (i) из формули-
ровки настоящего предложения. В случае t→ 0 равенство выполнено в смысле
предельного перехода. Доказательство для случаев (iii) и (v) аналогично.

При рассмотрении случаев (ii), (iv), (vi) заметим, что в силу условий на
параметры lA, lB , lC , lD величина τ является мнимым числом и Im τ ≥ 0.
Тогда величина t также чисто мнимая и Im t ≥ 0. Дальнейшие рассуждения
проводятся аналогично случаям (i), (iii) и (v) с учетом соотношений (iii), (iv)
из леммы 6. �
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Предложение 5. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с
двугранными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF ,
lD. Без потери общности раcсмотрения предположим, что A ≥ D (эквивалентно
lD ≥ lA) и B ≥ C.

Тогда в случаях
(i)? lA + lD ≤ π, lB ≤ π

2 , lC ≤ π
2 и t2 ≤ 0,

(ii)? lA + lD ≤ π, lB ≥ π
2 , lC ≥ π

2 и t2 ≤ 0,
(iii)? lA + lD ≥ π, lB ≤ π

2 , lC ≥ π
2 и t2 ≤ 0

предложение 4 справедливо для тетраэдра T?, двойственного данному.
Доказательство. В силу равенства

t2 =
4 (a+a− + bc)(a+b+ a−c)(a+c+ a−b)

�
,

где a+ = cos A+D
2 , b = cosB, c = cosC, a− = cos D−A

2 , параметр t может быть
мнимым числом только в случае, когда не все три величины a+, b, c положи-
тельны.

Без ограничения общности рассмотрим три случая:
(i)?? A+D ≥ π, B ≥ π

2 , C ≥ π
2 ,

(ii)?? A+D ≥ π, B ≤ π
2 , C ≤ π

2 ,
(iii)?? A+D ≤ π, B ≥ π

2 , C ≤ π
2 .

В каждом из них длины ребер двойственного тетраэдра T? удовлетворяют
условиям (i), (iii), (v) предложения 4 соответственно. При этом для параметра
τ? тетраэдра T?, вычисленного по длинам его сторон, верно равенство (τ?)2 =
−t2 ≥ 0. Тогда параметр t? двойственного тетраэдра T?, вычисленный по его
двугранным углам, также удовлетворяет условию (t?)2 ≥ 0.

Таким образом, тетраэдр T?, двойственный данному в условиях предложе-
ния, удовлетворяет одному из случаев (i), (iii), (v) предложения 4. �

5.2. Формула объема для Z2-симметричного сферического тетра-
эдра. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с двугранными уг-
лами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF , lD. Введем
обозначения:

A+ =
A+D

2
, A− =

D −A

2
, l+A =

lA + lD
2

, l−A =
lA − lD

2
,

a+ = cosA+, a− = cosA−, b = cosB, c = cosC.

Главный параметр тетраэдра T является положительным корнем квадратного
уравнения

u2 − 4 (a+a− + bc)(a+b+ a−c)(a+c+ a−b)
�

= 1,

где

� = (a− − a+ − b− c)(a− − a+ + b+ c)(a− + a+ − b+ c)(a− + a+ + b− c).

Вспомогательный параметр t из соотношений предложения 4 удовлетворяет ра-
венству

t2 = u2 − 1 =
4 (a+a− + bc)(a+b+ a−c)(a+c+ a−b)

�
.

Без потери общности предположим, что lA ≤ lD (эквивалентно D ≥ A)
и lB ≤ lC . Тогда тетраэдр T удовлетворяет одному из перечисленных ниже
условий:

(i) l+A ≤ π
2 , lB ≤ π

2 , lC ≤ π
2 и t2 ≥ 0,
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(i)? l+A ≤ π
2 , lB ≤ π

2 , lC ≤ π
2 и t2 ≤ 0,

(ii) l+A ≤ π
2 , lB ≤ π

2 , lC ≥ π
2 ,

(iii) l+A ≤ π
2 , lB ≥ π

2 , lC ≥ π
2 и t2 ≥ 0,

(iii)? l+A ≤ π
2 , lB ≥ π

2 , lC ≥ π
2 и t2 ≤ 0,

(iv) l+A ≥ π
2 , lB ≤ π

2 , lC ≤ π
2 ,

(v) l+A ≥ π
2 , lB ≤ π

2 , lC ≥ π
2 и t2 ≥ 0,

(v)? l+A ≥ π
2 , lB ≤ π

2 , lC ≥ π
2 и t2 ≤ 0,

(vi) l+A ≥ π
2 , lB ≥ π

2 , lC ≥ π
2 .

Определим следующую вспомогательную функцию для (φ, u) ∈ R2:

V(φ, u) =
1
2

π/2∫
φ

Im log
1− i

√
u2/ sin2 σ − 1

1 + i
√
u2/ sin2 σ − 1

dσ.

В предыдущем равенстве аналитическая ветвь логарифма выбрана на комплекс-
ной плоскости с разрезом вдоль полуоси (−∞, 0). Свойства функции V(◦, ◦)
будут изложены подробно в следующем разделе.

Положим F = (A+ +B + C −A−)− π,

V = sgn
(π

2
− l+A

)
V(A+, u) + sgn

(π
2
− lB

)
V(B, u)

+ sgn
(π

2
− lC

)
V(C, u)−V(A−, u),

где sgn(◦) — функция знака числа.

Теорема 8. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с дву-
гранными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF ,
lD. Без потери общности предположим, что lA ≥ lD (эквивалентно D ≥ A)
и lB ≤ lC . Тогда если тетраэдр удовлетворяет условию t2 ≥ 0, то его объем
выражается формулой

VolT =
πF

2
− V .

Доказательство. Покажем, что
(1) функция VolT удовлетворяет дифференциальному равенству Шлефли,
(2) функция VolT, вычисленная для тетраэдра T с двугранными углами

A = B = C = D = π/2, равна π2/8.
Рассмотрим случай (i): 0 ≤ l+A ≤ π/2, 0 ≤ lB ≤ π/2, 0 ≤ lC ≤ π/2. Из

условий теоремы следует, что 0 ≤ l−A ≤ π/2. Таким образом,

V = V(A+, u) + V(B, u) + V(C, u)−V(A−, u).

Заметим, что если u ≥ 0 и 0 ≤ φ ≤ π, то выполнено равенство

V(φ, u) =

π/2∫
φ

Re sin−1 sinσ
u

dσ +
π

2

(
φ− π

2

)
.
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Тогда данная в формулировке теоремы функция представима в виде

VolT = −
π/2∫
A+

Re sin−1 sinσ
u

dσ −
π/2∫
B

Re sin−1 sinσ
u

dσ

−
π/2∫
C

Re sin−1 sinσ
u

dσ +

π/2∫
A−

Re sin−1 sinσ
u

dσ.

Аналитическая ветвь функции sin−1(◦) выбрана на комплексной плоскости с
разрезами вдоль лучей (−∞,−1) и (1,∞).

Доказав, что верно дифференциальное равенство

d VolT =
1
2
lAdA+ lBdB + lCdC +

1
2
lDdD,

получим, что условие (1) выполнено. Действительно, вычислим частную про-
изводную

∂VolT
∂A

=
1
2

sin−1 sinA+

u
+

1
2

sin−1 sinA−

u
− 1
u

∂u

∂A
F(A+, B,C,A−, u),

где

F(A+, B,C,A−, u) = Re
(

sinh−1 cosA+
√
u2 − 1

+ sinh−1 cosB√
u2 − 1

+ sinh−1 cosC√
u2 − 1

− sinh−1 cosA−√
u2 − 1

)
.

Из предложения 4 следует, что F(A+, B,C,A−, u) = 0. Тогда в силу предложе-
ния 1
∂VolT
∂A

=
1
2

sin−1 sinA+

u
+

1
2

sin−1 sinA−

u

=
1
2

sin−1 sin l+A +
1
2

sin−1 sin l−A =
1
2
lA + lD

2
+

1
2
lA − lD

2
=
lA
2
.

При этом принимаем во внимание, что

sin−1 sinx =
{
x, если 0 ≤ x ≤ π/2,
π − x, если π/2 ≤ x ≤ π.

(∗)

Аналогично предыдущим вычислениям получим
∂VolT
∂B

= lB ,
∂VolT
∂C

= lC ,
∂VolT
∂D

=
lD
2
.

Следовательно, условие (1) выполнено.
Подставим

A+ = B = C =
π

2
, A− = 0, l+A = lB = lC =

π

2
, l−A = 0

в формулу из условия теоремы. Получим, что

VolT = π2/8

и условие (2) также выполнено. Следовательно, для случая (i) теорема доказа-
на.

Доказательство для случаев (ii)–(vi) аналогично. �

В оставшихся случаях (i)?, (iii)? и (v)? справедлива
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Теорема 9. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр с дву-
гранными углами A, B = E, C = F , D и длинами ребер lA, lB = lE , lC = lF ,
lD. Без потери общности предположим, что A ≥ D (эквивалентно lD ≥ lA) и
B ≥ C. Тогда если тетраэдр T удовлетворяет условию t2 ≤ 0, то утверждение
теоремы 8 справедливо для тетраэдра T?, двойственного данному.

Доказательство. Рассуждения аналогичны доказательству теоремы 8 с
заменой предложения 4 предложением 5 при проверке дифференциального ра-
венства Шлефли. �

Для нахождения объема тетраэдра T, удовлетворяющего условиям теоре-
мы 9, применим теорему 8 к двойственному тетраэдру T?, а затем используем
формулу Сфорца из теоремы 4.

5.3. Вычисление некоторых объемов. Из леммы 8, приведенной в сле-
дующем пункте, вытекает, что в случае u = 1 функция V(φ, u) выражается
через элементарные функции. Тогда и объем данного сферического тетраэдра
с главным параметром u = 1 может быть выражен в элементарных функциях.
Равенство u = 1 равносильно t = 0 в силу связи между этими параметрами
t2 = u2 − 1 и неотрицательности параметра u.

Для данного тетраэдра T с параметром t = 0 рассмотрим соответствующий
симметрический Ts с параметром ts = 0 в силу соотношения t = a−ts между
величинами t и ts, установленного в доказательстве леммы 4. По лемме 4 имеем

ts =
4(a+ bc)(b+ ac)(c+ ab)

�
,

где � = detGs — определитель матрицы Грама Gs тетраэдра Ts. Также вы-
полнены равенства

a = cosα =
a+

a−
, b = cosβ =

b

a−
, c = cos γ =

c

a−
.

Равенство ts = 0 равносильно следующим трем случаям: либо a + bc = 0,
либо b+ ac = 0, либо c+ ab = 0. Заметим, что одновременно все три равенства
выполняются в случае a = b = c = ±1, когда тетраэдр T вырожден, и в случае
a = b = c = 0, когда тетраэдры T и Ts изометричны сферическому тетраэдру,
все двугранные углы которого прямые. Пусть теперь выполнены любые два
равенства выше. Не ограничивая общности рассмотрения, предположим, что
b + ac = 0 и c + ab = 0. Если тетраэдр Ts невырожденный, то получим, что
b = c = 0. Такие тетраэдры Ts образуют двупараметрическое семейство с
двугранными углами 0 < α < π, β = γ = π

2 . Тетраэдр T в этом случае имеет
двугранные углы 0 < A, D < π, B = C = π

2 .
Пусть для тетраэдра Ts выполнено только одно из равенств без ограниче-

ния общности a+ bc = 0. По лемме 4 и формулам сферической геометрии (см.
[5]) получим

cos lα = −a, cos lβ = b, cos lγ = c.

Тогда для исходного тетраэдра T имеем следующие неравенства:

cos l+A cosA+ ≤ 0, cos lB cosB ≥ 0, cos lC cosC ≥ 0.

Применяя теорему 1 к тетраэдру T с главным параметром u = 1, получим

sin l+A = sinA+, sin lB = sinB, sin lC = sinC, sin l−A = sinA−.

В силу приведенных выше неравенств

l+A = π −A+, lB = B, lC = C, l−A = A−
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или
lA = π −A, lB = B, lC = C, lD = π −D.

Аналогично рассмотрим оставшиеся два случая. Кроме того, заметим, что
они эквивалентны с точностью до взаимной перестановки обозначений двугран-
ных углов B и C исходного тетраэдра T.

Следовательно, в случае, если выполнено одно из равенств b+ ac = 0 либо
c+ ab = 0, имеем

lA = D, lB = π −B, lC = C, lD = A,

lA = D, lB = B, lC = π − C, lD = A

соответственно.
Заметим, что тетраэдр, все двугранные углы которого прямые, принадле-

жит каждому из трех указанных выше семейств. Также двупараметрическое
семейство тетраэдров с двугранными углами 0 < A, D < π, B = C = π

2 является
подслучаем указанных выше случаев.

Предложение 6. Пусть T — сферический Z2-симметричный тетраэдр.
Предположим, что выполнено одно из равенств

cosA+ cosA− + cosB cosC = 0, cosB cosA− + cosA+ cosC = 0,

cosC cosA− + cosA+ cosB = 0.

Тогда объем тетраэдра T выражается одной из формул

VolT =
1
2

(
A(2π −A)

2
+B2 + C2 +

D(2π −D)
2

− π2
)
,

VolT =
1
2
(AD +B(2π −B) + C2 − π2), VolT =

1
2
(AD +B2 + C(2π − C)− π2)

соответственно.
Доказательство. Пусть выполнено первое соотношение. Тогда, как сле-

дует из предыдущего рассмотрения, выполнены равенства lA = π − A, lB = B,
lC = C, lD = π−D. Кроме того, главный параметр тетраэдра T удовлетворяет
равенству u = 1. Применим теорему 8 и лемму 8, выразив функцию объема
тетраэдра через элементарные функции. Производя необходимые вычисления,
получим первую формулу объема из формулировки предложения.

В случае, когда выполнено какое-либо из оставшихся равенств, доказатель-
ство проводится аналогично. �

5.4. Свойства функции V(φ, u). Некоторые свойства функции

V(φ, u) =
1
2

π/2∫
φ

Im log
1− i

√
u2/ sin2 σ − 1

1 + i
√
u2/ sin2 σ − 1

dσ,

где (φ, u) ∈ R2, приведены ниже в виде леммы.

Лемма 7. Функция V(φ, u) удовлетворяет следующим свойствам.
(i) V(φ, u) непрерывна и п. в. дифференцируема в R2.
Для всех (φ, u) ∈ R2

(ii) V(φ, u) = V(φ,−u),
(iii) V(π − φ, u) = −V(φ, u),
(iv) V(φ, u) + V(−φ, u) = 2V(0, u).
Функция V(φ, u) линейно периодична по переменной φ, т. е.
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(v) V(φ+ kπ, u) = V(φ, u)− 2kV(0, u) для всех k ∈ Z.
Доказательство. Свойства (i)–(iii), очевидно, следуют из определения

функции V(φ, u).
Для доказательства свойства (iv) заметим, что при φ = 0 равенство вы-

полнено. Из определения функции V(φ, u) вытекает, что производные обеих
частей равенства (iv) по переменной φ равны нулю. Таким образом, требуемое
равенство выполнено.

Производные обеих частей равенства (v) по переменной φ совпадают. Про-
верив соответствующее равенство при φ = 0, тем самым докажем свойство (v).
В силу равенств (iii) и (iv) получим, что

V(kπ + π, u) = −V(−kπ, u), −V(−kπ, u) = V(kπ, u)− 2V(0, u),

где k ∈ Z. Следовательно,

V(kπ + π, u) = V(kπ, u)− 2V(0, u) = · · · = V(0, u)− 2(k + 1)V(0, u),

и равенство (v) выполнено. �

В случае, когда u = 1, для V(φ, 1) существует следующее выражение через
элементарные функции.

Лемма 8. При u = 1 для V(φ, u) , 0 ≤ φ ≤ π, выполнено равенство

V(φ, 1) =
1
2

(
φ− π

2

)∣∣∣∣φ− π

2

∣∣∣∣.
Доказательство. Заметим, что при u ≥ 0 и 0 ≤ φ ≤ π для функции

V(φ, u) справедливо следующее представление:

V(φ, u) =

π/2∫
φ

Re sin−1 sinσ
u

dσ +
π

2

(
φ− π

2

)
.

Положим u = 1 и используем равенство (∗). Получим, что

V(φ, 1) =
{ −1/2(φ− π/2)2, если 0 ≤ φ ≤ π/2,

1/2(φ− π/2)2, если π/2 ≤ φ ≤ π.
�

Если u ≥ 1, то справедлива следующая

Лемма 9. Функция V(φ, u) при u ≥ 1, φ ∈ [0, π] разлагается в бесконечный
ряд:

V(φ, u) =
π

2

(
φ− π

2

)
+
∞∑
k=0

pk
u−2k−1

(2k + 1)2
,

где
pk = 1−B(sinφ; k + 1, 1/2)/B(k + 1, 1/2),

B(◦, ◦) обозначает бета-функцию, а B(◦; ◦, ◦) — неполную бета-функцию.
Доказательство. Для доказательства леммы используем следующее раз-

ложение подынтегрального выражения в определении функции V (u, φ) в ряд по
переменной u в точке u = ∞:

1
2

Im log
1− i

√
u2/ sin2 σ − 1

1 + i
√
u2/ sin2 σ − 1

=
π

2
+
∞∑
k=0

(2k + 1)!!
k! 2k (2k + 1)2

(
sinσ
u

)2k+1

,
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которое справедливо для всех u ∈ [1,∞) и σ ∈ R. Интегрируя данный ряд
почленно в пределах от φ до π

2 , где φ ∈ [0, π], получим утверждение леммы. �

Если u < 1, то V(φ, u) имеет разрывные вторые производные. Точками
разрыва на {(φ, u) ∈ [0, π]× (0, 1)} являются

(
π
2 ±

(
π
2 − sin−1 u

)
, u

)
.
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