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ОДНА ОБЩАЯ ОЦЕНКА

В ПРИНЦИПЕ ИНВАРИАНТНОСТИ

А. И. Саханенко

Аннотация. Получены оценки для точности, с которой случайную ломаную, по-
строенную по суммам независимых разнораспределенных случайных величин, мож-
но приблизить винеровским процессом. Все оценки явным образом зависят от мо-
ментов случайных величин, причем моменты могут быть достаточно общего вида.
В случае одинаково распределенных величин впервые удалось построить оценку, ко-
торая явно зависит от общего распределения слагаемых и из которой одной немед-
ленно следуют все результаты из знаменитых работ Комлоша, Майора, Тушнади,
посвященных оценкам в принципе инвариантности.

Ключевые слова: принцип инвариантности, оценки скорости сходимости, оценки
Комлоша — Майора — Тушнади, метод одного вероятностного пространства.

§ 1. Введение и первые результаты

1.1. Пусть X,X1, X2, . . . — бесконечная последовательность независимых
случайных величин с общей функцией распределения F (·), и пусть

EX = 0, DX = 1, Sn := X1 + · · ·+Xn. (1.1)

Рассматривается вопрос о построении такого винеровского процессаW (·), чтобы
величина max

k≤n
|Sk −W (k)| была как можно меньше в некотором смысле. Такая

задача является ключевой при изучении скорости сходимости в принципе ин-
вариантности. Этому известному направлению посвящено большое количество
публикаций, среди которых надо в первую очередь отметить работы Ю. В. Про-
хорова [1], А. В. Скорохода [2], А. А. Боровкова [3] (в них не предполагалась
одинаковая распределенность величин {Xj}).

В случае одинаково распределенных величин {Xj} качественный скачок в
решении поставленной задачи сделан в работах Комлоша, Майора и Тушна-
ди [4, 5]. Для удобства дальнейших ссылок приведем основные результаты из
[5]. При этом в силу [6], не уменьшая общности, будем считать, что нужные
нам процессы W (·) построены на том же вероятностном пространстве, что и
первоначально заданные величины {Xj} (см. замечание 3.2).

Теорема А. Пусть справедливо условие (1.1) и

Eet0|X| <∞ при некотором t0 > 0. (1.2)
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В этом случае можно построить такой винеровский процесс WF (·), что верно
следующее неравенство:

∀n ≥ 1 ∀x > 0 P[max
k≤n

|Sk −WF (k)| > C logn+ x] ≤ Ke−λx, (1.3)

где постоянные C, K и λ зависят только от распределения F . В частности,
Sn −WF (n) = O(log n) п. н.

Будем говорить, что функция H(·) принадлежит классу H (x0, α), если
(a) x0 > 0, H(x0) > 0 и H(·) — четная неотрицательная функция;
(b) α > 2 и функция hα(x) := H(x)/xα не убывает при x ≥ x0;
(c) функция h(x) := x−1 logH(x) не возрастает при x ≥ x0.
Будем далее говорить, что функцияH(·) принадлежит подклассуH0(x0, α)

класса H (x0, α), если дополнительно
(d) функция H(x) непрерывна и не убывает при всех x ≥ 0;
(e) H(x) > 0 для всех x > 0.

Теорема B. Пусть выполнено условие (1.1) и

EH(X) <∞, где H(·) ∈H0(x0, α) при α > 3. (1.4)

Пусть число x удовлетворяет либо условию

Kn < x < C
√
n logn при H(Kn) = n, (1.5)

либо более общему условию

x > Kn и x2/ logH(x) < cn. (1.6)

Тогда существует такой винеровский процесс Wx,n,H,F (·), что

P[max
k≤n

|Sk −Wx,n,H,F (k)| > x] ≤ Kn/H(ax), (1.7)

где постоянные a, c, C и K зависят только от распределения F и функции H(·).
Если же H(x) = xα при некотором α > 3, то правая часть в (1.7) будет

иметь вид o(n)/xα.

Теорема C. Если верны условия (1.1) и (1.4), то найдется такой винеров-
ский процесс WH,F (·), что

lim sup
n→∞

|Sk −WH,F (k)|
Kn

≤ CH,F <∞ п. н., (1.8)

где Kn — решение уравнения H(Kn) = n.
Если же H(x) = xα при некотором α > 3, то в (1.8) числа Kn можно

заменить на o(n1/α).

1.2. Приведенные результаты являются мощным инструментом при реше-
нии различных вероятностных задач. Однако они не свободны от недостатков.
Во-первых, во всех этих теоремах все постоянные зависят от общего распределе-
ния F величин {Xj} неявным образом. Этот факт автоматически делает невоз-
можным применение этих результатов к произвольной схеме серий, в которой
общие распределения случайных величин зависят от номера серии. Во-вторых,
в теореме B рассматривается наиболее общая задача, однако оценка (1.7) не об-
ладает достаточной точностью, чтобы из нее извлечь утверждение теоремы C.
В третьих, функция H(x) = et0|x| из (1.2) удовлетворяет условию (1.4) при
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x0 = α/t0, и оценки (1.3) и (1.7) эквивалентны по точности при H(x) = et0|x|,
но в теореме B винеровский процесс Wx,n,H,F (·) зависит от числа x, что суще-
ственно снижает ценность неравенства (1.7) и не позволяет получить теорему A
в качестве следствия теоремы B. Кроме того, ни одна из приведенных выше
теорем не вытекает из другой, что доставляет дополнительное неудобство при
использовании этих оценок.

Естественным образом возникает задача получить результат, из которого
достаточно просто вытекали бы все приведенные выше теоремы из [5] и который
не обладал бы перечисленными выше недостатками. Нам представляется, что
следующее утверждение содержит оценку, отвечающую этим требованиям.

Теорема 1. Предположим, что выполнено условие (1.1) и при некотором
α > 2 функция H(·) принадлежит классу H (x0, α). Пусть числа {yn} таковы,
что справедливы следующие условия:

y0 ≥ x0, E[H(X); |X| ≥ y0] ≤ h2/α
α (y0)/3, (1.9)

∀n > 0 yn ≥ y0 и nE[H(X); |X| ≥ yn] ≤ H(yn). (1.10)

Тогда при любом n можно так построить винеровский процесс Wn,yn,H,F (·), что

∀x ≥ yn ∀b ≥ 1 P[max
k≤n

|Sk −Wn,yn,H,F (k)| > Cabsbx] ≤ nP[|X| > x]

+
n

x2Hbc(α)(x)
+

n

x2ebx/y0
, (1.11)

где c(α) := (α− 2)/α, Cabs <∞ — абсолютная постоянная.
Легко убедиться, что при H(x) = et0|x| теорема 1 эквивалентна по точности

теореме A. Для функции H(·) общего вида неравенство (1.11) при b = 1/c(α) эк-
вивалентно по точности неравенству (1.7). Если же b > 1/c(α), то оценка (1.11)
качественно точнее, чем (1.7). В частности, используя стандартную процедуру
разбиения слагаемых на блоки (см. детали в п. 5.3), из теоремы 1 немедленно
получаем следующее усиление теоремы C.

Следствие 1. Пусть верны условия (1.1), (1.9) и (1.10), а числа r ≥ c(α)
и {vj} удовлетворяют условиям

∀j ≥ 1 vj+1 ≥ vj ≥ yj ,
∑
j≥1

1
Hr(vj)

<∞,
∑
j≥1

P[|X| > vj ] <∞.

В этом случае найдется такой винеровский процесс Wv•,H,F (·), что

lim sup
n→∞

|Sn −Wv•,y•,H,F (n)|
rvn/c(α) + y0 logn

≤ 4Cabs <∞ п. н. (1.12)

Подчеркнем, что в отличие от (1.8) постоянная в правой части (1.12) абсо-
лютная. Условия теоремы 1 чуть слабее, чем у теоремы B, и (1.11) справедливо
в более широкой области, чем (1.5) и (1.6), так как yn ≤ Kn.

Кроме того, с точностью до абсолютной постоянной неравенство (1.11) яв-
ным образом зависит от вводимых в (1.9) и (1.10) характеристик y0 и yn ис-
пользуемой функции H(·) и распределения F величины X.

Отметим еще, что из (1.11) вытекает утверждение теоремы 3 работы [7]
в случае, когда d = 1 и nEH(X) ≥ 1.

1.3. Основной целью данной статьи является получение более общих ре-
зультатов, чем в приведенной теореме 1, причем для сумм разнораспределенных
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случайных величин. Эта задача будет сформулирована в § 2, и там же, после
введения соответствующих обозначений и условий, будут приведены основной
результат работы — теорема 2, а также несколько ее следствий.

Доказательству теоремы 2 посвящен § 3, а в § 5 проведен вывод всех след-
ствий, сформулированных в § 2. Справедливость некоторых лемм, используе-
мых в этих доказательствах, установлена в § 4.

Условимся, что в работе символы
∑

и sup будут использоваться только

вместо
∞∑
j=1

и sup
j

.

Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю благодарность рецензенту
за его полезные замечания.

§ 2. Основные результаты

2.1. Пусть ξ1, ξ2, . . . — последовательность независимых случайных вели-
чин, удовлетворяющих условиям

∀j Eξj = 0, 0 < Dξj <∞ и B2 :=
∑

Dξj ≤ ∞. (2.1)

Введем в рассмотрение случайную функцию S(·), полагая

S(tk) :=
∑
j≤k

ξj при tk :=
∑
j≤k

Dξj , k = 1, 2, . . . , (2.2)

и доопределяя S(·) монотонно на каждом из интервалов [tk−1, tk]. Тем самым
S(·) может быть как случайной ступенчатой функцией, так и непрерывной слу-
чайной ломаной. Отметим, что в дальнейшем не исключается также важный
частный случай, когда ξj ≡ 0 при j > n, т. е. когда случайная функция S(·)
построена по конечному числу величин ξ1, . . . , ξn.

Подчеркнем, что все введенные в этом пункте условия предполагаются вы-
полненными до конца статьи. При этом, не уменьшая общности, считаем, что
определенные выше величины {ξj} заданы на достаточно богатом вероятност-
ном пространстве т. е. что существует не зависящая от {ξj} случайная величина
ρ0, которая имеет равномерное распределение на [0, 1].

Условимся еще для функций f(·), определенных на достаточно широких
промежутках, использовать следующее обозначение:

‖f‖ ≡ ‖f(·)‖ := sup{|f(t)| : t ∈ [0, B2] ∩ [0,∞)}. (2.3)

2.2. Основной целью данной работы является получение в определенном
смысле неулучшаемых оценок для точности, с которой процесс S(·) можно ап-
проксимировать специально подобранным процессом броуновского движения.
Частным случаям именно этой задачи были посвящены упоминавшиеся во вве-
дении известные работы [1–3].

После работ [4, 5] следующее существенное продвижение в этой задаче было
сделано в работах автора [8–11], где результаты из [4, 5], относящиеся к принци-
пу инвариантности, были в той или иной форме обобщены на случай разнорас-
пределенных величин. Отметим, что многие из результатов этих работ автора
распространены на многомерный случай У. Айнмалем и А. Ю. Зайцевым (см.,
например, [7, 12–14]).
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В данной работе исследования из [8] будут продолжены в другом направ-
лении. Вместо близких к окончательным оценок в терминах

∑
EH(ξj) для

классов функций, содержащих функции H(x) = |x|α, постараемся получить до-
статочно простые оценки в терминах величин

∑
Dξj и supEH(|ξj |)/Dξj для

более широких классов функций H(·), включающих все функции из определен-
ных во введении классов H (x0, α).

Нам потребуются некоторые условия. Во-первых, будем предполагать су-
ществование такого числа y0, что

∀j σ2
j (y0) := E

[
ξ2j ; |ξj | ≥ y0

]
≤ Dξj/3, где 0 < y0 <∞. (2.4)

Во-вторых, нам потребуется такая функция λ(·) ≥ 0, что

∀j ∀y ≥ y0 Ej(y) := λ(y)E[|ξj |3eλ(y)|ξj |; |ξj | ≤ y] ≤ 3Dξj . (2.5)

Подчеркнем, что все результаты работы существенно зависят от того, какой
неслучайный уровень срезок y0 и какая неслучайная функция λ(·) будут участ-
вовать в условиях (2.4) и (2.5).

Введем обозначения

A(y) :=
∑

E[|ξj |; |ξj | ≥ y] ≤
∑ σ2

j (y)
y

, β2(y) :=
∑ σ4

j (y)
Dξj

, λ̄(y) := sup
u≥y

λ(u).

(2.6)
В основе всех результатов данной статьи лежит

Теорема 2. Пусть распределения случайных величин {ξj}, неслучайные yo
и функция λ(·) ≥ 0 удовлетворяют условиям (2.1), (2.4) и (2.5). В этом случае
можно построить винеровский процесс W (·) таким образом, что для всех x ≥ 0
и z ≥ 0 будут справедливы неравенства

∀y ≥ y0 P[‖S −W‖ ≥ C0x+ z + 2A(y0) + 2y; sup |ξj | ≤ y]

≤ Q(x, y, z) := x−2B2e−λ̄(y)x + 4e−z
2/β2(y0), (2.7)

P[‖S −W‖ ≥ C0x+ z + 2A(y0); ∀j |ξj | < y0] ≤ Q(x, y0, z), (2.8)

где C0 <∞ — абсолютная постоянная.
Более простой вид имеет

Следствие 2. Пусть распределения случайных величин {ξj}, функция
λ(·) и числа K0 и y0 удовлетворяют условиям (2.1), (2.5) и дополнительно

0 < K0 <∞,
∑

σ2
j (y0) ≤ K0y

2
0 , (2.9)

∀j y0λ̄(y0)σ2
j (y0) ≤ Dξj/3, y0λ̄(y0) ≥ 1. (2.10)

Тогда для определенного в теореме 2 процесса W (·) при всех y ≥ y0 и x ≥ K0y0
верно неравенство

P[‖S −W‖ ≥ 2C0x+ 2y; sup |ξj | ≤ y] ≤ x−2B2e−λ̄(y)x. (2.11)

Замечание 2.1. Отметим, что при y0 = ∞ утверждение (2.8) теоремы 2
также справедливо (см. замечание 3.1) и оно эквивалентно утверждениям дока-
занных ранее теорем 1 в [8, 10]. Как показано А. Ю. Зайцевым в [15], выполнение
условия (2.5) при λ(∞) > 0 эквивалентно классическому условию Бернштейна.
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Таким образом, при λ(∞) > 0 условие (2.5) является очень ограничительным.
Возможность в теореме 2 использовать условие (2.5) при y <∞ делает эту тео-
рему существенно более удобной для применения по сравнению с упомянутыми
результатами из [8, 10]. Тем более что правая часть в (2.7) и (2.8), а особенно в
(2.11) имеет достаточно простой вид.

Замечание 2.2. Во всех случаях чем больше величины λ(y) в (2.5), тем
точнее оценки (2.7) и (2.8). Из монотонности функций, стоящих под знаком ма-
тематического ожидания в левой части условия (2.5), вытекает, что, не умень-
шая общности, в (2.5) функцию λ(y) всегда можно заменять на λ̄(y).

Кроме того, нетрудно заметить, что

∀j ∀λ > 0 Mj(λ) := λE[|ξj |3eλ|ξj |; λ|ξj | ≤ 1] ≤ eEξ2j , (2.12)

т. е. при 0 ≤ λ(y) ≤ 1/y условие (2.5) выполнено автоматически. Значит, второе
ограничение в (2.10) не уменьшает общности. Однако вопрос о том, можно ли
использовать в (2.5) числа λ(y), много большие, чем 1/y, существенно зависит
от поведения хвостов распределений величин {ξj}.

Отметим, что выбор абсолютной постоянной в правой части условия (2.5)
не принципиален. В данной работе мы выбрали эту константу равной 3 из
желания, чтобы условие (2.5) автоматически выполнялось при λ(y) = c/y в
случае простой постоянной c = 1.

Замечание 2.3. Подчеркнем, что способ построения винеровского про-
цесса в теореме 2 зависит только от выбора числа y0, функции λ(·) и от вида
распределений величин {ξj}, т. е. винеровский процесс один и тот же при всех
x, y, z, что выгодно отличает теорему 2 от теоремы B и от утверждений, дока-
занных в § 6 работы [10]. Отметим, что платой за независимость процесса от y
является появление слагаемого 2y в левой части неравенства (2.7). В частности,
неравенство (2.7) в отличие от (2.8) теряет смысл при y0 = ∞.

2.3. Распространим на случай разнораспределенных слагаемых приведен-
ные во введении теорему 1 и следствие 1.

Следствие 3. Предположим, что числа ε и xε, функция H(·) и распреде-
ления случайных величин {ξj} удовлетворяют условиям

H(·) ∈H (x0, α), 0 < ε ≤ c(α) ≡ (α− 2)/α, 0 < x0 ≤ xε, (2.13)

∀j Gj(xε) := E[H(ξj); |ξj | ≥ xε] ≤ x−2
ε H1−ε(xε)Dξj/3. (2.14)

Пусть выполнены условия (2.1) и (2.9), причем y0 ≥ xε. В этом случае для
построенного в теореме 2 процесса W (·) при всех y ≥ y0, b ≥ 1 и by ≥ K0y0
имеет место неравенство

P[‖S −W‖ ≥ Cabsby; sup |ξj | ≤ y] ≤ B2

b2y2Hbε(y)
+

B2

b2y2e2by/xε
. (2.15)

Следствие 4. Предположим, что выполнены условия (2.1), (2.13) и (2.14).
Пусть неубывающая функция v(·) и число r таковы, что справедливы следую-
щие предположения:

∀n ≥ 1
∑
j≤n

σ2
j (v(tn)) ≤ v2(tn), v(0) ≥ 0, sup v(tj) =

∑
Dξj = ∞, (2.16)
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R1 :=
∑

P[|ξj | > v(tj)] <∞, R2 :=
∑ Dξj

Hr(v(tj))
<∞, r ≥ ε. (2.17)

В этом случае найдется такой винеровский процесс Wv•,ε,H,F•(·), что

lim sup
n→∞

|Sn −Wv•,ε,H,F•(tn)|
rv(tn)/ε+ xε log tn

≤ 4Cabs <∞ п. н., (2.18)

lim sup
t→∞

|S(t)−Wv•,ε,H,F•(t)|
rv(t)/ε+ xε log tn

≤ 4Cabs lim sup
n→∞

v(tn+1)
v(tn)

п. н. (2.19)

Отметим, что приведенная во введении теорема 1 является простым част-
ным случаем следствия 3, а следствие 1 немедленно вытекает из более общего
следствия 4. Кроме того, следствие 1 несложно извлечь непосредственно из
теоремы 1, для чего нужно внести несколько упрощений в доказательство след-
ствия 4, которое приведено в самом конце § 5.

§ 3. Доказательство теоремы 2

3.1. Из определения процесса S(·), приведенного в начале п. 2.1, нетрудно
понять, что этот процесс можно представить в виде

S(t) =
∑

ξjhj(t) при всех t ∈ [0, B2] ∩ [0,∞), (3.1)

где в качестве {hj(·)} можно брать любые монотонные функции, для которых
верны неравенства

∀j ≥ 1 hj(t′) = 0 ≤ hj(t′′) ≤ 1 = hj(t′′′) при 0 ≤ t′ ≤ tj−1 ≤ t′′ ≤ tj ≤ t′′′.

Предположим теперь, что нам заданы случайные величины {ζj}, у которых
средние могут быть ненулевыми, но которые удовлетворяют условиям

∀j λ0E[|ζj |3eλ0|ζj |] ≤ 6Dζj , Dζj > 0 и B̃2 :=
∑

Dζj <∞, (3.2)

где λ0 ≥ 0. Введем обозначения:

Z(·) :=
∑

(ζj −Eζj)hj(·), β̃j :=
√

Dξj −
√

Dζj , β̃2 :=
∑

β̃2
j . (3.3)

Следующее утверждение будет доказано в п. 4.1.

Лемма 3.1. Пусть независимые случайные величины {ζj} заданы на до-
статочно богатом вероятностном пространстве и удовлетворяют условиям (3.2)
при λ0 ≥ 0. В этом случае существует такой винеровский процесс W (·), что
справедливо неравенство

∀x, z ≥ 0 P[‖Z −W‖ ≥ C0x+ z] ≤ x−2B̃2e−λ0x + 4e−z
2/(2β̃2), (3.4)

где C0 <∞ — абсолютная постоянная.
Замечание 3.1. Если условие (2.5) верно при y = ∞ и λ0 := λ(∞) ≥ 0,

то из леммы 3.1 при {ζj ≡ ξj} вытекает, что в теореме 2 неравенство (2.8)
справедливо также, когда y0 = ∞, z = A(∞) = 0 и Q(x,∞, 0) = x−2B2e−λ(∞)x.

Таким образом, лемму 3.1 можно рассматривать как усиление теоремы 2
при y0 = ∞.

Замечание 3.2. Подчеркнем, что при фиксированных числах λ0 и {tj}
способ построения винеровского процесса в лемме 3.1, как и в теореме 1 в [10],
зависит только от вида функций распределения {Fj(·)} случайных величин {ζj}.
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В силу основного утверждения заметки А. В. Скорохода [6] это означает, что
существует такая функция �, что

W (·) = �(Z(·), ρ, λ0, F•),

где случайная величина ρ не зависит от S(·) и равномерно распределена на [0, 1].

3.2. Введем следующие обозначения:

U := max{y0, sup |ξj |}, ν := inf{m : |ξm| = U}, (3.5)

причем всегда полагаем, что ν = ∞ в случае, когда |ξj | < U при всех j. Из
условия (2.4) следует, что

∀j ∀u ≥ y0 pj(u) := P[|ξj | < u] > 0. (3.6)

Значит, при u ≥ y0 можно ввести в рассмотрение случайные величины со сле-
дующими распределениями:

P[ζj,u,m < x] = Fj,u,m(x) :=
{

P[ξj < x | |ξj | < u], если j < m,

P[ξj < x | |ξj | ≤ u], если j ≥ m.
(3.7)

Подчеркнем, что в (3.7) и всюду далее в этом параграфе числа y0, u и индекс
m могут принимать любые из следующих значений:

u ≥ y0 > 0 и m ∈ {0, 1, 2, . . . } ∪ {∞}. (3.8)

Предположим, что при каждом возможном значении u и m из (3.8) зада-
на не зависящая от последовательности {ξj} случайная величина ξu,m, которая
имеет функцию распределения Fm,u,m(·). Условимся, что далее символ I(A)
обозначает индикатор события A, и введем в рассмотрение случайные величи-
ны:

δj := (ξj − ξU,j)I(j = ν) и ζ̃j := ξjI(j 6= ν) + ξU,jI(j = ν) = ξj − δj (3.9)

при j = 1, 2, . . . .

Лемма 3.2. Если верно условие (3.6), то при всех возможных значениях u
и m из (3.8) условное распределение последовательности {ζ̃j} при условии, что
U = u и ν = m, с вероятностью 1 совпадает с распределением последователь-
ности независимых случайных величин {ζj,u,m}, имеющих определенные в (3.7)
функции распределения {Fj,u,m(·)}.

Это утверждение немедленно вытекает из определения (3.9).
При любых u и m из (3.8) введем в рассмотрение функции

au,m(·) :=
∑

Eζj,u,mhj(·), Zu,m(·) :=
∑

(ζj,u,m −Eζj,u,m)hj(·),

ã(·) := aU,ν(·), Z̃(·) :=
∑

ζjhj(·)− ã(·).
(3.10)

Следующие вспомогательные леммы доказаны в п. 4.2.

Лемма 3.3. Если выполнены условия (2.1) и (2.4), то верно предположение
(3.6) и при всех возможных значениях u и m из (3.8) справедливы неравенства

∀j σ2
j,u,m := Dζj,u,m > 0, B2

u,m :=
∑

Dζj,u,m ≤ B2, (3.11)

‖au,m‖ ≤ 2A(u), β2
u,m :=

∑
(
√

Dξj − σj,u,m)2 ≤ β2(u)/2, (3.12)

где величины A(·) и β(·) определены в (2.6).
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Лемма 3.4. Если верны условия (2.1), (2.4) и (2.5), то при всех возможных
значениях u и m из (3.8) имеет место неравенство

∀j λ(u)Egλ(u)(ζj,u,m) ≤ 6Dζj,u,m, где gλ(x) := |x|3eλ|x|. (3.13)

3.3. Поскольку требуемые неравенства (2.7) и (2.8), очевидно, верны при
B = ∞, в этом параграфе считаем, что B < ∞, и будем рассматривать S(·)
как случайный процесс, определенный на [0, B2], траектории которого с ве-
роятностью 1 принадлежат некоторому сепарабельному подпространству D0
пространства всех функций, не имеющих разрывов второго рода. Здесь D0
рассматривается как пространство функций с введенной в (2.3) равномерной
нормой и соответствующей борелевской σ-алгеброй. При этом предполагаем,
что D0 содержит все непрерывные функции, так что с вероятностью 1 этому
пространству принадлежат траектории любого стандартного винеровского про-
цесса W (·), определенного на [0, B2].

Используя функцию � из замечания 3.2, построим теперь случайные про-
цессы, полагая

Wu,m(·) := �(Zu,m(·), ρu,m, λ̄(u), F•,u,m),

W (·) := �(Z̃(·), ρ0, λ̄(U), F•,U,ν),
(3.14)

где случайная величина ρ0 определена в конце п. 2.1, а величины ρu,m также
имеют равномерные распределения на [0, 1] и предполагаются не зависящими
от величин {ζj,u,m}, искусственно введенных в лемме 3.2.

Лемма 3.5. Если верны условия (2.1), (2.4) и (2.5), то при всех возмож-
ных значениях u и m из (3.8) построенный в (3.14) процесс Wu,m(·) является
стандартным винеровским. Кроме того,

∀x, z ≥ 0 Pu,m(x, z) := P[‖Zu,m −Wu,m‖ ≥ C0x+ z] ≤ Q(x, u, z), (3.15)

где функция Q(x, u, z) определена в (2.7).
Доказательство. Из утверждения (3.13) леммы 3.3 вытекает, что усло-

вие (3.2) леммы 3.1 будет выполнено, если в лемме 3.1 положить λ0 = λ̄(u) и
заменить величины {ζj} на {ζj,u,m}. Значит, после указанных замен останется
справедливым и утверждение (3.4) этой леммы, которое примет вид

∀x, z ≥ 0 Pu,m(x, z) ≤ x−2B2
u,me

−λ̄(u)x + 4e−z
2/(2β2

u,m). (3.16)

Поскольку Bu,m ≤ B и βu,m ≤ β(u) ≤ β(y0) ввиду (3.11), (3.12) и (2.6), то (3.16)
влечет (3.15). �

Лемма 3.6. Если верны условия (2.1), (2.4) и (2.5), то построенный в (3.14)
процесс W (·) стандартный винеровский, не зависящий от случайных величин U
и ν. Кроме того, при всех возможных значениях u и m из (3.8)

∀x, z ≥ 0 P̃u,m(x, z) := P[‖Z̃−W‖ ≥ C0x+z; U = u, ν = m] ≤ Q(x, u, z). (3.17)

Доказательство. Из леммы 3.2 и формулы (3.14) с учетом определений
(3.10) нетрудно понять, что имеет место следующее важное свойство: при всех
возможных значениях u и m из (3.8) условное совместное распределение пары
процессов (Z̃(·),W (·)) в пространстве D0 ×D0 при условии, что U = u и ν = m,
с вероятностью 1 совпадает с совместным распределением в этом пространстве
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пары (Zu,m(·),Wu,m(·)). В частности, из этого факта немедленно следует сов-
падение введенных в (3.15) и (3.17) вероятностей:

∀u,m ∀x, z ≥ 0 P̃u,m(x, z) ≡ Pu,m(x, z). (3.18)

Кроме того, из этого важного свойства вытекает, что при всех возможных
значениях u и m из (3.8) условное распределение процесса W (·) в простран-
стве D0 при условии, что U = u и ν = m, с вероятностью 1 является распреде-
лением W в этом пространстве стандартного винеровского процесса, т. е. это
условное распределение W одно и то же при всех возможных значениях u и
m случайных величин U и ν. Эти свойства условных распределений и означа-
ют, что W (·) — стандартный винеровский процесс, не зависящий от случайных
величин U и ν.

Оценка (3.17) вытекает из (3.18) и (3.15). �

3.4. Завершим вывод теоремы 2. Из (3.1), (3.9) и (3.10) имеем

S(·) := Z̃(·) + ã(·) + δνhν(·) при h∞(·) ≡ 0 = δ∞. (3.19)

Следовательно,

‖S −W‖ ≤ ‖Z̃ −W‖+ ‖ã‖+ 2U‖hν‖, где ‖a‖ = ‖aU,ν‖ ≤ 2A(y0). (3.20)

Второе неравенство в (3.20) доказано в (3.12).
Введем упрощенные обозначения

Qu,m(x) := P[‖S −W‖ ≥ x | U = u, ν = m], x0 := C0x+ z + 2A(y0). (3.21)

В этих обозначениях из определений (3.5) нетрудно извлечь, что

P[‖S −W‖ > x0 | ∀j |ξj | < y0] = Qu,∞(x0), (3.22)

Qy := P[‖S −W‖ > x0 + 2y; sup |ξj | ≤ y] ≤ sup
m

sup
y0≤u≤y

Qu,m(x0 + 2y). (3.23)

С другой стороны, из (3.20), (3.21) и (3.17) находим, что

∀x, z ≥ 0 Qu,m(x0 + 2u‖hm‖) ≤ P̃u,m(x, z) ≤ Q(x, u, z) (3.24)

при всех возможных значениях u и m из (3.8). Поскольку ‖h∞‖ = 0 ввиду (3.19),
из (3.22) и (3.24) получаем (2.8).

Далее, так как ‖hm‖ ≤ 1 при всех m, из (3.23) и (3.24) вытекает, что

Qy ≤ sup
y0≤u≤y

Q(x, u, z) = Q(x, y, z), (3.25)

ибо λ̄(u) ≥ λ̄(y) при u ≤ y. Из (3.23) и (3.25) немедленно следует (2.7).

§ 4. Доказательства вспомогательных лемм

4.1. Доказательство леммы 3.1 будет проведено в несколько этапов.

Лемма 4.1. Если выполнено условие (3.2), то при λ = λ0/24 ≥ 0 справед-
ливо неравенство

∀j E
[
ξ̃2j e

λ|ξ̃j |
]
≤ 3Dξ̃j , где ξ̃j := ζj −Eζj . (4.1)
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Доказательство. Введенная в (3.13) функция gλ(·) выпукла и четна при
всех λ ≥ 0. Следовательно,

g2λ(ξ̃j/2) = g2λ((ζj −Eζj)/2) ≤ g2λ(ζj)/2 + g2λ(−Eζj)/2

и g2λ(−Eζj) = g2λ(Eζj) ≤ Eg2λ(ζj). Значит, Eg2λ(ξ̃j/2) ≤ Eg2λ(ζj) и

Egλ(ξ̃j) = 8Eg2λ(ξ̃j/2) ≤ 8Eg2λ(ζj) ≤ 8Egλ0(ζj) при 2λ ≤ λ0. (4.2)

Так как e|x| ≤ 1 + |x|e|x|, из (4.2) имеем

E
[
ξ̃2j e

λ|ξ̃j |
]
≤ Eξ̃2j + λEgλ(ξ̃j) ≤ Eξ̃2j + 8λEgλ0(ζj) ≤ Eξ̃2j + 48λDζj/λ0. (4.3)

Отметим, что последнее неравенство в (4.3) вытекает из условия (3.2).
Поскольку Eξ̃2j = Dξ̃j = Dζj , из (4.3) вытекает справедливость (4.1) при

λ = λ0/24. �

Введем в рассмотрение функцию T (·), полагая T (0) = 0 и доопределяя ее
последовательно при k = 1, 2, . . . на промежутках [tk−1, tk] как

T (t)− T (tk−1) = d2
k(t− tk−1), где d2

k := Dζk/Dξk. (4.4)

Так как Dξj > 0 и Dζj > 0 при всех j в силу (2.1) и (3.2), функция T (·) непре-
рывна и строго возрастает, и мы можем определить обратную к ней непрерыв-
ную строго возрастающую функцию T−1(·). Положим

S̃(·) := Z(T−1(·)) и t̃k := T (tk) ≡
∑
j≤k

Dζj для всех k ≥ 0. (4.5)

Лемма 4.2. Пусть выполнены все условия леммы 3.1. В этом случае суще-
ствуют такой винеровский процесс W̃ (·) и такая абсолютная постоянная c0 > 0,
что неравенство

c0E[�̃2ec0λ0�̃/24] ≤ B̃2 ≡
∑

Dζj (4.6)

справедливо для величины �̃, определенной следующим образом:

�̃ := sup{|S̃(t̃)− W̃ (t̃)| : 0 ≤ t̃ ≤ B̃2}. (4.7)

Доказательство. Из определений (3.3), (4.5) и (4.7) нетрудно извлечь,
что

∀k ≥ 0 S̃(t̃k) = Z(tk) =
∑
j≤k

ξ̃j и DS̃(t̃k) := DZ(tk) = t̃k =
∑
j≤k

Dζj . (4.8)

Сравнивая (2.2) и (4.8), нетрудно заметить, что если в определении процесса
S(·) величины {ξj} заменить на {ξ̃j}, то получим процесс S̃(·). Так как еще
выполнено (4.1), имеем право воспользоваться утверждением теоремы 1 в [10]
при {ξj := ξ̃j} и λ := λ0/24. Из этой теоремы немедленно получим требуемое
утверждение леммы 4.2. �

Лемма 4.3. Если выполнены все условия леммы 3.1, то существует такая
абсолютная постоянная C0 <∞, что

∀x ≥ 0 P[‖Z − Y ‖ ≥ C0x] ≤ x−2B̃2e−λ0x при Y (·) := W̃ (T (·)). (4.9)
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Доказательство. Поскольку функция T (·) непрерывна и строго возрас-
тает, полагая t̃ = T (t) в (4.7), получаем

�̃ = sup{|S̃(T (t))− W̃ (T (t))| : 0 ≤ t ≤ B2} = ‖Z − Y ‖, (4.10)

так как S̃(T (·)) = Z(·) и W̃ (T (·)) = Y (·) в силу определений из (4.5) и (4.9).
Используя неравенство Чебышёва, из оценки (4.6) имеем

P[�̃ ≥ C0x] ≤ c0E[�̃2ec0λ0�̃/24]
c0(C0x)2ec0λ0(C0x)/24 ≤

B̃2

c0C2
0x

2eλ0xc0C0/24
≤ B̃2

x2eλ0x
(4.11)

при C0 := max{7, 24/c0, 1/
√
c0}. Из (4.10) и (4.11) немедленно вытекает утвер-

ждение леммы 4.3. �

Определим непрерывный гауссовский процесс W (·) с независимыми прира-
щениями, последовательно полагая W (0) = 0 и
W (t)−W (tk−1) = (Y (t)− Y (tk−1))/dk при t ∈ [tk−1, tk], k = 1, 2, . . . . (4.12)

Лемма 4.4. Если выполнены все условия леммы 3.1, то W (·) — стандарт-
ный винеровский процесс. Если дополнительно β̃ <∞, то

∀z > 0 P[‖Y −W‖ ≥ z] ≤ 2P[|W (β̃2)| ≥ z] ≤ 4e−z
2/(2β̃2). (4.13)

Доказательство. Используя последовательно определения (4.12), (4.9),
(4.4) и учитывая, что процесс W̃ (·) винеровский, получаем

D[W (t)−W (tk−1)] = D[Y (t)− Y (tk−1)]/d2
k

= D[W̃ (T (t))− W̃ (T (tk−1))]/d2
k = (T (t)− T (tk−1))/d2

k = t− tk−1

при t ∈ [tk−1, tk] и k = 1, 2, . . . . Таким образом, процессW (·) также винеровский.
Далее, из (4.12) следует, что для процесса �(·) := W (·) − Y (·) справедливо
представление

�(t)−�(tk−1) = (dk − 1)(W (t)−W (tk−1)) при t ∈ [tk−1, tk], k = 1, 2, . . . .
Значит, �(·) — непрерывный гауссовский процесс с независимыми приращени-
ями, причем

D�(B2) =
∑

(dj − 1)2D[W (t)−W (tj−1)] =
∑

(dj − 1)2(t− tj−1) =
∑

β̃2
j = β̃2.

Следовательно, при β̃ <∞ из неравенства Леви имеем
P[‖�̃‖ ≥ z] ≤ 2P[|�(B2)| ≥ z] = 2P[|W (β̃2)| ≥ z].

Отсюда немедленно получаем (4.13). �

Доказательство леммы 3.1. При β̃ <∞ нужно воспользоваться утвер-
ждениями лемм 4.3 и 4.4, а также учесть простое неравенство ‖Z − W‖ ≤
‖Z − Y ‖+ ‖Y −W‖. При β̃ = ∞ неравенство (3.4) также верно, ибо его правая
часть больше 1. �

4.2. В этом пункте докажем леммы 3.3 и 3.4. С целью упростить обозна-
чения фиксируем значения чисел u ≥ y0, j и m, допуская, что m = ∞. Введем
обозначения

ξ := ξj , I :=
{

I(|ξ| < u), если j < m,

I(|ξ| ≤ u), если j ≥ m,
ak := E[ξkI], (4.14)

где k = 0, 1, 2. При выполнении условий (2.1) и (2.4)
Eξ = 0, σ2 := Dξ > 0, ā2 ≤ σ2/3, где āk := E[ξkI], I := 1− I. (4.15)

Нетрудно понять, что из (4.14) и (4.15) вытекают соотношения
a0 + ā0 = 1, a1 + ā1 = Eξ = 0, a2 + ā2 = σ2 ≤ a2 + σ2/3. (4.16)
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Лемма 4.5. Если справедливы условия (2.1) и (2.4), то

ā0 ≤ 1/3, a0 ≥ 2/3, |a1| ≤ E[|ξ|I], (4.17)

a2
1/a0 ≤ ā0σ

2/2, 0 ≤ δ := a0ā2 − ā0a2 + a2
1/a0 ≤ a0ā2. (4.18)

Доказательство. Дважды используя идею Чебышёва и учитывая (4.14)
и (4.16), получаем

(2/3)ā0 ≤ ā0a2 ≤ ā0u
2a0 ≤ ā2a0 ≤ a0/3 = 1− ā0/3.

Отсюда немедленно вытекают первые два неравенства в (4.17) и оценка δ ≥ 0.
Так как a1 = −ā1 ввиду (4.16), верно и последнее неравенство в (4.17).

Кроме того, из этого факта и неравенства Шварца имеем

a2
1 =

(
−ā2

1
)

= (E[ξI · I])2 ≤ E[ξ2I
2
]E[I

2
] = ā2ā0 ≤ ā0σ

2/3, (4.19)

где использовано последнее условие в (4.15). Из (4.19) и (4.17) следует первая
оценка в (4.18). Поскольку a0a2 ≥ (2/3)2σ2 ввиду (4.15) и (4.17), из (4.19)
вытекает также неравенство δ ≤ a0ā2. �

Поскольку a0 > 0, определено распределение величины ζ := ζj,u,m, причем
в силу (3.7) и (4.14) это распределение совпадает с условным распределением
случайной величины ξ при условии, что I = 1. Следовательно, для любой
неотрицательной функции g(·)

Eg(ζ) = E[g(ξ)I]/a0 и Eζk = ak/a0, k = 0, 1, 2. (4.20)

Лемма 4.6. Если выполнены условия (2.1) и (2.4), то

2Dζ ≥ Dξ/a0 > 0, Dζ ≤ Dξ, (4.21)

|Eζj,u,m| ≤ 2E[|ξj |; |ξj | ≥ u], 2(
√

Dξj − σj,u,m)2 ≤ σ4
j (u)/Dξj . (4.22)

Доказательство. Из (4.17) и (4.20) вытекает первая оценка в (4.22), по-
скольку |a1|/a0 ≤ 2|a1|. Далее, ввиду (4.20)

a0Dζ = a2 − a2
1/a0 = σ2 − ā2 − a2

1/a0 ≥ σ2 − σ2/3− σ2/6 = σ2/2, (4.23)

что доказывает первое неравенство в (4.21). Исходя из (4.23) и применяя (4.18),
нетрудно получить, что

0 ≤ σ2 −Dζ = δ/a0 ≤ ā2 ≤ σ2
j (u) ≤ σ2/3, (4.24)

где использовано (2.4). Отсюда следует второе неравенство в (4.21). Посколь-
ку Dζ = Dζj,u,m = σ2

j,u,m, из (4.24) имеем

(σ − σj,u,m)2 =
(σ2 −Dζ)2

(σ + σj,u,m)2
≤ σ4(u)
σ2(1 +

√
1− 1/3)2

≤ σ4(u)
2σ2 .

Значит, получена и вторая оценка в (4.22). �

Доказательство леммы 3.3. При ζ = ζj,u,m из оценок (4.21) вытекают
неравенства (3.11). Далее, ‖au,m‖ ≤

∑
|Eζj,u,m| ввиду определения (3.10), по-

скольку ‖hj‖ ≤ 1. Суммируя оценки в (4.22), получим неравенства (3.12), если
воспользуемся определениями (2.6) величин A(·) и β(·). �
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Доказательство леммы 3.4. Поскольку I ≤ I(|ξ| ≤ u) в силу (4.14), из
условия (2.5) при y = u следует, что λ(u)E[gλ(u)(ξ)I] ≤ 3Dξ. Отсюда и из (4.21)
имеем

λ(u)Egλ(u)(ζ) = λ(u)E[gλ(u)(ξ)I]/a0 ≤ 3Dξ/a0 ≤ 3 · 2Dζ = 6Dζ.

Эта цепочка неравенств доказывает (3.13). �

4.3. Рассмотрим некоторые свойства функций из классаH (x0, α). Ниже в
этом пункте будем всюду предполагать, часто этого не оговаривая, что выпол-
нено условие (2.13). Также будем использовать обозначения h(x) = x−1 logH(x)
и hγ(x) = H(x)/xγ , введенные в § 1.

Лемма 4.7. Если x ≥ xε, то

∀b ≥ 1 H(bx) ≥ bαH(x) и
x2

H1−ε(x)
≤ x2

ε

H1−ε(xε)
. (4.25)

Доказательство. Из определения класса H (x0, α) вытекает, что если
0 ≤ γ ≤ α, то функция hγ(x) не убывает при x ≥ x0. При γ = α отсюда следует
первое неравенство в (4.25). Но в этом случае функция

fε(x) := H(x)1−ε/x2 = h1−ε
γ (x) при 0 ≤ γ = 2/(1− ε) ≤ α (4.26)

также не убывает, когда x ≥ x0. Так как условие в (4.26) выполнено при 0 < ε ≤
c(α), функция 1/fε(x) не возрастает для ε из (2.13). Из этого факта вытекает
второе неравенство в (4.25). �

Лемма 4.8. Если x ≥ xε, то
∀j Hε(y0)σ2

j (y0) ≤ Gj(xε)x2
ε/H

1−ε(xε) при y0 ≥ xε. (4.27)
Доказательство. Из идеи Чебышёва при I∗ := I(|ξj | ≥ y0) имеем

ξ2j I∗ ≤ ξ2j I∗h2(|ξj |)/h2(y0) = H(ξj)I∗y2
0/H(y0).

Домножая это соотношение на Hε(y0) и переходя к математическим ожидани-
ям, находим, что

Hε(y0)σ2
j (y0) ≤ Hε(y0)Gj(y0)y2

0/H(y0) ≤ Gj(xε)y2
0/H

1−ε(y0).
Отсюда и из второго неравенства в (4.25) при x = y0 ≥ xε получаем (4.27). �

Лемма 4.9. Если y ≥ x ≥ xε и 0 ≤ λ(y) ≤ εh(y)/2, то
λ(y)gλ(y)(x) ≤ (2e)−1H(x)x2

ε/H1−ε(xε). (4.28)
Доказательство. При сделанных предположениях h(y) ≤ h(x) ввиду

условия (c), а потому 2λ(y) ≤ εh(x). Значит, из определения (3.2) функции
gλ(·) вытекает, что

2λ(y)x3eλ(y)x ≤ x2e2λ(y)x−1 ≤ x2eεh(x)x−1 = x2eε logH(x)−1 = e−1x2Hε(x).
Отсюда и из второго неравенства в (4.25) следует (4.28). �

Лемма 4.10. Если x ≥ xε и 0 ≤ λ(y) ≤ min{1/xε, εh(y)/2}, то
∀j Ej(y) ≤ eEξ2j + (2e)−1Gj(xε)x2

ε/H
1−ε(xε). (4.29)

Доказательство. Из утверждения леммы 4.9 немедленно вытекает, что
M j(y) := λ(y)E[|ξj |3eλ(y)|ξj |; xε ≤ |ξj | ≤ y]

≤ E
[
(2e)−1H(ξj)x2

ε/H1−ε(xε); xε ≤ |ξj |
]

= (2e)−1Gj(xε)x2
ε/H

1−ε(xε). (4.30)
При сделанных в лемме предположениях λ(y)xε ≤ 1, стало быть, при λ =

λ(y) интервалы, по которым берутся математические ожидания в (2.12) и (4.30),
имеют общую точку xε. Значит, Ej(y) ≤ Mj(λ(y)) + M j(y), т. е. левая часть
в (4.29) не превосходит суммы правых частей в (2.12) и (4.30). �
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Лемма 4.11. Если функция H(·) принадлежит классу H (x0, α), то H(x)
≥ 1 при всех x ≥ x0.

Доказательство. Если ε0 := H(x) < 1, то ε0 ≥ H(x0) > 0 ввиду усло-
вия (а). Но в этом случае H(bx) ≥ bαε0 > 1 > H(x) > 0 при достаточно
большом b в силу первого неравенства в (4.25). Значит, h(bx) > 0 > h(x) по
свойству логарифмов, что противоречит невозрастанию функции h(·). �

§ 5. Доказательства следствий

5.1. Доказательство следствия 2. Прежде всего заметим, что
z2 ≥ x2 +K0y0x/3 при z = x+K0y0/6, (5.1)

β2(y0) ≤
∑ σ2

j (y0)

3y0λ̄(y0)
≤ K0y2

0

3y0λ̄(y0)
=

K0y0

3λ̄(y0)
≤ K0y0

3λ̄(y)
. (5.2)

Действительно, первая оценка в (5.2) получится, если в определение (2.6) вели-
чины β2(y) подставить неравенство из первого условия в (2.10). Вторая оценка
в (5.2) вытекает из условия (2.9), а последнее неравенство в (5.2) очевидно, так
как λ̄(y0) ≥ λ̄(y).

Отметим еще, что β2(y0) ≤
∑

Dξj/9 = B2/9 ввиду условия (2.4) и опреде-
ления (2.6). Из этого факта, (5.1) и (5.2) находим, что

z2

β2(y0)
≥ x2

β2(y0)
+
K0xy0/3
β2(y0)

≥ x2

B2/9
+

K0xy0/3
K0y0/(3λ̄(y))

=
9x2

B2 + λ̄(y)x.

Так как e−x < 1/x при всех x > 0, то

4e−z
2/β2(y) ≤ e−9x2/B2

e−λ̄(y)x < (4B2)/(9x2)e−λ̄(y)x. (5.3)
Из определения (2.7) и (5.3) при z, введенном в (5.1), имеем

Q(3x/2, u, z) <
B2

(3x/2)2
e−λ̄(y)(3x/2) +

4B2

9x2 e
−λ̄(y)x <

B2

x2 e
−λ̄(y)x. (5.4)

Заметим еще, что A(y0) ≤ K0y0 в силу неравенств из (2.6) и (2.9). Поэтому
C0(3x/2) + z + 2A(y0) ≤ 3C0x/2 + (x+K0y0/6) + 2K0y0 ≤ 2C0x (5.5)

при x ≥ K0y0 и C0 ≥ 7.
Подставляя оценки (5.4) и (5.5) в (2.7), получаем (2.11). �

5.2. Всюду в этом пункте предполагаются выполненными все условия след-
ствия 3. При этом будем различать следующие три варианта, отличающиеся
поведением величины εh(y) = (ε/y) logH(y):

(A) εh(y)/2 < λ(y) = 1/y ≤ 1/xε, e−2λ(y)by < e−bε logH(y) = H−bε(y);
(B) 1/y ≤ λ(y) = εh(y)/2 ≤ 1/xε, e−2λ(y)by = e−bε logH(y) = H−bε(y);
(C) 1/y ≤ λ(y) = 1/xε < εh(y)/2, e−2λ(y)by = e−2by/xε .
Подчеркнем, что основным здесь является случай (B), но не удается обой-

тись без рассмотрения двух других вариантов.

Лемма 5.1. Если выполнены предположения следствия 3, то верно усло-
вие (2.5).

Доказательство. В случае (A) неравенство (2.5) очевидным образом вы-
текает из (2.12). В случаях (B) и (C) можем воспользоваться утверждением
леммы 4.10. В итоге, подставляя (2.14) в (4.29), получаем

∀j Ej(y) ≤ eEξ2j + (2e)−1Dξj/3 < 3Dξj .

Значит, неравенство (2.5) справедливо во всех возможных случаях. �
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Лемма 5.2. Если выполнены предположения следствия 3, то верно усло-
вие (2.10).

Доказательство. Воспользуемся утверждением леммы 4.8. Подставляя
(2.14) в (4.27), при всех j имеем

Hε(y0)σ2
j (y0) ≤ Dξj/3, 3y0λ(y0)σ2

j (y0)/Dξj ≤ c∗ := y0λ(y0)H−ε(y0). (5.6)

Чтобы получить (2.10), надо показать, что c∗ ≤ 1.
Если при y = y0 имеет место случай (A), то y0λ(y0) = 1 и H(y0) ≥ 1 ввиду

леммы 4.11. Значит, в этом случае c∗ ≤ 1 в силу (5.6).
Если при y = y0 имеем случай (B) или (C), то 2y0λ(y0) ≤ ε logH(y0) и

2c∗ ≤ (ε logH(y0))H−ε(y0) = xe−x ≤ e−1 < 2 при x = ε logH(y0).

Таким образом, получаем (2.10) во всех случаях. �

Доказательство следствия 3. Заметим прежде всего, что во всех слу-
чаях (A), (B) или (C)

e−2λ(y)by ≤ max{H−bε(y), e−2by/xε} ≤ H−bε(y) + e−2by/xε . (5.7)

Из лемм 5.1 и 5.2 вытекает, что выполнение условий следствия 3 достаточ-
но для справедливости также всех условий следствия 2. Значит, можно вос-
пользоваться утверждением (2.11) этого следствия. Подставляя (5.7) в (2.11),
получаем (2.15). �

5.3. Всюду в этом пункте предполагаем выполненными все условия след-
ствия 4. При фиксированных числах ε и r ≥ ε положим

V (t) := v(t) + (εxε/r) log t, N0 := min{n : tn ≥ 1, v(tn) ≥ xε},
J0 := {n : 0 < n ≤ N0}, T0 := [0, tN0 ], U0 := V (tN0).

(5.8)

Поскольку определенная выше функция V (·) неубывающая, при l = 1, 2, . . . мы
можем ввести обозначения

Ul := 2lU0, Nl := max{n : V (tn) ≤ Ul}, v̄l := V (tNl−1+1)/V (tNl−1),
Jl := {n : Nl−1 < n ≤ Nl}, Tl := [tNl−1 , tNl ], v̄(t) := sup{v̄l : tNl−1 ≤ t}.

(5.9)

В частности, из (5.8) и (5.9) нетрудно найти, что

∀l ≥ 0 ∀j ≤ Nl Ul ≥ v(tNl) ≥ v(tj), Ul ≥ (εxε/r) log tj . (5.10)

Лемма 5.3. Если n ∈ Jl 6= ∅ при некотором l > 0, то

U l :=
l∑

k=0

Uk < 4V (tNl−1+1) ≤ 4V (tn) и U l < 4V (t)v̄(t) ∀t ∈ Tl. (5.11)

Доказательство. Так как Uk = 2kU0, то U l < 2l+1U0 = 4 · 2l−1U0. Чтобы
из этого факта извлечь (5.11), надо воспользоваться неравенствами

V (tNl−1+1) > 2l−1U0, U l/V (t) < 4V (tNl−1+1)/V (tNl−1) = 4v̄l ≤ 4v̄(t),

которые немедленно вытекают из определений (5.8) и (5.9). �
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Лемма 5.4. Можно построить независимые винеровские процессы Wl(·),
l = 1, 2, . . . , определенные на [0,∞) таким образом, что для величин

�l := sup{|S(tNl−1 + t)− S(tNl−1)−Wl(t)| : 0 ≤ t ≤ tNl − tNl−1} (5.12)

будут верны неравенства

P[�l > CabsUlr/ε] ≤
∑
j∈Jl

P[|ξj | > Ul] +
∑
j∈Jl

ε2Dξj
r2U2

l H
r(Ul)

+
∑
j∈Jl

ε2Dξj
r2U2

l t
2
Nl

. (5.13)

Доказательство. Нетрудно убедиться, что условия в следствии 4 подо-
браны таким образом, чтобы из них автоматически при всех n вытекала спра-
ведливость при y0 ≥ v(tn) и K0 = 1 всех предположений следствия 3 для слу-
чайных величин {ξj , 1 ≤ j ≤ n}. Значит, при всех l ≥ 0 условия следствия 3 тем
более верны для случайных величин

{ξNl−1+j , 1 ≤ j ≤ Nl −Nl−1 + 1} при y = y0 = Ul и b = r/ε ≥ 1. (5.14)

Заменяя в следствии 3 случайные величины {ξj} величинами из (5.14),
немедленно получим существование винеровского процесса Wl(·), удовлетво-
ряющего (5.13), если заметим, что в рассматриваемом случае первоначальный
процесс S(t) надо заменить процессом S(tNl−1 + t)−S(tNl−1). Еще надо исполь-
зовать оценки (5.10), чтобы упростить правую часть в (5.13).

Поскольку множества Jl, l ≥ 0, среди которых могут быть и пустые, по-
парно не пересекаются по построению в (5.9), при различных l ≥ 0 наборы слу-
чайных величин из (5.14) взаимно независимы. Значит, винеровские процессы
Wl(·), l = 1, 2, . . . , также можно выбирать взаимно независимыми. �

Лемма 5.5. Существует такая случайная величина Ñ , что

P[Ñ <∞] = 1 и �l ≤ CabsUlr/ε при всех l > Ñ.

Доказательство. Складывая оценки (5.13) и учитывая обозначения R1
и R2 из (2.17), находим∑

l≥1

P[�l > CabsUlr/ε] ≤ R1 +
ε2

r2U0

(
R2 +

∑
j>N0

Dξj/t
2
j

)
<∞. (5.15)

При выводе последнего неравенства в (5.15) использована оценка∑
j>N0

Dξj/t
2
j =

∑
j>N0

(tj − tj−1)/t2j ≤
∫

t>tN0

dt/t2 = 1/tN0 <∞.

Из (5.15) и закона нуля или единицы вытекает требуемое утверждение. �

Доказательство следствия 4. Построим винеровский процессW (·), по-
лагая W (0) := 0 и определяя последовательно, когда l = 1, 2, . . . ,

W (t) := W (tNl) +Wl(t− tNl) при 0 ≤ t ≤ tNl − tNl−1 . (5.16)

Введем нормы разностей

�(t) := sup{|S(τ)−W (τ)| : 0 ≤ τ ≤ t},
�n := max{|S(tk)−W (tk)| : 1 ≤ k ≤ n}.

(5.17)
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Если Jl 6= ∅ при некотором l > 0, то из определений (5.12), (5.16) и (5.17) с
учетом лемм 5.3 и 5.5 вытекают следующие оценки:

∀n ∈ Jl �n ≤ �(tÑ ) + Cabs(r/ε)U l < �(tÑ ) + 4CabsrV (tn)/ε,

∀t ∈ Tl �(t) ≤ �(tÑ ) + Cabs(r/ε)U l < �(tÑ ) + 4CabsrV (t)v̄(t)/ε.

Из этих неравенств следует, что при всех n ≥ Ñ и t ≥ tÑ

�n < �(tÑ ) + 4CabsrV (tn)/ε и �(t) < �(tÑ ) + 4CabsrV (t)v̄(t)/ε.

Отсюда немедленно получаем требуемые соотношения (2.18) и (2.19). �
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