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Аннотация. С использованием понятия амебы алгебраического множества сфор-
мулирован многомерный аналог условия: все корни полинома по модулю меньше
единицы. Доказано, что этот аналог является необходимым и достаточным усло-
вием устойчивости задачи Коши для полиномиального разностного оператора с
постоянными коэффициентами.
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Введение

Одномерная теория линейных разностных уравнений строится аналогично
теории линейных обыкновенных дифференциальных уравнений и имеет вполне
завершенный вид (см., например, [1]). Задача Коши и вопросы зависимости ее
решения от начальных данных и правой части уравнения исследуются в рам-
ках теории дискретных динамических систем (см., например, [2]). Возможны
различные варианты определения понятия устойчивости задачи Коши, отража-
ющие эту зависимость, но в случае уравнений с постоянными коэффициентами
все они сводятся к известному свойству характеристического многочлена раз-
ностного уравнения: все его корни лежат внутри единичного круга комплекс-
ной плоскости. Для переноса этого условия на многомерный случай удобнее
эквивалентная формулировка: вне открытого единичного круга нет корней ха-
рактеристического многочлена.

В § 1 устойчивость задачи Коши для многомерного разностного уравнения
определяется в духе теории цифровых рекурсивных фильтров (см. [3]), а имен-
но, ограниченность входных данных задачи влечет ограниченность решения.
Отметим, что устойчивость двумерных цифровых фильтров исследована в [4].

С использованием понятия амебы алгебраического множества в работе
сформулирован многомерный аналог условия (условие (iii) теоремы 1), обеспе-
чивающего устойчивость многомерной задачи Коши. При этом роль внешности
единичного круга играет подходящим образом выбранная компонента дополне-
ния амебы характеристического множества разностного уравнения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 11–01–00852) и Совета по грантам президента РФ и государственной
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c© 2011 Лейнартас Е. К.



1088 Е. К. Лейнартас

Отметим, что понятие амебы алгебраического множества оказалось полез-
ным (см. [5, 6]) для переноса на многомерный случай известной (см. [1, 7])
теоремы Пуанкаре об асимптотике решений разностных уравнений.

Далее формулируется основной результат данной работы — теорема 1. Су-
щественной частью ее доказательства является исследованная в § 2 задача о раз-
решимости задачи Коши для полиномиального разностного оператора в классе
экспоненциальных функций. Доказано (теорема 2), что если начальные данные
задачи Коши и правая часть уравнения экспоненциальны, то и решение задачи
также экспоненциально.

§ 1. Устойчивость задачи Коши

Для линейного одномерного разностного уравнения порядка m

f(x+m) +
m−1∑
α=0

cα(x)f(x+ α) = g(x), x = 0, 1, 2 . . . , (1)

задача Коши формулируется следующим образом. Найти комплекснозначную
функцию целочисленного аргумента f(x), удовлетворяющую уравнению (1) и
принимающую в m точках x = 0, 1, . . . ,m− 1 заданные значения:

f(x) = ϕ(x), x = 0, 1, . . . ,m− 1. (2)

Задача Коши поставлена корректно, если она имеет решение, которое един-
ственно и «непрерывно зависит» от начальных данных и правой части уравне-
ния.

Задача (1), (2) очевидным образом имеет единственное решение. Понятие
устойчивости, отражающее эту зависимость, может быть определено различ-
ными способами, однако в случае постоянных коэффициентов cα все эти виды
устойчивости сводятся к следующему свойству характеристического многочле-

на P (z) = zm +
m−1∑
α=0

cαzα уравнения (1):

(∗) во внешности единичного круга {|z| ≥ 1} нет корней характеристиче-
ского уравнения P (z) = 0.

Это следует главным образом из вида общего решения однородного урав-
нения (1): оно является суммой элементарных решений pj(x)λxj , где pj(x) —
некоторый многочлен от x, степень которого меньше кратности корня λj ха-
рактеристического многочлена p(x).

Многомерная ситуация значительно сложнее (см. [8]), и вопрос о правиль-
ной постановке задачи Коши (см. [9]), обеспечивающей существование и един-
ственность решения, нетривиален. Кроме того, характеристическое уравнение
имеет бесконечное число корней и, следовательно, решения однородного урав-
нения не исчерпываются «элементарными».

Обозначим через Z множество целых и через Z+ — множество целых неот-
рицательных чисел. Для точек x, y из n-мерной целочисленной решетки Zn

неравенство x ≥ y означает, что xj ≥ yj для j = 1, 2, . . . , n.
В данной работе рассматривается разностное уравнение с постоянными ко-

эффициентами cα, α ∈ Zn
+, вида∑

0≤α≤m

cαf(x+ α) = g(x), x ∈ Zn
+. (3)
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Если cm 6= 0, то целочисленный вектор m назовем порядком уравнения (3) и
обозначим X0 = {x ∈ Zn : x ≥ 0 и x � m}.

Сформулируем следующую задачу Коши: найти функцию f(x), удовлетво-
ряющую уравнению (3) и совпадающую на множестве X0 с заданной функцией
ϕ(x):

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (4)

Замечание 1. В дальнейшем удобно считать, что функция начальных
данных ϕ(x) определена не только на X0 ⊂ Zn

+, но и на всем множестве Zn, для
этого ее следует продолжить на Zn \X0 нулем.

Задача (3), (4) имеет единственное решение (см. ниже предложения 1 и 2).
Для n = 1 она совпадает с задачей (1), (2). Понятие устойчивости задачи
(3), (4) введем следующим образом. Для функцииf(x), заданной на множестве
X ⊂ Zn, определим ее норму

‖f‖ = ‖f‖X = sup
x∈X

|f(x)|

и назовем задачу Коши (3), (4) устойчивой, если существует константа K > 0
такая, что для любых входных данных ϕ(x) и g(x) соответствующее решение
f(x) задачи удовлетворяет условию

‖f‖ ≤ K(‖ϕ‖+ ‖g‖).

Отметим, что в теории разностных схем устойчивость определяется анало-
гичным образом (см., например, [10, 11]). Однако коэффициенты разностных
уравнений, возникающих, к примеру, при дискретизации уравнений математи-
ческой физики, зависят от параметров сетки. Таким образом, требуется иссле-
довать на устойчивость семейство разностных операторов.

Для формулировки многомерного аналога условия (∗), обеспечивающего
устойчивость, потребуются понятия многогранника Ньютона, амебы многочле-
на и некоторые их свойства (более подробное изложение этих свойств и их до-
казательства см. в [12, 13]).

Характеристическим многочленом уравнения (3) называется многочлен

P (z) =
∑

0≤α≤m

cαz
α.

Многогранником Ньютона NP многочлена P (z) называется выпуклая обо-
лочка в Rn элементов множества A = {α ∈ Zn

+ : cα 6= 0}.
Амебой называется образ множества нулей V многочлена P (z) при отоб-

ражении Log : z = (z1, . . . , zn) → (log |z1|, . . . , log |zn|) = Log |z|. Применение
термина «амеба» объясняется тем, что для n = 2 изображение множества Log V
действительно напоминает «биологическую» амебу.

Решение P(x) разностного уравнения∑
α∈A

cαP(x+ α) = δ0(x), x ∈ Zn, (5)

где

δ0(x) =
{

0, если x 6= 0,
1, если x = 0,

называется фундаментальным решением.
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Дополнение амебы Rn \ Log V состоит из конечного числа связных компо-
нент, которое не превосходит числа целых точек многогранника NP .

Всякой непустой компоненте E дополнения Rn \ Log V соответствует точ-
ка ν ∈ NP ∩ Zn (порядок компоненты E), и, кроме того, этой компоненте Eν

соответствует фундаментальное решение уравнения (3):

Pν(x) =
1

(2πi)n

∫
Log−1 u

zx−I

P (z)
, u ∈ Eν . (6)

Каждой вершине многогранника Ньютона NP многочлена P (z) соответ-
ствует непустая связная компонента Em дополнения амебы Rn\AP , для которой
двойственный конус Cm к вершине m многогранника NP :

Cm = {s ∈ Rn : max
x∈NP

〈s, x〉 = 〈s,m〉},

является асимптотическим. Это означает, что вместе с каждой точкой u ∈ Em

этой компоненте принадлежит и сдвиг асимптотического конуса: u+Cm ⊂ Em,
и никакой конус, содержащий Cm, этим свойством не обладает. Кроме того, в
области Log−1 Em ⊂ Cn функция 1/P (z) разлагается в ряд Лорана вида

1/P (z) =
∑

x∈Km+m

Pm(x)/zx,

где Km — конус, построенный на векторах m−α, α ∈ A. КоэффициентыPm(x)
этого разложения можно, помимо формулы (6), получить также следующим
образом:

1
P (z)

=
1(

cmzm +
∑
α6=m

cαzα
) =

1(
cmzm

(
1−

∑
α6=m

c̃αzα−m
))

− 1
cmzm

∞∑
k=0

( ∑
α6=m

c̃αz
α−m

)k
=

∑
x∈Km+m

Pm(x)
zx

. (7)

Нетрудно видеть, что если порядок уравнения (3) равен m, то точка m яв-
ляется вершиной многогранника Ньютона Np характеристического многочлена
P (z). Соответствующее этой вершине фундаментальное решение Pm(x) будем
называть фундаментальным решением задачи Коши (3), (4), а соответствую-
щую компоненту Em дополнения амебы порядка m — главной компонентой.

Таким образом, фундаментальное решение задачи Коши (3), (4) является
решением задачи (3), (4) с правой частью g(x) = δ0(x) и нулевыми начальными
данными:

P (δ)Pm(x) = δ0(x), x ∈ Zn
+, (3′)

Pm(x) = 0, x � m. (4′)

Теорема 1. Для уравнения вида (3), где cm не равно нулю, следующие
условия эквивалентны:

(i) задача Коши (3), (4) устойчива;
(ii) если Pm(x) — фундаментальное решение задачи (3), (4), соответству-

ющее порядку m уравнения, то ряд
∑
x≥0

|Pm(x)| сходится;
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(iii) главная компонента Em дополнения амебы Rn\Log V содержит начало
координат: 0 ∈ Em.

Замечание 2. Условие (iii) в случае n = 1 совпадает с условием (∗).
Здесь докажем лишь импликации (i)⇒(ii)⇒(iii), доказательство заключи-

тельной импликации (iii)⇒(i) будет дано в § 2.
Доказательство. (i)⇒(ii) Найдем решение задачи (3), (4) для начальных

данных ϕ(x) ≡ 0 и правой части g(x), построенной для произвольного фикси-
рованного x1 ∈ Zn

+ следующим образом:

gx1(x) =

{
Pm(x1−x)
|Pm(x1−x)| , если Pm(x1 − x) 6= 0,

0, если Pm(x1 − x) = 0.

Согласно предложению 2 для решения fx1(x) задачи (3), (4) с этими вход-
ными данными имеем

fx1(x) =
∑
y≥0

gx1(y)Pm(x− y).

При x = x1

fx1(x1) =
∑
y≥0

Pm(x1 − y)
|Pm(x1 − y)|

·Pm(x1 − y) =
∑
y≥0

|Pm(x1 − y)| =
∑

0≤y′≤x1

|Pm(y′)|.

Так как ‖ϕ‖ = 0 и ‖gx1‖ ≤ 1, в силу устойчивости задачи (3), (4) получим

|fx1(x1)| =
∑

0≤y′≤x1

|Pm(y′)| ≤ K

для некоторого K > 0 и произвольного x1 ∈ Zn
+.

(ii)⇒(iii) Так как фундаментальное решение Pm(x) — это коэффициенты
ряда Лорана для рациональной функции 1/P (z), сходимость ряда

∑
y≥0

|Pm(y)|

означает, что точка I = (1, . . . , 1) принадлежит области сходимости Log−1 Em

ряда
∑
x≥0

Pm(x)
zx , следовательно, 0 = Log I ∈ Em.

§ 2. Задача Коши в классе
экспоненциальных функций

На комплекснозначных функциях f(x) = f(x1, . . . , xn) целочисленных пе-
ременных x1, . . . , xn определим операторы δj сдвига по переменным xj : δjf(x) =
f(x1, . . . , xj−1, xj = 1, xj+1, . . . , xn), и полиномиальный разностный оператор ви-
да

P (δ) =
∑
α∈A

cαδ
α,

где A ⊂ Zn — конечное множество точек n-мерной решетки, δα = δα1
1 · . . . · δαnα

и cα — постоянные коэффициенты разностного оператора.
Будем рассматривать разностные уравнения вида

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ X, (8)

где f(x) — неизвестная, а g(x) — заданная на некотором фиксированном множе-
стве X ⊂ Zn функции. Из множества X выделим подмножество точек X0 ⊂ X,
которые будем называть начальными (граничными).
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Сформулируем задачу: найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению
(8) и совпадающую на множестве X0 с заданной функцией ϕ(x):

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (9)

Эту задачу естественно назвать задачей Коши для уравнения (8), а функ-
цию ϕ(x) в условии (9) — начальными данными задачи Коши. Существование и
единственность решения задачи Коши зависят от всех объектов, участвующих
в ее постановке: разностного оператора P (δ), множества X, на котором задана
правая часть g(x) уравнения, и от множества X0, на котором задаются на-
чальные данные. Общих результатов о соотношениях между этими объектами,
обеспечивающих существование и единственность решения задачи Коши, нет,
и, по-видимому, их трудно описать. Приведем некоторые типичные ситуации.

В одномерном случае разностный оператор имеет вид

P (δ) =
m∑
α=0

cαδα, cm 6= 0;

в качестве множества X, на котором определена правая часть и ищется решение
f(x) уравнения (8), берется множество Z+ целых неотрицательных чисел, в
качестве X0 — множество {0, 1, . . . ,m − 1}. При этих условиях задача (8), (9)
очевидным образом имеет единственное решение.

В многомерном случае стандартной для задач, возникающих в комбина-
торном анализе, является ситуация, когда P (δ) =

∑
α∈A

cαδα — полиномиаль-

ный разностный оператор, X = Zn
+, а выбор множества X0 зависит от свойств

множества A, определяющего полином P (см., например, [9]). Сформулируем
утверждение из [9], обеспечивающее существование и единственность решения
задачи Коши, используя для этого понятия многогранника Ньютона и двой-
ственного конуса.

Предложение 1 (см. [9]). Пусть m ∈ NP ∩ Zn — вершина многогранника
Ньютона Np такая, что для двойственного к этой вершине конуса Cm выпол-
няется условие dim(Cm ∩ Rn

+) = n. Если в качестве множества X0, на котором
заданы начальные данные задачи (8), (9), взято X0 = Zn

+ \ (m+ Zn
+), то задача

(8), (9) имеет решение, причем единственное.
Приведем также формулу для решения задачи Коши в случае, когда вер-

шина m многогранника Ньютона Np является порядком разностного уравне-
ния (т. е. для всех α ∈ Np справедливо неравенство m ≥ α). Отметим, что
в этом случае двойственный конус Cm содержит Rn

+, следовательно, условие
dim(Cm ∩ Rn

+) = n выполнено и задача Коши имеет единственное решение.

Предложение 2. Пусть Pm(x) — фундаментальное решение задачи (3),
(4) и µ(y) =

∑
0≤α≤m

cαϕ(y + α). Тогда для решения f(x) справедлива формула

f(x) =
∑
y�0

µ(y)Pm(x− y) +
∑
y≥0

g(y)Pm(x− y), (10)

причем число слагаемых в суммах правой части этой формулы конечно.
Замечание. Формула (10) получена в [14] в случае однородного (g(x) = 0)

разностного уравнения (8).
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Доказательство. Первая сумма в формуле (10)

f0(x) =
∑
y�0

µ(y)Pm(x− y)

является решением однородного уравнения. Действительно,

P (δ)f0(x) =
∑
y�0

µ(y)P (δ)Pm(x− y) =
∑
y�0

µ(y)δ0(x− y) = 0

для x ≥ 0. Вторая сумма в формуле (10) f1(x) =
∑
y≥0

g(y)Pm(x − y) — это

частное решение уравнения (3):

P (δ)f1(x) =
∑
y≥0

g(y)P (δ)Pm(x− y) =
∑
y≥0

g(y)δ0(x− y) = g(x) для x ≥ 0,

причем для x ∈ X0 получим f1(x) = 0, так как в силу свойств (3′), (4′) фун-
даментального решения Pm, соответствующего порядку m уравнения, имеем
Pm(x) = 0 для x ∈ X0. Поэтому остается проверить, что f0(x) = ϕ(x) для x ∈
X0. Действительно, имеем

f0(x) =
∑
y�0

∑
0≤α≤m

cαϕ(y + α)Pm(x+ α− y)

=
∑

0≤α≤m

cα
∑
y�0

ϕ(y + α)Pm(x+ α− (y + α))

=
∑

0≤α≤m

cα
∑
y′

ϕ(y′)Pm(x+ α− y′)

=
∑
y′

ϕ(y′)
∑

0≤α≤m

cαPm(x− y′ + α) =
∑
y′

ϕ(y′)δ0(x− y′) = ϕ(x).

Определение. Функцию f целочисленных аргументов x = (x1, . . . , xn) ∈
X∩Zn назовем экспоненциальной, если для некоторых M > 0 и λ = (λ1, . . . , λn)
∈ Cn и для всех x ∈ X справедливо неравенство |f(x)| ≤M |λx|.

Введем некоторые обозначения, удобные для исследования экспоненциаль-
ных решений задачи Коши.

Для функции f(x) определим понятие a-нормы (a ∈ Rn) следующим обра-
зом:

‖f‖a = sup
x∈X

|f(x)e−〈a,x〉|,

где 〈a, x〉 = a1x1 + · · · + anxn. Тогда экспоненциальность функции f(x) эк-
вивалентна условию: для некоторого a ∈ Rn a-норма функции f конечна:
‖f‖a < +∞.

Кроме того, воспользуемся одной из операций max-plus математики (см.,
например, [15]), а именно для вещественных чисел a, b ∈ R определим операцию

a⊕ b = max{a, b}.

Если a, b ∈ Rn, то соответствующая операция для векторов определяется по-
компонентно:

a⊕ b = (a1 ⊕ b1, . . . , an ⊕ bn).
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Отметим следующее свойство a-нормы относительно операции ⊕. Для лю-
бых функций f, h и точек a, b ∈ Rn справедливо неравенство

‖f + h‖a⊕b ≤ ‖f‖a + ‖h‖b. (11)

Естественным представляется вопрос о том, будет ли решение задачи (3),
(4) экспоненциальным, если экспоненциальны входные данные ϕ(x) и g(x).

Теорема 2. Если начальные данные ϕ(x) и правая часть g(x) задачи (3),
(4) экспоненциальны, т. е. ‖ϕ‖a < +∞ и ‖g‖b < +∞, то и решение задачи
экспоненциально. При этом если a, b принадлежат главной компоненте Em до-
полнения амебы характеристического многочлена уравнения (3), то для соот-
ветствующего решения f задачи Коши справедливо неравенство

‖f‖a⊕b ≤M(‖ϕ‖a + ‖g‖b),
где константа M > 0 не зависит от ϕ и g.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай a, b ∈ Em. Воспользуемся
формулой (10) предложения 2 для решения f задачи Коши (3), (4), согласно
которой f = f0 + f1, где

f0(x) =
∑
y�0

∑
0≤α≤m

cαϕ(y + α)Pm(x− y), f1(x) =
∑
y≥0

g(y)Pm(x− y).

Обозначим z = (ea1 , . . . , ean) и преобразуем первую сумму f0(x):

f0(x) =
∑
y�0

∑
α

cαϕ(y + α)Pm(x− y)

=
∑
y�0

(∑
α

cαz
αϕ(y + α)z−y−α

)
Pm(x− y)z−(x−y)zx.

Оценим ее модуль для произвольного x ∈ Zn
+:

|f0(x)| ≤
∑
y�0

(∑
α

|cα|zα
)
‖ϕ‖a|Pm(x− y)z−(x−y)|zx

≤
(∑

α

|cα|zα
) ∑
y�0

|Pm(x− y)z−(x−y)| · ‖ϕ‖azx.

Так как a ∈ Em, в точке z = (ea1 , . . . , ean) ∈ Log−1 Em ряд
∑
x≥0

Pm(x)
zx аб-

солютно сходится, поэтому для некоторой константы M1 > 0 имеем |f0(x)| ≤
M1‖ϕ‖azx или |f0(x)| ≤ M1‖ϕ‖ae〈a,x〉, т. е. ‖f0‖a ≤ M1‖ϕ‖a. Аналогично до-
казывается, что для второй суммы f1(x) в случае, если b ∈ Em, справедливо
неравенство ‖f1‖b ≤ M2‖g‖b для некоторой константы M2 > 0. Тогда с учетом
свойства (11) получим

‖f‖a⊕b = ‖f0 + f1‖a⊕b ≤ ‖f0‖a + ‖f1‖b ≤M1‖ϕ‖a +M2‖g‖b.
Случай, когда точки a, b (или одна из них) не лежат в Em, сводится к

рассмотренному выше следующим образом. Возьмем точку e ∈ Em и обозначим
a′ = a ⊕ e, b′ = b ⊕ e. Так как a ≤ a′ и b ≤ b′, то ‖ϕ‖a ≤ ‖ϕ‖a′ и ‖g‖b ≤ ‖g‖b′ .
Поскольку e ≤ a′, e ≤ b′ и Rn

+ ⊂ Cm, то a′, b′ ∈ Em. Отсюда получим ‖f‖a′⊕b′ ≤
M1‖ϕ‖a′ +M2‖g‖b′ .

Доказательство импликации (iii)⇒(i) в теореме 1 получается из тео-
ремы 2, если положить a = b = 0. Действительно, 0 ⊕ 0 = 0, ‖ · ‖0 = ‖ · ‖, и из
теоремы 2 получим ‖f‖ ≤M1‖ϕ‖+M2‖g‖.
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