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Аннотация. Доказаны необходимые и достаточные условия для универсальной
эквивалентности 2-ступенно нильпотентных R-групп, определенных деревьями, где
R — биномиальное евклидово кольцо.
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Основной целью статьи является доказательство теорем 1 и 2.

Теорема 1. Пусть �1 и �2 — деревья, R — биномиальное евклидово кольцо.
Частично коммутативные 2-ступенно нильпотентные R-группы G�1 и G�2 уни-
версально эквивалентны тогда и только тогда, когда графы � ′1 и � ′2 изоморфны.

Теорема 2. Пусть �1 и �2 — деревья, R — биномиальное евклидово коль-
цо. Частично коммутативный 2-ступенно нильпотентные R-группы G�1 и G�2

универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда они неразличимы фор-
мулами �(�1) и �(�2).

Все необходимые определения будут введены в следующем параграфе.

§ 1. Предварительные сведения

Начнем с определения нильпотентных R-групп над произвольным биноми-
альным кольцом R, следуя статье [1].

Произвольную коммутативную область целостности, содержащую Z как
подкольцо, назовем биномиальным кольцом R, если для каждого λ ∈ R и любо-
го натурального числа n кольцу R принадлежит биномиальный коэффициент

Cn
λ =

λ(λ− 1)(λ− 2) . . . (λ− n+ 1)
n!

.

Примерами биномиальных колец являются любое поле нулевой характери-
стики, кольцо многочленов над полем нулевой характеристики и кольцо целых
чисел.

Определение 1. Нильпотентная группа G ступени нильпотентности m
называется R-группой (здесь R — биномиальное кольцо), если для любого λ ∈ R
и x ∈ G единственным образом определен элемент xλ ∈ G и для всех элементов
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группы G и кольца R выполнены следующие аксиомы (x, y, x1, . . . , xn ∈ G, λ, µ ∈
R):

1) x1 = x, xλxµ = xλ+µ, (xλ)µ = xλµ;
2) y−1xλy = (y−1xy)λ;
3) xλ1 . . . xλn = (x1, . . . , xn)λτC

2
λ

2 (X) . . . τC
m
λ

m (X), где X = {x1, . . . , xn}, τi(X) —
i-е слово Петреску.

Напомним, что i-е слово Петреску рекурсивно определяется в свободной
группе F с порождающими x1, . . . , xn формулой

xi1 . . . x
i
n = τ

C1
i

1 (X)τC
2
i

2 (X) . . . τC
i−1
i

i−1 (X)τC
i
i

i (X)

для любого натурального i, в частности,

τ1(X) = x1x2 . . . xn, τ2(X) =
n∏

i<j, i,j=1

[xi, xj ] mod γ3(F ),

где γ3(F ) — третий элемент нижнего центрального ряда группы F .

Мы будем работать с нильпотентными группами ступени m = 2. Всюду
далее используем обозначения: [x, y] = x−1y−1xy, [x, y, z] = [[x, y]z], G′ — ком-
мутант группы G и Z(G) — центр группы G.

Многообразие двуступенно нильпотентных групп N2 определяется тожде-
ством [x, y, z] = 1. Из этого тождества следует, что для любой группы G из
многообразия N2 коммутант G′ содержится в центре Z(G).

Третья аксиома в определении R-группы из многообразия N2 выглядит
следующим образом:

3′) xλ1 . . . x
λ
n = (x1, . . . xn)λτC

2
λ

2 (X), где τ2(x1, . . . , xn) =
n∏

i<j, i,j=1

[xi, xj ].

Класс двуступенно нильпотентных R-групп будем обозначать через N2,R.
Покажем, что класс N2,R является многообразием в подходящем языке. Рас-
смотрим язык LR = Lgr ∪ {fλ | λ ∈ R}, где Lgr — стандартный групповой язык,
fλ — унарная алгебраическая операция. Пусть G — некоторая алгебраическая
система языка LR. В G удобно интерпретировать fλ(x) через xλ, где x ∈ G.
Предположим, что G — двуступенно нильпотентная группа и в ней выполнены
аксиомы 1–3 из определения 1. Будем называть алгебраические системы язы-
ка LR R-группами, если в них выполнены аксиомы группы и аксиомы 1, 2 из
определения, и нильпотентными R-группами, если G — нильпотентная груп-
па и в ней выполнены аксиомы 1–3. Как обычно, в универсальной алгебре
можно говорить о свободных R-группах, о многообразии R-групп, об универ-
сальных классах R-групп. С этой точки зрения класс N2,R является многооб-
разием двуступенно нильпотентных групп в языке LR. Понятия R-подгруппы,
R-гомоморфизма, R-изоморфизма и R-автоморфизма определяются естествен-
ным образом.

Введем основное для нашей статьи понятие частично коммутативной дву-
ступенно нильпотентной R-группы, где R — биномиальное кольцо. В многооб-
разии N2,R, как и в других многообразиях алгебраических систем, имеет место
теория определяющих соотношений. Пусть Fn,R — свободная группа многооб-
разия N2,R c базой X = {x1, . . . , xn}. Пусть � — конечный простой граф, т. е.
неориентированный граф без кратных ребер и петель с множеством вершин
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V (� ) = X и множеством ребер E(� ). Определим частично коммутативную
двуступенно нильпотентную R-группу, соответствующую графу � , c помощью
порождающих и определяющих соотношений в многообразии N2,R:

G� = 〈X | R� 〉N2,R ,

где R� = {[xi, xj ] = 1 | (xi, xj) ∈ E(� )}. Иногда, когда речь будет идти про
какое-то конкретное кольцо R, будем обозначать эту группу через G� ,R.

В [2] приведена однозначная запись элемента группы G� ,Q в виде

g = xr11 . . . xn
rn

∏
{i,j|1≤i<j≤n, (xi,xj)/∈�}

[xi, xj ]rij , (1)

где ri, rij ∈ Q. Каждый элемент g группы G� имеет представление (1) при
ri, rij ∈ R.

Нетрудно показать, что если элементы f, g ∈ G� имеют вид f = xα1
1 . . . xαnn ,

g = xβ1
1 . . . xβnn , то

[f, g] =
∏

y
�ij

ij , где yij = [xi, xj ] 6= 1, �ij =
∣∣∣∣ αi βi
αj βj

∣∣∣∣ , i < j. (2)

Напомним некоторые понятия, связанные с универсальными теориями групп.
∃-предложением называется формула вида

∃w1 . . . wm�(w1, . . . , wm),

где �(w1, . . . , wm) — формула языка Lgr или LR, не содержащая кванторов.
Подчеркнем, что предложение не содержит свободных переменных. Это значит,
что все переменные wi связаны кванторами ∃. Множество всех ∃-предложений,
истинных на группе G, называется ее экзистенциальной или ∃-теорией.

Две группы называются экзистенциально эквивалентными, если их экзи-
стенциальные теории совпадают. Если группы G и H экзистенциально эквива-
ленты, то будем писать G ≡∃ H.

Аналогично определяется универсальная или ∀-теория группы, а также
универсальная эквивалентность групп. Если группы G и H универсально эк-
виваленты, то пишут G ≡∀ H.

Ясно, что G ≡∃ H тогда и только тогда, когда G ≡∀ H.
В теории моделей хорошо известна процедура по замене функциональных

символов предикатными. Любое множество вместе со всеми предикатными сим-
волами, индуцированными на нем, является подмоделью. Таким образом, рас-
сматривая подмодели с конечными носителями, корректно говорить о конечной
подмодели.

Следующее предложение хорошо известно в теории моделей.

Предложение 1. Произвольные алгебраические системы (в том числе и
R-группы) G и H универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда для
каждой конечной подмодели одной алгебраической системы существует изо-
морфная ей подмодель в другой алгебраической системе.

В [3] доказаны необходимые и достаточные условия для универсальной эк-
вивалентности двух частично коммутативных метабелевых групп. Чтобы сфор-
мулировать эти условия, приведем несколько определений.

Степенью вершины x ∈ X графа � называют количество инцидентных
ей ребер. Вершину x ∈ X называют висячей, если ее степень равна 1. Граф,
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полученный из графа � одновременным удалением всех висячих вершин и ин-
цидентных им ребер, обозначим через � ′. Висячую вершину x ∈ X графа �
назовем лишней, если существует ребро (x, y) ∈ � такое, что степень вершины
y не менее 3.

Опишем процедуру построения графа � ∗ по графу � . Из графа � удалим
какую-либо лишнюю вершину, если она есть, и инцидентное ей ребро. Если
лишних вершин нет, то � ∗ = � . Если граф, полученный после удаления лиш-
ней вершины, еще содержит лишние вершины, то применяем к нему процесс
удаления лишних вершин и инцидентных им ребер. Этот процесс оборвется.
Так получится граф � ∗. Как легко видеть, он не зависит от процесса удаления
вершин.

Конечный простой неориентированный связный граф без циклов называ-
ется деревом.

Пусть �1 и �2 — деревья. В [3] доказано, что частично коммутативные
метабелевы группы S�1 и S�2 универсально эквивалентны тогда и только тогда,
когда изоморфны графы � ′1 и � ′2.

Докажем, что аналогичная теорема верна для частично коммутативных 2-
ступенно нильпотентных R-групп, где R — биномиальное евклидово кольцо (см.
теорему 1).

Прежде чем сформулировать одну интересную гипотезу, принадлежащую
В. Н. Ремесленникову, дадим определение �(T )-формулы.

Пусть T — простой неориентированный конечный граф с множеством вер-
шин X = {x1, . . . , xn}. Графу T соответствует предложение

�(T ) = ∃z1 . . . zn
( ∧

(xi,xj)∈T

[zi, zj ] = 1 ∧
∧

(xi,xj)/∈T

[zi, zj ] 6= 1

∧
∧
i 6=j

zi 6= zj ∧
∧

i=1,...,n

zi 6= 1
)
. (3)

Пусть F� (M) — частично коммутативная группа в некотором многообразии
групп M, построенная по графу � . Обозначим через �(F� (M)) множество всех
формул вида (3), выполняющихся на группе F� (M).

Гипотеза Ремесленникова. Группы F�1(M) и F�2(M) универсально эк-
вивалентны тогда и только тогда, когда совпадают множества формул �(F�1(M))
и �(F�2(M)).

Как показано в [4], гипотеза Ремесленникова верна для многообразия N2,Q.
Мы докажем (см. теорему 2), что если �1 и �2 — деревья, R — биномиальное
евклидово кольцо, то частично коммутативные 2-ступенно нильпотентные R-
группы G�1 и G�2 универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда они
неразличимы формулами �(�1) и �(�2).

§ 2. Централизатор элемента группы

Централизатор элемента g некоторой группы G будем обозначать через
CG(g). В [2] описаны централизаторы элементов группы G� ,Q. Здесь мы пока-
жем, что это описание верно и для случая, когда поле Q заменяется произволь-
ным биномиальным евклидовым кольцом R.

Для произвольного элемента g ∈ G� , записанного в виде (1), положим
ḡ = xr11 . . . xnrn . Через α(g) обозначим множество всех порождающих xi ∈ X,
входящих в запись ḡ с ненулевыми показателями ri.
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Наряду с графом коммутативности � для группы G� рассмотрим двой-
ственный граф �. Множество вершин графа � совпадает с X, причем (xi, xj) ∈
� тогда и только тогда, когда (xi, xj) /∈ � .

Для элемента g ∈ G� через �(g) обозначим максимальный подграф � на
множестве вершин α(g).

Элемент g ∈ G� называется блоковым, если �(g) — связный граф. Пусть

�1g, . . . ,�mg — все компоненты связности графа �(g), т. е. �(g) =
m⊔
i=1

�ig. То-

гда ḡ можно записать в виде ḡ = g1 . . . gm, где �(gi) = �ig. Назовем ḡ = g1 . . . gm
блоковым разложением элемента g, а элементы g1, . . . , gm — его блоками. По-
нятно, что блоки перестановочны между собой.

Кольцо R называется евклидовым, если в нем определена норма d : R →
N ∪ {0} и возможно деление с остатком, т. е. для любых a, b ∈ R (b 6= 0)
существуют q, r ∈ R такие, что a = bq + r, причем d(r) < d(b). Примерами
евклидовых колец являются поле нулевой характеристики, кольцо целых чисел
и кольцо многочленов от одной переменной над полем нулевой характеристики.

Обозначим через E(R) множество обратимых элементов кольца R. Два эле-
мента a, b ∈ R назовем ассоциированными, если существует e ∈ E(R) такой, что
a = be. Ясно, что отношение ассоциированности является отношением эквива-
лентности, следовательно, кольцо R разбивается на непересекающиеся классы
эквивалентности по отношению ассоциированности. Если α ∈ R и [α] — класс
эквивалентности, содержащий элемент α, то имеет место равенство [α] = αE(R).

На классах эквивалентности можно ввести частичный порядок следующим
образом: [α] ≤ [β], если существует c ∈ R такое, что αc = β. Нетрудно заметить,
что этот частичный порядок не зависит от выбора представителей α и β.

Определение 2. Пусть g ∈ G� . Элемент g0 ∈ G� будем называть корне-
вым элементом для g, если существует α ∈ R такое, что выполнены следующие
условия:

• g = gα0 mod G′
� ;

• если существуют h ∈ G� и β ∈ R такие, что g = hβ mod G′
� , то [β] ≤ [α].

Без ограничения общности будем считать, что для корневых элементов вы-
полнено g0 = ḡ0.

Пусть α1, . . . , αn — набор элементов кольца R. Элемент d ∈ R назовем наи-
большим общим делителем элементов α1, . . . , αn (d = НОД(α1, . . . , αn)), если
выполнены следующие условия:

• [d] ≤ [αi] для всех i = 1, . . . , n;
• для любого d′ такого, что [d′] ≤ [αi] для всех i = 1, . . . , n, выполнено

[d′] ≤ [d].

Предложение 2. Пусть G� — частично коммутативная 2-ступенно ниль-
потентная R-группа, где R — биномиальное евклидово кольцо. Тогда для лю-
бого элемента g ∈ G� \G′

� существует корневой элемент.

Доказательство. Пусть g = xα1
1 . . . xαnn , d = НОД(α1, . . . , αn). Обозна-

чим βi = αi/d. Покажем, что g0 = xβ1
1 . . . xβnn будет корневым элементом

для g. Очевидно, что g = gd0 mod G′
� . Предположим, что найдутся элемент

h = xγ1
1 . . . xγnn и d′ ∈ R такие, что g = hd

′
mod G′

� . Тогда αi = γid′, т. е. все
αi будут делиться на d′, следовательно, из определения наибольшего общего
делителя получаем, что [d′] ≤ [d]. Предложение доказано.
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Для вершины x ∈ X положим x⊥ = {y | y ∈ X, (x, y) ∈ �} ∪ {x}. Для
любого подмножества Y ⊆ X определим Y ⊥ =

⋂
y∈Y

y⊥. Для произвольного

элемента g ∈ G� обозначим через A(g) подгруппу G� , порожденную элементами
из α(g)⊥.

Теперь перейдем к описанию централизаторов. Пусть G� — частично ком-
мутативная двуступенно нильпотентная R- группа.

Лемма 1. Пусть w ∈ G� — блоковый элемент, причем |α(w)| > 1, и w0 —
корневой элемент для w. Тогда

C(w) = (〈w0〉 ×A(w)) ·G′
� .

Доказательство. Пусть w0 = x
βi1
i1

· · ·xβikik
, где βij 6= 0, j = 1 . . . k, и w =

wd
0 mod G′

� , где d ∈ R. Пусть h ∈ G� и [h,w] = 1. Покажем, что h ∈ (〈w0〉 ×
A(w)) ·G′

� . Положим T = α(w0) ∪ α(w0)⊥. Заметим, что α(w0) = α(w), значит,
множество T можно представить в виде T = α(w0)∪α(w)⊥. Возьмем xl ∈ α(h),
и пусть xl /∈ T . Тогда найдется xit ∈ α(w0) такой, что [xit , xl] 6= 1, тем самым
из (2) следует

[xl, w] =
[
xl, w

d
0
]

= [xl, w0]d =
[
xl, x

βi1
i1

. . . x
βit
it

. . . x
βik
ik

]d
= [xl, xit ]

ξ
∏

i=1,...,k, i 6=t

[xl, xij ]
ξj , где ξ 6= 1.

Значит, [xl, w] 6= 1, таким образом, α(h) ⊂ T .
Так как w — блоковый элемент, то T = α(w0) t α(w)⊥. Запишем предста-

вителя h в виде h̄ = h1h2, где α(h1) ⊂ α(w0) и α(h2) ⊂ α(w)⊥. Таким образом,
h2 ∈ A(w). Нетрудно заметить, что [w, h] = 1 тогда и только тогда, когда
[w, h1] = 1. Докажем, что h1 ∈ 〈w0〉.

Так как w — блоковый элемент, существует путь P = xi1 . . . xik в графе
�(w0), проходящий через все вершины �(w0). Пусть h1 = x

γi1
i1

. . . x
γik
ik

. По-
скольку [w, h1] = 1 и [xi1 , xi2 ] 6= 1, используя (2), получаем βi1γi2 − βi2γi1 = 0.
Аналогично, рассматривая ребра (xitxit+1) пути P , имеем соотношения

βitγit+1 = βit+1γit , где t = 1, . . . , k. (4)

Убедимся, что для любых t1 и t2 таких, что 1 ≤ t1, t2 ≤ k, выполняется

βit1γit2 = βit2γit1 . (5)

Для простоты покажем это на конкретном примере для t1 = 1 и t2 = 4. Пере-
множив все левые и все правые части соотношений (4) для t = 1, 2, 3, получим
βi1γi2βi2γi3βi3γi4 = βi2γi1βi3γi2βi4γi3 . Следовательно, βi1γi4 = βi4γi1 .

Так как w0 — корневой элемент, все βi1 , . . . , βik взаимно просты, т. е.
НОД(βi1 , . . . , βik) = 1. Тем самым существуют u1, . . . , uk ∈ R такие, что βi1u1 +
· · · + βikuk = 1. Умножив последнее соотношение на γi1 , получим βi1γi1u1 +
βi2γi1u2 + · · ·+ βikγi1uk = γi1 . Воспользовавшись (5), заменяем βitγi1 = βi1γit и
выносим βi1 за скобки:

βi1(γi1u1 + · · ·+ γikuk) = γi1 .

Обозначим σ = γi1u1 + · · · + γikuk. Аналогично получаем, что βitσ = γit
для всех t = 1, . . . , k.
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Таким образом, h1 ∈ 〈w0〉. Из этого следует, что h̄ ∈ 〈w0〉 × A(w), значит,
h ∈ (〈w0〉 ×A(w)) ·G′

� .
Обратно, пусть h ∈ (〈w0〉 × A(w)) · G′

� . Тогда h̄ = wα
0w1, где w1 ∈ A(w) и

α ∈ R. Очевидно, что [h,w] = [h̄, w] =
[
wα

0w1, w
]

= [w0, w]α[w1, w] = 1. Лемма
доказана.

Лемма 2. Пусть w ∈ G� и w = w1 . . . wk — блоковое разложение элемента
w, a w′

i — корневой элемент для wi. Тогда

C(w) =
( ∏
|α(wi)|>1

〈w′
i〉 ×A(w)

)
·G′

� . (6)

В качестве доказательства данной леммы в точности проходит доказатель-
ство леммы 2 из [2].

§ 3. Универсальная эквивалентность групп

Лемма 3. Пусть � — дерево. Если для элемента g ∈ G� множество α(g)
содержит не менее двух элементов, то CG� (g) — абелева группа.

Доказательство. Пусть x1, x2 ∈ α(g). Если множество α(g)⊥ пусто или
содержит только одну вершину, то утверждение леммы следует из формулы (6).
Предположим, что множество α(g)⊥ содержит две различные вершины y1, y2.

Случай 1. (x1, x2) /∈ � . Так как ребра (x1, y1), (x1, y2), (x2, y1), (x2, y2)
различны и принадлежат � , граф содержит цикл; противоречие с тем, что � —
дерево.

Случай 2. (x1, x2) ∈ � . Рассмотрим пересечение M множеств {x1, x2} и
{y1, y2}. Если M пусто или содержит только один элемент, то в графе � есть
цикл, что невозможно. Значит, {x1, x2} = {y1, y2}. Но элементы x1 и x2 пе-
рестановочны, следовательно, централизатор CG� (g) абелев. Множество α(g)⊥
не может содержать больше двух элементов, так как если оно содержит три
различных элемента y1, y2, y3 ∈ α(g)⊥, то, повторяя предыдущие рассуждения,
можно показать, что y1, y2, y3 попарно коммутируют между собой, тем самым
в графе � будет цикл длины 3, что невозможно. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть � — дерево и x — висячая вершина, g = xlc ∈ G� , где
0 6= l ∈ R, c ∈ G′

� . Тогда CG� (g) — абелева группа.
Доказательство. Так как α(g) = {x}, то α(g)⊥ = {x, y}, где y — един-

ственная вершина, смежная с x. Поскольку [x, y] = 1, то A(g) = 〈x, y〉 — абелева
группа. Из (6) следует, что CG� (g) — абелева группа. Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть � — дерево. Если формула

�(g) = ∃h g1 g2([g, h] 6= 1 ∧ [g, g1] = 1 ∧ [g, g2] = 1 ∧ [g2, g1] 6= 1)

истинна на группе G� для элемента g, то g = xlc, где x — невисячая вершина
графа � , l 6= 0, l ∈ R, c ∈ G′

� .
Доказательство. Из истинности формулы для элемента g следует, что

его централизатор — не абелева группа. Поэтому |α(g)| ≤ 1, следовательно,
g = xlc, где c ∈ G′

� . Так как [g, h] 6= 1, элемент g не лежит в коммутанте
группы, тем самым l 6= 0. Таким образом, из леммы 4 вытекает, что x —
невисячая вершина графа � .

Так как переход от графа � к графу � ∗ состоит в удалении всех лишних
вершин и при этом не возникает новых висячих вершин, верна
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Лемма 6. Для любых конечных простых неориентированных графов �1 и
�2 справедливо

� ′1 ∼= � ′2 ⇐⇒ � ∗1 ∼= � ∗2 .

Лемма 7. Пусть � — дерево, x3 — лишняя вершина, x4 — смежная с ней
вершина, x1, x2 — вершины, отличные от x3 и смежные с x4. Отображение

ϕl =
{
x3 → xl1x

l
2, xi → xi, i 6= 3, 1 ≤ i ≤ n

}
при любом натуральном l продолжается до гомоморфизма группы G� . Для
любого элемента 1 6= g ∈ G� можно найти l0 = l(g) ∈ Z такое, что для всех
натуральных l ≥ l0 элементы ϕl(g) не равны единице.

Доказательство. Запишем элемент g в каноническом виде

g = xr11 . . . xn
rn

∏
{i,j|1≤i<j≤n, (xi,xj)/∈�}

[xi, xj ]rij .

Предположим, что r3 6= 0. Тогда

ϕl(g) ≡ xr1+lr31 xr2+lr32 xr44 . . . xrnn mod G′
�

при всех натуральных l, удовлетворяющих неравенству lr3 + r1 6= 0, ϕl(g) 6= 1.
Пусть r3 = 0. Тогда можно предполагать, что хотя бы одно из чисел ri3

или r3j не равно нулю, где 1 ≤ i < 3 < j ≤ n. Так как

ϕl([x1, x3]r13) = [x1, x2]lr13 , ϕl([x2, x3]r23) = [x1, x2]−lr23 ,

ϕl([x3, xj ]r3j ) = [x1, xj ]lr3j [x2, xj ]lr3j ,

выбирая натуральное l, удовлетворяющее хотя бы одному из неравенств

lr13 + r12 − lr23 6= 0, lr3j + r1j 6= 0, lr3j + r2j 6= 0,

получим неединичный образ элемента g. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Предположим, что графы � ′1 и � ′2 изоморф-
ны. По лемме 6 изоморфны графы � ∗1 и � ∗2 . Значит, группы G�∗1

и G�∗2
уни-

версально эквивалентны. Покажем, что для любого дерева � группы G� и G�∗

универсально эквивалентны. Так как граф � ∗ получается из графа � последо-
вательным удалением лишних вершин, достаточно доказать совпадение универ-
сальных теорий групп G� и G�, где граф � получается из графа � удалением
одной лишней вершины. Группа G� является подгруппой группы G� . Значит,
любая конечная подмодель из G� вкладывается в G� . Для совпадения универ-
сальных теорий групп G� и G� достаточно доказать согласно предложению 2,
что имеет место обратное вложение. Пусть x3 — лишняя вершина графа � , x4
— смежная с ней вершина, x1, x2 — вершины, отличные от x3 и смежные с x4.
Граф � получается из графа � удалением вершины x3 и ребра (x3, x4). Возьмем
некоторую конечную подмодель M = {g1, . . . , gm} из G� . Добавим к элементам
модели M всевозможные элементы g−1

i gj , gig−1
j , 1 ≤ i 6= j ≤ m. Обозначим

расширенную модель через M . Для любого неединичного элемента g ∈ M по
лемме 7 можно найти l = l(g) такое, что гомоморфизм ϕl : G� → G� отображает
его на элемент ϕl(g), также не равный единице. Выберем l = max{l(g) | g ∈M}.
Гомоморфизм ϕl действует на исходной модели M как вложение. Таким обра-
зом, доказана истинность импликации

� ′1 ∼= � ′2 =⇒ G�1 ≡∀ G�2 .
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Обратно, предположим, что G�1 ≡∀ G�2 . Рассмотрим отдельно случай,
когда хотя бы один из графов �1 или �2 имеет максимальный путь длины 2
(т. е. граф имеет вид «звезды», в которой одна вершина соединена с каждой из
остальных вершин, а все остальные вершины не соединены между собой). Для
определенности будем считать, что это граф �1. Из доказанного выше следует,
что G�∗1

≡∀ G�∗2
. Граф � ∗1 будет иметь вид пути длины 2, т. е. будет деревом

из трех вершин и двух ребер. Так как формула �(� ∗2 ) выполняется на группе
G�∗1

, по теореме 1 из [5], получаем, что � ∗2 будет тоже иметь вид «звезды».
Но поскольку в � ∗2 уже нет лишних вершин, � ∗2 будет изоморфен графу � ∗1 .
Следовательно, по лемме 6 получаем � ′1 ∼= � ′2.

Рассмотрим случай, когда каждый из графов содержит путь длины больше
чем 2.

Пусть X1 — множество всех вершин графа � ′1, X2 — множество всех вершин
графа � ′2, |X1| = n1, |X2| = n2. Пусть

�1 =
n1∧
i=1

�(gi),

где формула �(g) определена в лемме 5,

�2 =
∧

{i,j|1≤i<j≤n1, (xi,xj)/∈� ′1}

([gi, gj ] 6= 1),

�3 =
∧

{i,j|1≤i<j≤n1, (xi,xj)∈� ′1}

([gi, gj ] = 1),

�4 =
∧

{i,j|1≤i 6=j≤n1}

(gi 6= gj), �5 =
∧

{i|1≤i≤n1}

(gi 6= 1).

Рассмотрим предложение

� = ∃g1 . . . gn1(�1 ∧ �2 ∧ �3 ∧ �4 ∧ �5).

Так как в графе �1 есть путь длины больше чем 2, предложение � будет выпол-
няться на группе G�1 . В качестве gi можно взять невисячие вершины графа �1.
Формула � истинна на группе G�2 . По лемме 5 элементы gi из G�2 имеют вид
gi = ylii ci, yi ∈ X2, li 6= 0, ci ∈ G′

�2
. Все элементы yi, 1 ≤ i ≤ n1, различны, так

как для любых двух различных невисячих вершин x и y графа �1 всегда най-
дется вершина z, перестановочная c x и не перестановочная с y. Это свойство
зафиксировано в формуле �. Значит, отображение xi → yi, 1 ≤ i ≤ n1, является
вложением графа � ′1 в граф � ′2. Так как существует обратное вложение, графы
� ′1 и � ′2 изоморфны. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Прямое утверждение теоремы очевидно.
Обратно, рассмотрим отдельно случай, когда хотя бы один из графов будет

иметь максимальный путь (без повторения вершин) длины 2. Для определен-
ности будем считать, что это граф �1. Из того, что формула �(�2) выполняется
на группе G�1 , по теореме 1 из [5] следует, что граф �2 либо представляет одно
ребро, либо имеет вид «звезды». Первый случай невозможен, так как тогда
формула �(�1) не будет выполняться на группе G�2 (по теореме 1 из [5]). Во
втором случае группы G�1 и G�2 универсально эквивалентны по теореме 1.

Если хотя бы один из графов имеет максимальный путь длины 1, то такая
группа абелева, и справедливость теоремы очевидна.
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Теперь рассмотрим оставшиеся случаи, когда оба графа содержат путь дли-
ны больше чем 2. Предположим, что универсальные теории групп G�1 и G�2

различны. Тогда графы � ′1 и � ′2 не изоморфны. Значит, не существует вложе-
ния графа � ′1 в граф � ′2 или графа � ′2 в граф � ′1. Предположим, что граф � ′1 не
является подграфом из � ′2. Заметим, что в этом случае граф � ′1 содержит не
менее двух вершин, так как случаи, когда граф � ′1 содержит менее двух вершин,
уже разобраны.

Рассмотрим формулу �(�1): по условию она истинна на группе G�2 . Если xi
— невисячая вершина графа �1, то в формулу �(�1) (см. (3)) входит атомарная
подформула

[zl, zi] 6= 1 ∧ [zj , zi] = 1 ∧ [zm, zi] = 1 ∧ [zm, zj ] 6= 1 ∧ zi 6= zj ∧ zi 6= zm.

Элемент gi группы G�2 , удовлетворяющий формуле �(�1) в качестве элемента
zi, имеет вид ylii ci, где yi — вершина графа �2, 0 6= li ∈ R, ci ∈ G′

�2
, причем вер-

шина yi не является висячей, так как ее централизатор неабелев. Как отмечено
при доказательстве теоремы 1, все вершины yi различны. Поэтому существует
вложение � ′1 в � ′2. Теорема доказана.
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