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ПРИБЛИЖЕННО КЕЛЕРОВЫ И ЭРМИТОВЫ

f–СТРУКТУРЫ НА ОДНОРОДНЫХ

�–ПРОСТРАНСТВАХ ПОРЯДКА k

В СЛУЧАЕ СПЕЦИАЛЬНЫХ МЕТРИК

А. С. Самсонов

Аннотация. Рассмотрены произвольные однородные �-пространства порядка k
(k ≥ 3) полупростых компактных групп Ли G в случае серии специальных метрик.
Указаны формулы для функции Номидзу связности Леви-Чивита таких метрик.
С учетом полученных формул и других соотношений для �-пространств порядка
k для канонических f -структур на этих пространствах доказаны необходимые и
достаточные условия принадлежности таким классам обобщенной эрмитовой гео-
метрии, как приближенно келеровы (NKf -structures) и эрмитовы (Hf -structures)
f -структуры.

Ключевые слова: естественно редуктивное пространство, инвариантная f -струк-
тура, обобщенная эрмитова геометрия, однородное �-пространство, однородное k-
симметрическое пространство, каноническая f -структура.

1. Введение

Одним из важнейших классов дифференциально-геометрических структур
на гладких многообразиях M являются аффинорные структуры, т. е. тензор-
ные поля типа (1, 1), реализованные в виде полей эндоморфизмов, действующих
в касательном расслоении. В число классических аффинорных структур вхо-
дят структуры почти произведения P (P 2 = 1), почти комплексные структуры
J (J2 = 1), обобщающие их f -структуры Яно (f3 + f = 0) [1, 2] и некоторые
другие. Согласованные с (псевдо)римановой метрикой g на (M, g) метрические
f -структуры включают широко известные почти эрмитовы структуры J , а так-
же служат фундаментальным объектом в обобщенной эрмитовой геометрии [3].

Исследование инвариантных аффинорных структур на однородных много-
образиях M = G/H групп Ли традиционно является одной из наиболее значи-
мых задач. Отметим здесь глубокую теорию эрмитовых симметрических про-
странств, а впоследствии стали играть значительную роль обобщенные симмет-
рические пространства (в другой терминологии, однородные �-пространства
порядка k [4]). Например, построенная каноническая структура J на одно-
родных �-пространствах порядка 3 [5–7] позволила предъявить широкий класс
инвариантных почти эрмитовых структур. Позднее был обнаружен богатый за-
пас канонических структур P , J и f -структур на регулярных �-пространствах
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[8], что существенно продвинуло данное направление. Оказалось, что канони-
ческие f -структуры на однородных �-пространствах порядков 4 и 5 в случае
естественно редуктивной метрики являются приближенно келеровыми и эрми-
товыми f -структурами [9, 10]. Дальнейшим развитием этих фактов стали рас-
смотрение канонических f -структур на �-пространствах порядка 6 (см., напри-
мер, [11, 12]) и обобщение на случай произвольных естественно редуктивных
�-пространств любого порядка k [13]. Отметим, что перечисленные факты, об-
наруживая обширный ресурс инвариантных структур в обобщенной эрмитовой
геометрии, одним из естественных продолжений предполагают исследования
канонических f -структур на k-симметрических пространствах с отличными от
естественно редуктивной метриками.

В данной работе рассмотрены канонические f -структуры на однородных
�-пространствах произвольного порядка k в случае серии специальных «диаго-
нальных» метрик (эта серия содержит как естественно редуктивные метрики,
так и метрики, которые не попадают в этот класс). Доказано, в частности,
что для таких метрик базовые f -структуры являются приближенно келеровы-
ми (входят в класс NKf), а для суммы и разности базовых структур указаны
алгебраические критерии принадлежности классу NKf. Получены критерии
эрмитовости (класс Hf) для канонических базовых f -структур.

2. Приближенно келеровы
и эрмитовы метрические f-структуры

Известно, что f -структура на гладком многообразии M порождает два вза-
имно дополнительных распределения L = Im f и M = Ker f . Их размерности
называются рангом и дефектом f -структуры, причем частные случаи def f = 0
и def f = 1 дают почти комплексную и почти контактную структуры соответ-
ственно; L и M называют первым и вторым фундаментальными распределени-
ями f -структуры.

Пусть (M, g = 〈·, ·〉) — (псевдо)риманово многообразие. Тогда f -структура
на нем называется метрической [14], если 〈fX, Y 〉 + 〈X, fY 〉 = 0 для всех
X,Y ∈ X(M), где X(M) — модуль гладких векторных полей на M . Для мет-
рической f -структуры распределения L и M взаимно ортогональны, а частный
случай def f = 0 для метрических f -структур приводит к почти эрмитовым
структурам.

Композиционный тензор T типа (2, 1) играет важное значение в геометрии
метрических f -структур. С его помощью можно ввести структуру присоединен-
ной Q-алгебры в X(M) посредством формулы X ∗Y = T (X,Y ) [3, 15]. Поэтому в
терминах свойств этой Q-алгебры определяются некоторые классы метрических
f -структур. Вид тензора T хорошо известен [3, 15]:

T (X,Y ) =
1
4
f(∇fX(f)fY −∇f2X(f)f2Y ), (1)

где ∇ — связность Леви-Чивита (псевдо)риманова многообразия (M, g),
X,Y ∈ X(M).

Если присоединенная Q-алгебра абелева (т. е. T (X,Y ) = 0), то метрическая
f -структура называется эрмитовой f-структурой (короче, Hf-структурой:
Hermitian f -structure) [3]. Метрическая f -структура называется приближенно
келеровой f-структурой (короче, NKf-структурой: Nearly Kähler f -structure)
[16, 10], если

∇fX(f)fX = 0 (2)
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для всех X ∈ X(M). Классы NKf- и Hf-структур будем обозначать через NKf и
Hf соответственно. Здесь указаны лишь некоторые важнейшие классы метриче-
ских f -структур, причем в частном случае def f = 0 они дают хорошо известные
классы почти эрмитовых структур: приближенно келеровы NK и эрмитовы H
соответственно (см., например, [15]).

3. Канонические f-структуры
на регулярных °-пространствах

Будем рассматривать инвариантные f -структуры на однородных многооб-
разиях. Пусть G/H — однородное редуктивное пространство связной группы
Ли G, g = h ⊕ m — соответствующее редуктивное разложение алгебры Ли g
группы G, где m отождествляется, как обычно, с касательным пространством
To(G/H) в точке o = H. Пусть на G/H заданы инвариантная (псевдо)риманова
метрика g = 〈·, ·〉 и инвариантная метрическая f -структура. Такие структуры
полностью определяются своими значениями в точке o. Поэтому договорим-
ся не различать далее в обозначениях инвариантные структуры на G/H и их
значения в точке o. Любая метрическая f -структура задает ортогональное раз-
ложение m = m1⊕m2, где подпространства m1 = Im f и m2 = Ker f определяют
первое и второе фундаментальные распределения f -структуры. Напомним так-
же, что пространство (G/H, 〈·, ·〉) называется естественно редуктивным отно-
сительно редуктивного разложения g = h ⊕ m, если 〈[X,Y ]m, Z〉 = 〈X, [Y,Z]m〉
для всех X,Y, Z ∈ m, где индекс m обозначает проекцию на m относительно
указанного разложения.

Пусть теперь G/H — однородное �-пространство, заданное с помощью ав-
томорфизма � группы Ли G, ϕ = d�e — соответствующий автоморфизм алгеб-
ры Ли g. Если g = h ⊕ Ag, где A = ϕ − id, то G/H называется регулярным
�-пространством [8, 17]. Разложение алгебры Ли g = h ⊕ Ag ϕ-инвариантно
и является ее каноническим редуктивным разложением [17]. Будем обозначать
через θ сужение ϕ на m = Ag. Известно, что все однородные �-пространства
порядка k (�k = id) регулярны [17] и в иной терминологии называются одно-
родными k-симметрическими пространствами [18].

Если значение инвариантной аффинорной структуры F на регулярном �-
пространствеG/H в точке o является полиномом от θ: F = F (θ), то такая струк-
тура называется канонической [8]. В алгебре A всех инвариантных аффинор-
ных структур на G/H все канонические структуры образуют коммутативную
подалгебру A (θ), которая, в свою очередь, содержит структуры классического
типа (почти произведения, почти комплексные, f -структуры), причем их пол-
ное описание указано в [8]. В частном случае для однородных �-пространств
порядка k получены точные вычислительные формулы, которые, например, для
канонических f -структур имеют вид

f =
2
k

u∑
m=1

(
u∑

j=1

ζj sin
2πmj
k

)
(θm − θk−m), (3)

где

u =
{
n, если k = 2n+ 1,
n− 1, если k = 2n,

а ζj ∈ {−1, 0, 1}, j = 1, 2, . . . , u, причем среди чисел ζj есть отличные от нуля.
Если каноническая f -структура fj определяется набором (ζ1, . . . , ζj , . . . , ζu), в
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котором ζj = 1, а остальные числа равны нулю, то она называется базовой
канонической f -структурой. Детализация формул для классических канониче-
ских структур приведена в [8] для малых порядков k = 3, 4, 5. Например, для
k = 3 приходим к уже указанной канонической почти комплексной структуре
J = 1√

3
(θ − θ2) [5, 7], а для k = 4 имеем структуру f = 1

2 (θ − θ3). Для порядка
k = 5 отметим, что две из канонических f -структур здесь являются базовыми,
а две другие — почти комплексными.

Пусть далее на однородном �-пространстве G/H порядка k задана инвари-
антная (псевдо)риманова метрика, определяемая симметрической билинейной
формой g = 〈·, ·〉 на m× m, которая инвариантна относительно Ad(H) и θ. На-
помним, что все канонические f -структуры на (G/H, g) являются метрическими
f -структурами относительно такой метрики. В случае полупростой группы Ли
G классическим примером метрики g с указанными свойствами является так
называемая стандартная метрика, индуцированная формой Киллинга алгебры
Ли g. Известно также, что такая метрика на любом регулярном �-пространстве
является естественно редуктивной относительно канонического редуктивного
разложения [17].

4. Коммутаторные соотношения
для однородных °-пространств порядка k

Рассмотрим однородное �-пространство G/H произвольного порядка k,
k ≥ 2. Пусть g, h — соответствующие алгебры Ли, g = h ⊕ m — канониче-
ское редуктивное разложение, θ = ϕ|m, s = [k−1

2 ] (целая часть), u = s (при
нечетном k), u = s+ 1 (при четном k), i = 0, u. Обозначим через Li операторы

Li(X) = ϕ2(X)− 2 cos
2πi
k
ϕ(X) +X

на g. Пусть mi = KerLi, тогда в соответствии со спектром автоморфизма ϕ
запишем разложение алгебры g [18]:

g = h⊕m = m0 ⊕m = m0 ⊕m1 ⊕ · · · ⊕mu, (4)

причем некоторые подпространства могут быть нулевыми (спектр оператора ϕ
не максимален). Также будем обозначать ai = 2πi

k , bj = 2πj
k .

Лемма 1. Для любых Xi ∈ mi, Yj ∈ mj справедливы следующие равен-
ства:

4 cos ai cos bjϕ[Xi, Yj ] = ϕ2[Xi, Yj ] + [ϕ2Xi, Yj ] + [Xi, ϕ
2Yj ] + [Xi, Yj ], (5)

4 cos2 aiϕ2[Xi, Yj ] = ϕ2[ϕ2Xi, Yj ] + 2ϕ2[Xi, Yj ] + [Xi, ϕ
2Yj ]. (6)

Доказательство. Для (5) имеем

4 cos ai cos bjϕ[Xi, Yj ] = [2 cos aiϕXi, 2 cos bjϕYj ]

= [(ϕ2 + 1)Xi, (ϕ2 + 1)Yj ] = ϕ2[Xi, Yj ] + [ϕ2Xi, Yj ] + [Xi, ϕ
2Yj ] + [Xi, Yj ],

для (6) —

4 cos2 aiϕ2[Xi, Yj ] = [(2 cos aiϕ)2Xi, ϕ
2Yj ] = [(ϕ2 + 1)2Xi, ϕ

2Yj ]

= [(ϕ4 + 2ϕ2 + 1)Xi, ϕ
2Yj ] = ϕ2[ϕ2Xi, Yj ] + 2ϕ2[Xi, Yj ] + [Xi, ϕ

2Yj ]. �
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Теорема 1 [13]. Пусть G/H — однородное �-пространство порядка k (k ≥
2), m — соответствующее каноническое редуктивное дополнение с разложением
(4). Пусть i = 0, u, j = 0, u, i ≥ j и подпространство mi+j обозначает mk−(i+j),
если i+ j > u. Тогда cправедливы следующие коммутаторные соотношения:

[mi,mj ] ⊂ mi+j + mi−j .

Доказательство. Положим ψ = Li−j ◦ Li+j и покажем, что для произ-
вольных Xi ∈ mi, Yj ∈ mj верно

ψ([Xi, Yj ]) = Li−j ◦ Li+j([Xi, Yj ])

= (ϕ2 − 2 cos(ai − bj)ϕ+ 1) ◦ (ϕ2 − 2 cos(ai + bj)ϕ+ 1)[Xi, Yj ] = 0.

Имеем

ψ([Xi, Yj ]) = ϕ4[Xi, Yj ]− 4 cos ai cos bjϕ3[Xi, Yj ]

+ 2(2 cos2 ai + 2 cos2 bj − 1)ϕ2[Xi, Yj ]− 4 cos ai × cos bjϕ[Xi, Yj ] + [Xi, Yj ].

Используем (5) для слагаемых 4 cos ai cos bjϕ3[Xi, Yj ] и 4 cos ai cos bjϕ[Xi, Yj ], а
также линейные преобразования:

−ϕ2[ϕ2Xi, Yj ]−ϕ2[Xi, ϕ
2Yj ]+4(cos2 ai+cos2 bj−1)ϕ2[Xi, Yj ]−[ϕ2Xi, Yj ]−[Xi, ϕ

2Yj ].

Будем использовать равенство (6) для 4(cos2 ai + cos2 bj)ϕ2[Xi, Yj ]:

− ϕ2[ϕ2Xi, Yj ]− ϕ2[Xi, ϕ
2Yj ] + (ϕ2[ϕ2Xi, Yj ] + 2ϕ2[Xi, Yj ] + [Xi, ϕ

2Yj ])

+ (ϕ2[Xi, ϕ
2Yj ] + 2ϕ2[Xi, Yj ] + [ϕ2Xi, Yj ])

− 4ϕ2[Xi, Yj ]− [ϕ2Xi, Yj ]− [Xi, ϕ
2Yj ] = 0.

Итак, получили, что ψ([Xi, Yj ]) = 0.
Допустим, что существует mn (mn 6= mi−j , mn 6= mi+j) и [Xi, Yj ]mn 6= 0.

Обозначим

Y = Li+j([Xi, Yj ]mn) = (ϕ2 − 2 cos(ai + bj)ϕ+ 1)([Xi, Yj ]mn).

Тогда Y ∈ mn, Y 6= 0, поскольку оператор ϕ невырожденный на каждом из
подпространств разложения (4). Обозначим

Z = Li−jY = (ϕ2 − 2 cos(ai − bj)ϕ+ 1)Y.

Тогда Z ∈ mn, Z 6= 0, что противоречит равенству ψ([Xi, Yj ]) = 0. Поэтому в
силу произвольности выбора элементов Xi, Yj получаем доказываемое соотно-
шение: [mi,mj ] ⊂ mi+j + mi−j . �

Отметим, что при k = 2 доказанная теорема 1 дает хорошо известные
[19] коммутаторные соотношения для однородных симметрических пространств:
[h, h] ⊂ h, [h,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ h.

Отметим также, что утверждения теоремы 1 и доказанной ниже теоремы 2
независимо и в другом виде получены в работе [20].
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Лемма 2. Для любого Xi ∈ mi (i = 0, u) выполняется равенство

ϕ3Xi =
((

4 cos2
2πi
k
− 1
)
ϕ− 2 cos

2πi
k

)
Xi.

Доказательство. Имеем

ϕ3Xi = ϕ(ϕ2Xi) = ϕ

((
2 cos

2πi
k
ϕ− 1

)
Xi

)
=
(

2 cos
2πi
k
ϕ2 − ϕ

)
Xi =

(
2 cos

2πi
k

(
2 cos

2πi
k
ϕ− 1

)
− ϕ

)
Xi

=
((

4 cos2
2πi
k
− 1
)
ϕ− 2 cos

2πi
k

)
Xi. �

Теорема 2. Пусть G/H — однородное �-пространство порядка k (k ≥ 3).
Возьмем произвольные базовые структуры fi, fj и элементы Xi ∈ mi, Yj ∈
mj (i, j = 1, s, i ≥ j) из подпространств mi, mj разложения (4). Пусть mi+j
обозначает mk−(i+j), если i+ j > u. Тогда

[fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ] ∈ mi−j , [fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ] ∈ mi+j .

Доказательство проведем только для случая [fiXi, Yj ]+[Xi, fjYj ] (случай
[fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ] разбирается аналогично). Будем обозначать ai = 2πi

k , bj =
2πj
k . Пусть Z = [fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ]. Подействуем на Z оператором

Li+j = ϕ2 − 2 cos(ai + bj)ϕ+ 1 = ϕ2 − 2 cos ai cos bjϕ+ 2 sin ai sin bjϕ+ 1

и покажем, что Li+jZ = 0 (тогда Z ∈ mi+j). Имеем

Li+j(Z) = Li+j

([(
1

sin ai
ϕ− ctg ai

)
Xi, Yj

]
+
[
Xi,

(
1

sin bj
ϕ− ctg bj

)
Yj

])
= Li+j

(
1

sin ai
[ϕXi, Yj ]− (ctg ai + ctg bj)[Xi, Yj ] +

1
sin bj

[Xi, ϕYj ]
)
.

Используя лемму 2, линейные преобразования, билинейность и кососимметрич-
ность коммутатора, получим следующие результаты на каждом из этапов вы-
числений:

Li+j

(
1

sin ai
[ϕXi, Yj ]

)
=
(

4 ctg ai cos ai cos bj−
2 cos bj
sin ai

+4 cos ai sin bj
)

[ϕXi, ϕYj ]

+
(
−4 ctg ai cos ai +

2
sin ai

)
[ϕXi, Yj ]

+ (−2 ctg ai cos bj − 2 sin bj)[Xi, ϕYj ] + 2 ctg ai[Xi, Yj ];

Li+j(−(ctg ai + ctg bj)[Xi, Yj ])
= −(ctg ai + ctg bj)(2 cos ai cos bj + 2 sin ai sin bj)[ϕXi, ϕYj ]

+ 2 cos ai(ctg ai + ctg bj)[ϕXi, Yj ] + 2 cos bj(ctg ai + ctg bj)[Xi, ϕYj ]
− 2(ctg ai + ctg bj)[Xi, Yj ];
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Li+j

(
1

sin bj
[Xi, ϕYj ]

)
=
(

4 ctg bj cos bj cos ai −
2 cos ai
sin bj

+ 4 cos bj sin ai
)

[ϕXi, ϕYj ]

+
(
−4 ctg bj cos bj +

2
sin bj

)
[Xi, ϕYj ]

+ (−2 ctg bj cos ai − 2 sin ai)[ϕXi, Yj ] + 2 ctg bj [Xi, Yj ].
Вычисляя сумму полученных результатов, приходим к тому, что

Li+j([fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ]) = 0,
поэтому [fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ] ∈ mi+j. �

Следствие 1. Для любых базовых структур fi, fj и элементов Xi ∈ mi,
Yj ∈ mj (i, j = 1, s, i ≥ j) подпространств разложения (4) справедливы утвер-
ждения

[fiXi, fjYj ] + [Xi, Yj ] ∈ mi−j , [fiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ] ∈ mi+j .

Доказательство. Подставим fjYj вместо Yj в утверждения теоремы. По-
скольку f2

j Yj = −Yj , получаем доказываемое. �

Следствие 2. Для любой базовой структуры fi и элемента Xi ∈ mi (i =
1, s) справедливо утверждение

[fiXi, Xi] ∈ h.

Доказательство. Подставим Xi вместо Yj в первое утверждение теоре-
мы. Получим

[fiXi, Xi]− [Xi, fiXi] = 2[fiXi, Xi] ∈ mi−i = m0 = h,

т. е. [fiXi, Xi] ∈ h. �

Следствие 3. Для любых базовых структур fi, fj и подпространств mi,
mj (i, j = 1, s, i ≥ j) разложения (4) справедливы утверждения

[mi,mj ] ⊂ mi+j ⇐⇒ [fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ] = 0 ∀Xi ∈ mi, ∀Yj ∈ mj ,

[mi,mj ] ⊂ mi−j ⇐⇒ [fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ] = 0 ∀Xi ∈ mi, ∀Yj ∈ mj .

Доказательство. Из теоремы следует справедливость прямых утвержде-
ний. Обратные утверждения докажем методом от противного.

Допустим, что [mi,mj ] * mi+j . Поскольку [mi,mj ] ⊂ mi+j + mi−j по теоре-
ме 1, для некоторых Xi, Yj имеем

0 6= 2[fiXi, Yj ]mi−j = 2[fiXi, Yj ]mi−j − ([fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ])mi−j

= (2[fiXi, Yj ]− [fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ])mi−j

= ([fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ])mi−j = [fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ].
Тем самым если [mi,mj ] * mi+j , то найдутся такие Xi, Yj , что [fiXi, Yj ] −
[Xi, fjYj ] 6= 0. Это доказывает обратное утверждение первой части следствия.

Допустим, что [mi,mj ] * mi−j . Поскольку [mi,mj ] ⊂ mi+j + mi−j по теоре-
ме 1, для некоторых Xi, Yj имеем

0 6= 2[fiXi, Yj ]mi+j = 2[fiXi, Yj ]mi+j − ([fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ])mi+j

= (2[fiXi, Yj ]− [fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ])mi+j

= ([fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ])mi+j = [fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ].
Тем самым если [mi,mj ] * mi−j , то найдутся Xi, Yj такие, что [fiXi, Yj ] +
[Xi, fjYj ] 6= 0. Обратное утверждение второй части следствия доказано. �
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Следствие 4. Для любых базовых структур fi, fj и элементов Xi ∈ mi,
Yj ∈ mj (i, j = 1, s, i ≥ j) подпространств разложения (4) выполняются

[fiXi, Yj ]mi+j = [Xi, fjYj ]mi+j , [fiXi, fjYj ]mi+j = −[Xi, Yj ]mi+j ,

[fiXi, Yj ]mi−j = −[Xi, fjYj ]mi−j , [fiXi, fjYj ]mi−j = [Xi, Yj ]mi−j .

Доказательство. Результат следствия легко вытекает из теорем 1 и 2. �

Теорема 3. Пусть G/H — однородное �-пространство порядка k (k ≥ 3).
Возьмем произвольные базовые структуры fi, fj и элементы Xi ∈ mi, Yj ∈
mj (i, j = 1, s, i ≥ j) из подпространств mi, mj разложения (4). Пусть fi+j
обозначает fk−(i+j) при i+ j > u. Тогда

fi−j([fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ]) = −[fiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ] при i > j;

fi+j([fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ]) = [fiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ] при i+ j ≤ s;

−fi+j([fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ]) = [fiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ] при i+ j > u.

Доказательство. Возьмем произвольные Xi ∈ mi, Yj ∈ mj . Обозначим
ai = 2πi

k , bj = 2πj
k .

1. Докажем утверждение теоремы для fi−j . Поскольку

[fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ] ∈ mi−j , [fiXi, Yj ], [Xi, fjYj ] ∈ mi−j ⊕mi+j

и оператор 1
sin(ai−bj)θ−ctg(ai−bj) невырожденный на каждом из подпространств

mi−j , mi+j , используя свойства коммутатора, имеем

fi−j([fiXi, Yj ]− [Xi, fjYj ])

=
(

1
sin(ai − bj)

θ − ctg(ai − bj)
)([(

1
sin ai

θ − ctg ai
)
Xi, Yj

]
−
[
Xi,

(
1

sin bj
θ − ctg bj

)
Yj

])
= − 1

sin ai sin bj
[θXi, θYj ]

+
ctg bj
sin ai

[θXi, Yj ] +
ctg ai
sin bj

[Xi, θYj ]− (ctg ai ctg bj + 1)[Xi, Yj ].

Дальнейшие преобразования дают([
1

sin ai
θXi,−

1
sin bj

θYj

]
+
[

1
sin ai

θXi, ctg bjYj
])

+
([

ctg aiXi,
1

sin bj
θYj

]
+ [ctg aiXi,− ctg bjYj ]

)
− [Xi, Yj ] =

[
1

sin ai
θXi,−fjYj

]
+ [− ctg aiXi,−fjYj ]− [Xi, Yj ] = −[fiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ].

2. Докажем теперь утверждение теоремы для fi+j и i + j ≤ s (для случая
i + j > u доказательство аналогичное с учетом неравенства sin(ai + bj) < 0).
Поскольку

[fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ] ∈ mi+j , [fiXi, Yj ], [Xi, fjYj ] ∈ mi−j ⊕mi+j
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и оператор 1
sin(ai+bj)

θ−ctg(ai+bj) невырожденный на каждом из подпространств
mi−j , mi+j , используя свойства коммутатора, имеем

fi+j([fiXi, Yj ] + [Xi, fjYj ]) =
(

1
sin(ai + bj)

θ

− ctg(ai + bj)
)([(

1
sin ai

θ − ctg ai
)
Xi, Yj

]
+
[
Xi,

(
1

sin bj
θ − ctg bj

)
Yj

])
=

1
sin ai sin bj

[θXi, θYj ]−
ctg bj
sin ai

[θXi, Yj ]−
ctg ai
sin bj

[Xi, θYj ]+(ctg ai ctg bj−1)[Xi, Yj ].

Дальнейшие преобразования дают([
1

sin ai
θXi,

1
sin bj

θYj

]
+
[

1
sin ai

θXi,− ctg bjYj
])

+
([

ctg aiXi,−
1

sin bj
θYj

]
+ [ctg aiXi, ctg bjYj ]

)
− [Xi, Yj ]

=
[

1
sin ai

θXi, fjYj

]
+ [− ctg aiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ] = [fiXi, fjYj ]− [Xi, Yj ]. �

5. Функции Номидзу для однородных °-пространств
порядка k в случае специальных метрик

Рассмотрим однородное �-пространство M = G/H произвольного порядка
k (k ≥ 3). Принимая во внимание известное взаимно однозначное соответствие
(см. [19, 21]) между G-инвариантными метриками и Ad(H)-инвариантными ска-
лярными произведениями на каноническом редуктивном дополнении m, рас-
смотрим следующее семейство инвариантных метрик в случае полупростой ком-
пактной алгебры Ли g с формой Киллинга B:

〈X,Y 〉 = λ1B(X1, Y1) + · · ·+ λuB(Xu, Yu), (7)

где X,Y ∈ g, i = 1, u, Xi, Yi ∈ mi, mi — подпространства разложения (4), λi ∈ R,
λi < 0.

Например, известно [22], что для метрик такого «диагонального» семейства
легко одновременно вычисляются их различные характеристики кривизны, а
при равенстве коэффициентов λi такая метрика естественно редуктивна.

Определяющие условия (1) и (2) классов NKf и Hf связаны с выражением
∇X(f)Y = ∇XfY − f∇XY для гладких векторных полей X и Y . В случае
редуктивных однородных пространств (в частности, однородных �-пространств
порядка k), используя традиционную технику специальных векторных полей в
окрестности точки o = H ∈ G/H, имеем

∇X(f)Y = α(X, fY )− fα(X,Y ),

где α — функция Номидзу инвариантной аффинной связности ∇, а X,Y ∈ m.
В случае связности Леви-Чивита ∇ для инвариантной римановой метрики g =
〈·, ·〉 на однородном редуктивном пространстве G/H функция Номидзу имеет
вид [19]

α(X,Y ) =
1
2
[X,Y ]m + U(X,Y ), (8)

где X,Y ∈ m, а билинейное симметрическое отображение U : m × m → m опре-
деляется из формулы [19]

2〈U(X,Y ), Z〉 = 〈X, [Z, Y ]m〉+ 〈[Z,X]m, Y 〉 ∀Z ∈ m. (9)
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В следующей теореме установлено, что отображение U(X,Y ) определяется с по-
мощью коммутатора элементов X,Y ∈ m в случае однородных �-пространств
порядка k с метрикой (7).

Теорема 4. Пусть M = G/H — однородное �-пространство порядка k
с метрикой (7), k ≥ 3, алгебра Ли g группы G является полупростой и ком-
пактной. Возьмем произвольные элементы Xi, Yi, Yj из подпространств mi, mj

разложения (4), i, j = 1, u, i > j. Тогда для отображения U имеют место равен-
ства

U(Xi, Yj)mi±j=
λj − λi
2λi±j

[Xi, Yj ]mi±j , U(Xi, Yi)=U(Xi, Yj)mn=0,

где mi+j обозначает mk−(i+j) при i+j > u, λi+j обозначает λk−(i+j) при i+j > u,
mn — любое подпространство разложения (4), кроме mi−j ,mi+j .

Доказательство. Пусть Xi, Yj — элементы, указанные в условии теоре-
мы. Возьмем произвольный элемент Zt ∈ mt, где t = 1, u. Используя равенство
(9), биинвариантность формы Киллинга B и ортогональность подпространств
разложения (4) относительно формы B, имеем

2λtB(U(Xi, Yj), Zt) = 2〈U(Xi, Yj), Zt〉 = 〈Xi, [Zt, Yj ]m〉+ 〈Yj , [Zt, Xi]m〉
= λiB(Xi, [Zt, Yj ]) + λjB(Yj , [Zt, Xi]) = (λj − λi)B([Xi, Yj ], Zt).

Поэтому в силу невырожденности формы Киллинга и произвольности выбора
элемента Zt ∈ mt получаем

U(Xi, Yj) =
λj − λi

2λt
[Xi, Yj ]mt .

Из этого с учетом теоремы 1 следуют все утверждения теоремы. �

6. Канонические f-структуры
на однородных °-пространствах порядка k

Для канонических базовых f -структур имеет место

Теорема 5. Пусть M = G/H — однородное �-пространство порядка k с
метрикой (7). Тогда любая каноническая базовая f -структура fi на M принад-
лежит классу NKf.

Доказательство. Возьмем произвольный элемент X ∈ m. Приближенно
келеровы f -структуры определяются условием ∇fX(f)fX = 0. Имеем

∇fiX(fi)fiX = ∇fiXif
2
i Xi − fi∇fiXifiXi = α

(
fiXi, f

2
i Xi

)
− fiα(fiXi, fiXi).

Используя формулу (8), получаем

1
2
[
fiXi, f

2
i Xi

]
m

+ U
(
fiXi, f

2
i Xi

)
− fi

(
1
2
[
fiXi, fiXi]m + U(fiXi, fiXi)

)
=

1
2
[
fiXi, f

2
i Xi

]
m

+ U
(
fiXi, f

2
i Xi

)
− fiU(fiXi, fiXi).

Отображение U дает 0 по теореме 4,
[
fiXi, f2

i Xi

]
m

= [fiXi,−Xi]m = 0 по
следствию 2 теоремы 2. Поэтому ∇fiX(fi)fiX = 0. �

Для канонических базовых f -структур относительно класса Hf эрмитовых
f -структур доказана
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Теорема 6. Пусть M = G/H — однородное �-пространство порядка k с
метрикой (7). Тогда для любой канонической базовой f -структуры fi на M
справедливы утверждения:

если 3i 6= k, то fi принадлежит классу Hf;
если 3i = k, то fi ∈ Hf ⇔ [mi,mi] ⊂ h.
Доказательство. Возьмем произвольные элементы X,Y ∈ m. Эрмитовы

f -структуры определяются условием

T (X,Y ) =
1
4
f(∇fX(f)fY −∇f2X(f)f2Y ) = 0.

Имеем

fi
(
∇fiX(fi)fiY −∇f2

i X
(fi)f2

i Y
)

= fi(∇fiXi(fi)fiYi −∇−Xi(fi)(−Yi))
= fi(−∇fiXiYi − fi∇fiXifiYi −∇XifiYi + fi∇XiYi)

= fi

(
−1

2
[fiXi, Yi]m − U(fiXi, Yi)− fi

(
1
2
[fiXi, fiYi]m + U(fiXi, fiYi)

)
− 1

2
[Xi, fiYi]m − U(Xi, fiYi) + fi

(
1
2
[Xi, Yi]m + U(Xi, Yi)

))
.

Отображение U дает 0 по теореме 4, поэтому далее получаем

4T (X,Y ) = −1
2
fi([fiXi, Yi]m + [Xi, fiYi]m) +

1
2
([fiXi, fiYi]m − [Xi, Yi]m)|mi . (10)

По теореме 2

[fiXi, Yi] + [Xi, fiYi] ∈ m2i, [fiXi, fiYi]− [Xi, Yi] ∈ m2i.

Поэтому при 3i 6= k

fi([fiXi, Yi]m + [Xi, fiYi]m) = 0, ([fiXi, fiYi]m − [Xi, Yi]m)|mi = 0,

т. е. T (X,Y ) = 0, что доказывает теорему для этого случая. При 3i = k по
теореме 3

−fi([fiXi, Yi]m + [Xi, fiYi]m) = [fiXi, fiYi]− [Xi, Yi],

а по теореме 2
[fiXi, fiYi]− [Xi, Yi] ∈ m2i = mi.

Поэтому, учитывая равенство (10), получим

4T (X,Y ) = [fiXi, fiYi]− [Xi, Yi].

Тогда по следствию 3 теоремы 2 T (X,Y ) = 0 для всех X,Y тогда и только
тогда, когда [mi,mi] ⊂ mi−i = h, что доказывает теорему для случая 3i = k. �

Будем рассматривать алгебраические суммы канонических базовых f -струк-
тур. Для класса NKf получена следующая

Теорема 7. Пусть M = G/H — однородное �-пространство порядка k с
метрикой (7) и fi, fj — произвольные канонические базовые f -структуры на M ,
i > j. Структура fi + fj принадлежит классу NKf тогда и только тогда, когда
выполняются оба условия:

1) [mi,mj ] ⊂ mi+j или справедливы оба равенства i = 2j, λi = 2λj ,
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2) [mi,mj ] ⊂ mi−j или λi = λj .
Доказательство. Возьмем произвольные элементы X,Y ∈ m и базовые

f -структуры fi, fj . Будем использовать обозначение ci±j = λj−λi
2λi±j

для выраже-
ний из формул теоремы 4. Приближенно келеровы f -структуры определяются
условием ∇fX(f)fX = 0. Для суммы fi + fj имеем

∇(fi+fj)X(fi + fj)(fi + fj)X

= ∇fiXi+fjXj

(
f2
i Xi + f2

jXj

)
− (fi + fj)∇fiXi+fjXj (fiXi + fjXj)

= α(fiXi + fjXj ,−Xi −Xj)− (fi + fj)α(fiXi + fjXj , fiXi + fjXj).

Используя формулу (8), свойства отображения U и теорему 4, получаем

1
2
[fiXi + fjXj ,−Xi −Xj ]m + U(fiXi,−Xj) + U(−Xi, fjXj)

− 2(fi + fj)U(fiXi, fjXj) =
1
2
[fiXi + fjXj ,−Xi −Xj ]m + ci−j [fiXi,−Xj ]mi−j

+ ci+j [fiXi,−Xj ]mi+j + ci−j [−Xi, fjXj ]mi−j + ci+j [−Xi, fjXj ]mi+j

− 2(fi + fj)(ci−j [fiXi, fjXj ]mi−j + ci+j [fiXi, fjXj ]mi+j ).

По теореме 2

ci−j [fiXi,−Xj ]mi−j + ci−j [−Xi, fjXj ]mi−j = 0.

Применим это и другие следствия теоремы 2 для дальнейшего преобразования:

1
2
(−[fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) + ci+j([fiXi,−Xj ] + [−Xi, fjXj ])

− (fi + fj)(ci−j([fiXi, fjXj ] + [Xi, Xj ]) + ci+j([fiXi, fjXj ]− [Xi, Xj ])).

Итак, для ∇fX(f)fX получены следующие выражения:

(∇fX(f)fX)mi−j =
1
2
(−[fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ])

− ci−j(fi + fj)([fiXi, fjXj ] + [Xi, Xj ]),

(∇fX(f)fX)mi+j = ci+j([fiXi,−Xj ] + [−Xi, fjXj ])
− ci+j(fi + fj)([fiXi, fjXj ]− [Xi, Xj ]).

Применяя теорему 3 и следствие 3 теоремы 2, рассмотрим следующие воз-
можные случаи для ∇fX(f)fX.

При j 6= i− j (т. е. i 6= 2j, fi−j 6= fj) получим

(∇fX(f)fX)mi−j =
1
2
(−[fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) = 0

тогда и только тогда, когда [mi,mj ] ⊂ mi+j .
При j = i− j (т. е. i = 2j, fi−j = fj , λi−j = λj) имеем

(∇fX(f)fX)mi−j =
1
2
(−[fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ])− ci−jfj([fiXi, fjXj ] + [Xi, Xj ])

= −
(

1
2

+ ci−j

)
([fiXi, Xj ]− [Xi, fjXj ]) = 0
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тогда и только тогда, когда 1
2 + ci−j = 0 (т. е. 1

2 + λj−λi
2λi−j

= 0, λi = 2λj) или
[mi,mj ] ⊂ mi+j .

При 2i+ j 6= k и i+ 2j 6= k (т. е. fi+j 6= fi и fi+j 6= fj) будет

(∇fX(f)fX)mi+j = ci+j([fiXi,−Xj ] + [−Xi, fjXj ]) = 0

тогда и только тогда, когда ci+j = 0 (т. е. λj−λi
2λi+j

= 0, λi = λj) или [mi,mj ] ⊂ mi−j .
При 2i+ j = k или i+ 2j = k (т. е. fi+j = fi или fi+j = fj) получим

(∇fX(f)fX)mi+j

= ci+j([fiXi,−Xj ] + [−Xi, fjXj ])− ci+jfi+j([fiXi, fjXj ]− [Xi, Xj ])
= −2ci+j([fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) = 0

тогда и только тогда, когда ci+j = 0 (т. е. λj−λi
2λi+j

= 0, λi = λj) или [mi,mj ] ⊂ mi−j .
Итак, рассмотренные случаи доказывают утверждение теоремы. �

Теорема 8. Пусть M = G/H — однородное �-пространство порядка k с
метрикой (7) и fi, fj — произвольные канонические базовые f -структуры на M ,
i > j. Структура fi − fj принадлежит классу NKf тогда и только тогда, когда
выполняются оба условия:

1) [mi,mj ] ⊂ mi+j или λi = λj ,
2) [mi,mj ] ⊂ mi−j или справедливы оба равенства: 2i+ j = k, λj = 2λi.
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 7.

Возьмем произвольные элементы X,Y ∈ m и базовые f -структуры fi, fj . Для
∇fX(f)fX получаем следующие выражения:

(∇fX(f)fX)mi−j

= ci−j([fiXi,−Xj ] + [Xi, fjXj ]) + ci−j(fi − fj)([fiXi, fjXj ] + [Xi, Xj ]),

(∇fX(f)fX)mi+j

= −1
2
([fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) + ci+j(fi + fj)([fiXi, fjXj ]− [Xi, Xj ]).

Применяя теперь теорему 3 и следствие 3 теоремы 2, рассмотрим следую-
щие возможные случаи для ∇fX(f)fX.

При j 6= i− j (т. е. i 6= 2j, fi−j 6= fj) имеем

(∇fX(f)fX)mi−j = ci−j([fiXi,−Xj ] + [Xi, fjXj ]) = 0

тогда и только тогда, когда ci−j = 0 (т. е. λj−λi
2λi−j

= 0, λi = λj) или [mi,mj ] ⊂ mi+j .
При j = i− j (т. е. i = 2j, fi−j = fj) получим

(∇fX(f)fX)mi−j

= ci−j([fiXi,−Xj ] + [Xi, fjXj ])− ci−jfi−j([fiXi, fjXj ] + [Xi, Xj ])
= 2ci−j([fiXi,−Xj ] + [Xi, fjXj ]) = 0

тогда и только тогда, когда ci−j = 0 (т. е. λj−λi
2λi−j

= 0, λi = λj) или [mi,mj ] ⊂ mi+j .
При 2i+ j 6= k и i+ 2j 6= k (т. е. fi+j 6= fi и fi+j 6= fj) будет

(∇fX(f)fX)mi+j = −1
2
([fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) = 0
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тогда и только тогда, когда [mi,mj ] ⊂ mi−j .
При 2i+ j = k или i+ 2j = k (т. е. fi+j = fi или fi+j = fj) имеем

(∇fX(f)fX)mi+j

= −1
2
([fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) + ci+jfi+j([fiXi, fjXj ]− [Xi, Xj ])

=
(
−1

2
+ ci+j

)
([fiXi, Xj ] + [Xi, fjXj ]) = 0

тогда и только тогда, когда − 1
2 + ci+j = 0 (т. е. − 1

2 + λj−λi
2λi+j

= 0, λi+j = λi и
λj = 2λi) или [mi,mj ] ⊂ mi−j .

Итак, рассмотренные случаи дают утверждение теоремы. �

7. Приближенно келеровы и эрмитовы
f-структуры на однородных °-пространствах

флаговых многообразий M = SU(3)/Tmax

Рассмотрим в качестве примера пространство M = SU(3)/Tmax как одно-
родное �-пространство порядка 5.

Используя запись алгебры Ли g = su(3) [23], имеем

g = su(3) =


 α1 a c
−a α2 b
−c −b α3

∣∣∣∣∣∣
α1, α2, α3 ∈ Im C,

a, b, c ∈ C,
α1 + α2 + α3 = 0


= E(α1, α2, α3)⊕D(a, b, c) = h⊕m = h⊕ p1 ⊕ p2 ⊕ p3,

где

p1 = {X ∈ su(3) | X = D(a, 0, 0), a ∈ C}, p2 = {X ∈ su(3) | X = D(0, b, 0), b ∈ C},

p3 = {X ∈ su(3) | X = D(0, 0, c), c ∈ C},
причем (см. [23]) [p1, p2] ⊂ p3, [p1, p3] ⊂ p2, [p2, p3] ⊂ p1.

Отметим, что однородное �-пространство порядка 5 порождается, напри-
мер, внутренним автоморфизмом �1 : A → B1AB

−1
1 , где B1 = diag(ε, ε̄, 1),

ε = 5
√

1 — примитивный корень из единицы. Пусть X = D(a, b, c), где a, b, c ∈ C.
Тогда θX = D(aε2, bε̄, cε̄), подпространства разложения (4) таковы: m1 = p2⊕p3,
m2 = p1.

Используя детализацию выражения (3) [8] для �-пространств порядка 5,
запишем формулы для канонических f -структур на таких пространствах:

f1 = γ(θ − θ4) + δ(θ2 − θ3), f2 = δ(θ − θ4)− γ(θ2 − θ3),

f3 = f1 + f2, f4 = f1 − f2,

где γ =
√

10+2
√

5
10 , δ =

√
10−2

√
5

10 . Заметим, что f3 и f4 — канонические почти
комплексные структуры на M .

Поскольку 0 6= [m2,m1] ⊂ m1, из теорем 5–8 следует

Теорема 9. Рассмотрим M = SU(3)/Tmax как однородное �-пространство
порядка k = 5 с метрикой (7), порождаемое автоморфизмом �1. Тогда справед-
ливы утверждения:

1) канонические f -структуры f1, f2 принадлежат классам NKf, Hf для всех
метрик вида (7);
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2) каноническая f -структура f3 = f1 + f2 принадлежит классу NKf тогда
и только тогда, когда λ2 = 2λ1;

3) каноническая f -структура f4 = f1 − f2 принадлежит классу NKf тогда
и только тогда, когда λ1 = λ2.

Отметим, что в работе [24] канонические f -структуры на однородных �-
пространствах флагового многообразия M = SU(3)/Tmax рассмотрены в слу-
чае метрик с коэффициентами для подпространств p1, p2, p3. В метриках (7)
указаны коэффициенты для подпространств m1 = p2 ⊕ p3, m2 = p1. Поэтому
теорема 9 является частным случаем результатов, полученных в [24] с помо-
щью непосредственных вычислений для структур f1, . . . , f4. Отметим, что эти
же результаты указаны также в работах [25, 26].

Автор выражает благодарность Виталию Владимировичу Балащенко (на-
учному руководителю) за консультации во время проведения исследований и
ценные советы при написании данной работы, а также рецензенту статьи за
полезные замечания, в частности, за рекомендации по сокращению объема и
существенному улучшению доказательства теоремы 4.
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