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Хорошо известна [1, 2] конструкция Кантора, которая по ассоциативно-
коммутативной алгебре с дифференцированием позволяет построить йордано-
ву супералгебру. Полученная таким образом йорданова супералгебра принад-
лежит классу супералгебр векторного типа. Супералгебры векторного типа
играют важную роль при построении контрпримеров. В [3] построены приме-
ры первичных (−1, 1)-алгебр и йордановых алгебр с абсолютными делителями
нуля, так называемых «монстров Пчелинцева». В [4] с помощью йордановых
супералгебр векторного типа были даны другие конструкции «монстров Пче-
линцева». В [5] с помощью супералгебр векторного типа получены примеры
первичных алгебр с абсолютными делителями нуля в многообразии альтерна-
тивных, йордановых и (−1, 1)-алгебр. Йордановы супералгебры векторного ти-
па с одним дифференцированием изучались в работах [2, 6]. Так, в [2] найден
критерий простоты йордановой супералгебры. В [6] доказана специальность
таких йордановых супералгебр. В [7] построена универсальная ассоциативная
обертывающая алгебра для простой йордановой супералгебры векторного типа
с одним дифференцированием.

В [8, 9] описаны унитальные простые специальные йордановы супералгебры
с ассоциативной четной частью A, нечетная часть M которых является ассо-
циативным A-модулем. Если супералгебра не является супералгеброй невы-
рожденной билинейной суперформы, то ее четная часть A — дифференциаль-
но простая алгебра относительно некоторого множества дифференцирований,
а нечетная часть M — конечно порожденный проективный A-модуль ранга 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 11–01–00938–а), а также ФЦП «Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России» на 2009–2013 гг. (гос. контракты № 02.740.11.0429, 02.740.11.5191,
14.740.11.0346).
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Умножение в M задается с помощью фиксированных конечных множеств диф-
ференцирований и элементов алгебры A. Кроме того, каждая такая йорда-
нова супералгебра является подсупералгеброй в супералгебре векторного типа
J(� ,D) с одним дифференцированием D. Если число порождающих A-модуля
M равно 1, то исходная йорданова супералгебра является супералгеброй вектор-
ного типа J(� ,D). При некоторых ограничениях на алгебру A нечетная часть
M является однопорожденным A-модулем. Так, например, если A — локаль-
ная алгебра, то по известной теореме Капланского нечетная часть M является
свободным, а следовательно, однопорожденным A-модулем. Если основное по-
ле имеет характеристику p > 2, то в силу [10] A является локальной алгеброй,
поэтому нечетная часть M — однопорожденный A-модуль. Если A — кольцо
с однозначным разложением на множители, то, как известно (см. например,
[11]), нечетная часть M — свободный, а поэтому однопорожденный A-модуль.

Первый пример простой супералгебры векторного типа с несколькими диф-
ференцированиями над полем действительных чисел, который неизоморфен ал-
гебре J(� ,D), построен И. П. Шестаковым. Этот пример описан в [9]. При-
мер подобной супералгебры, но уже над полем характеристики нуль, в котором
неразрешимо уравнение t2+1 = 0, дан в [12, 13]. Наконец, в [14] построен пример
простой супералгебры векторного типа с несколькими дифференцированиями
над произвольным полем нулевой характеристики. Этот пример йордановой
супералгебры является ответом на вопрос из [15].

Отметим также работу [16], к которой восходят данные исследования. Про-
стые йордановы супералгебры изучались в [17–22].

В данной работе изучается связь йордановых супералгебр векторного ти-
па с конечно порожденными проективными модулями ранга 1 над областью
целостности A. В частности, указаны обратимые идеалы четной части суперал-
гебры векторного типа, которые изоморфны ее нечетной части. Для конечно
порожденного проективного A-модуля M ранга 1 найдены условия, при кото-
рых существует супералгебра векторного типа с четной частью A и нечетной
частью M .

Пусть F — поле характеристики не 2. Супералгебра J = J0 + J1 — это
Z2-градуированная F -алгебра, т. е.

J2
0 ⊆ J0, J2

1 ⊆ J0, J1J0 ⊆ J1, J0J1 ⊆ J1.

Положим A = J0 и M = J1. Пространство A (M) называется четной (нечет-
ной) частью супералгебры J . Элементы множества A∪M называются однород-
ными. Выражение p(x), где x ∈ A ∪M , означает индекс четности однородного
элемента x: p(x) = 0, если x ∈ A (x — четный), и p(x) = 1, если x ∈ M (x —
нечетный). Для элемента x из J через Rx обозначим оператор правого умноже-
ния на элемент x. Супералгебра J называется йордановой, если для однородных
элементов выполнимы следующие операторные тождества:

aRb = (−1)p(a)p(b)bRa, (1)

Ra2Ra = RaRa2 , (2)

RaRbRc + (−1)p(a)p(b)+p(a)p(c)+p(b)p(c)RcRbRa + (−1)p(b)p(c)R(ac)b

= RaRbc + (−1)p(a)p(b)RbRac + (−1)p(a)p(c)+p(b)p(c)RcRab. (3)
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Приведем некоторые примеры йордановых супералгебр. Пусть B = B0+B1
— ассоциативная Z2-градуированная алгебра с операцией умножения ∗. Опре-
делив на пространстве B суперсимметрическое произведение

a ◦s b =
1
2
(a ∗ b+ (−1)p(a)p(b)b ∗ a), a, b ∈ B0 ∪B1,

получим йорданову супералгебру B(+)s. Йорданова супералгебра J = A + M
называется специальной, если она вложима (как Z2-градуированная алгебра) в
супералгебру B(+)s для подходящей ассоциативной Z2-градуированной алгеб-
ры B.

Пусть � — ассоциативная коммутативная F -алгебра с ненулевым диффе-
ренцированием D. Обозначим через �x изоморфную копию пространства � .
Рассмотрим прямую сумму пространств J(� ,D) = �+�x и определим на J(� ,D)
умножение (·) по правилам

a · b = ab, a · bx = (ab)x, ax · b = (ab)x, ax · bx = D(a)b− aD(b),

где a, b ∈ � и ab — произведение в � . Супералгебра J(� ,D) называется йордано-
вой супералгеброй векторного типа. Тогда J(� ,D) — йорданова супералгебра
с четной частью A = � и нечетной M = �x. Супералгебра J(� ,D) проста тогда
и только тогда, когда алгебра � D-проста [2] (т. е. � не содержит собственных
ненулевых D-инвариантных идеалов и � 2 = � ).

Рассмотрим ассоциативную супералгебру B = M1,1
2 (End � ) с четной частью

B0 =
{ (

φ 0
0 ψ

)
, где φ, ψ ∈ End �

}
и нечетной частью

B1 =
{ (

0 φ
ψ 0

)
, где φ, ψ ∈ End �

}
.

В [6] доказано, что отображение

a+ bx 7→
(
Ra 4RbD + 2RD(b)
−Rb Ra

)
является вложением супералгебры J(� ,D) в супералгебру B(+)s, можно счи-
тать, что � содержит единицу. Следовательно, йорданова супералгебра J(� ,D)
специальна.

В [9] доказана следующая

Теорема. Пусть J = A+M — унитальная простая специальная йорданова
супералгебра, ее четная часть A — ассоциативная алгебра, а нечетная часть
M — ассоциативный A-модуль. Предположим, что J не является супералгеброй
невырожденной билинейной суперформы. Тогда существуют такие элементы
x1, . . . , xn ∈M , чтоM = Ax1+· · ·+Axn и произведение вM задается равенством

axi · bxj = γijab+Dij(a)b− aDji(b), i, j = 1, . . . , n, (4)

где γij ∈ A, a Dij — дифференцирование алгебры A. Алгебра A дифференци-
ально проста относительно множества дифференцирований � = {Dij | i, j =
1, . . . , n}. Модуль M является проективным A-модулем ранга 1. Кроме того,
супералгебра J является подалгеброй супералгебры J(� ,D).

Если число порождающих n равно 1, то, как легко видеть, J = J(A,D),
где D = D11. Если A-модуль M не является однопорожденным модулем, т. е.
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супералгебра J неизоморфна J(� ,D), то F — поле характеристики нуль, а ал-
гебра A не содержит делителей нуля.

Отметим некоторые свойства четной и нечетной частей супералгебры J ,
удовлетворяющей условию теоремы и неизоморфной алгебре J(� ,D). Модуль
M не имеет A-кручений. Как известно (см. например, [9]), для x, y ∈ M отоб-
ражение Dx,y : A 7→ A, заданное правилом Dx,y(a) = (a, x, y), является диффе-
ренцированием. Справедливы равенства

bDx,y(a) = Dbx,y(a) = Dx,by(a), Dx,y(a)Du,v(a) = Du,y(a)Dx,v(a), Dx,y = Dy,x

для любых a, b ∈ A и x, y ∈ M . Более того, Dij = Dxi,xj и Djk(a)xi = Dik(a)xj
для i, j = 1, . . . , n. Отсюда получаем, что Djk(a)xi ·xl = Dik(a)xj ·xl для любого
a ∈ A. Тогда в силу (4)

DilDjk + γilDjk = γjlDik +DjlDik, i, j, k, l = 1, . . . , n.

Пусть M∗ = HomA(M,A). Тогда естественное отображение M ⊗A M∗ 7→
A— изоморфизм A-модулей. Для элемента a определим ā ∈ (M⊗AM)∗, полагая
ā(x⊗y) = Dx,y(a). Данное отображение задано корректно. Действительно, если∑
k

(uk ⊗ vk) = 0, то

0 = Dij(a)
∑
k

(uk ⊗ vk) =
∑
k

(Dij(a)uk ⊗ vk)

=
∑
k

(Duk,xj (a)xi ⊗ vk) =
∑
k

(xi ⊗Duk,xj (a)vk)

=
∑
k

(xi ⊗Duk,vk(a)xj) =
∑
k

Duk,vk(a)(xi ⊗ xj).

Поэтому
∑
k
Duk,vk(a)(xi⊗xj) = 0. Тогда

∑
k
Duk,vk(a)f(xi)xj = 0 для любого f ∈

M∗. Существует f ∈M∗ такой, что f(xi) 6= 0. Поскольку A-модуль M не имеет
A-кручений и A — область целостности, то

∑
k
Duk,vk(a) = 0. Следовательно,

ā
( ∑

k
(uk ⊗ vk)

)
= 0.

Определим линейное отображение − : A 7→ (M ⊗M)∗, заданное правилом
− : a 7→ ā. Тогда для любых a, b ∈ A справедливо

ab = bā+ ab̄,

т. е. отображение − является дифференцированием алгебры A в A-модуль
(M ⊗A M)∗.

Пусть A — ассоциативное коммутативное кольцо с единицей без делителей
нуля (область целостности) и M — конечно порожденный проективный A-мо-
дуль ранга rk(M) = 1. Если N — другой конечно порожденный проективный
A-модуль ранга 1, то M ⊗A N — конечно порожденный проективный A-модуль
ранга 1. Хорошо известно (см. [23]), что f(x)y = f(y)x для любых x, y ∈ M и
f ∈M∗ = HomA(M,A).

Предложение 1. Модуль M не имеет A-кручений.
Доказательство. Пусть a ∈ A, m ∈M — ненулевые элементы такие, что

am = 0. Рассмотрим f ∈ M∗ такой, что f(m) 6= 0. Такой элемент существует,
так как естественное отображение M ⊗A M∗ 7→ A — изоморфизм A-модулей.
Тогда f(am) = af(m). Следовательно, af(m) = 0. Отсюда f(m) = 0. Поэтому
M не имеет A-кручений.
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Предложение 2. В A-модуле M ⊗A M имеет место x⊗ y = y ⊗ x.
Доказательство. Пусть u = x⊗ y − y ⊗ x и f, g ∈M∗. Тогда

(f ⊗ g)(u) = (f ⊗ g)(x⊗ y)− (f ⊗ g)(y ⊗ x) = f(x)g(y)− f(y)g(x)
= (x)g(y)− g(f(y)(x)) = f(x)g(y)− g(f(x)(y)) = f(x)g(y)− f(x)g(y) = 0.

Пусть z — элемент из M ⊗A M такой, что (f ⊗ g)(z) 6= 0. Тогда

(f ⊗ g)(z)u = (f ⊗ g)(u)z = 0.

В силу предложения 1 получаем x⊗ y = y ⊗ x.

Пусть − : A 7→ (M ⊗A M)∗ — ненулевое линейное отображение. Предполо-
жим, что

ab = ab̄+ bā

для любых a, b ∈ A.
Зафиксируем в M элемент y. Тогда ā(− ⊗ y) ∈ M∗. Поэтому для любых

x, z ∈M справедливо равенство ā(x⊗y)z = ā(z⊗y)x. Заметим, что если ā(u) = 0
для некоторого ненулевого u ∈M ⊗A M , то для любых x, y ∈M

ā(x⊗ y)u = ā(u)(x⊗ y) = 0.

В силу предложения 1 ā = 0.
По определению отображения − получаем, что каждая пара элементов

x, y ∈M задает дифференцированиеDx,y : A 7→ A по правилуDx,y(a) = ā(x⊗y).
Тогда

Dx,y = Dy,x, Dax,y = aDx,y, Dx,y(a)z = Dz,y(a)x (5)

для a ∈ A и x, y, z ∈M .
Пусть x1, . . . , xn — порождающие A-модуля M , т. е. M = Ax1 + · · ·+ Axn.

Положим Dij = Dxi,xj , i, j = 1, . . . , n. Тогда Dij = Dji.

Предложение 3. Для любого a ∈ A имеют место равенства

Dij(a)Dkl = Dkl(a)Dij , Dij(a)Dkl = Dkj(a)Dil.

Доказательство. Пусть a, b ∈ A. Тогда

Dij(a)Dkl(b) = ā(xi ⊗ xj)b̄(xk ⊗ xl) = ā(xk ⊗ xl)b̄(xi ⊗ xj) = Dkl(a)Dij(b).

Аналогично Dij(a)Dkl = Dkj(a)Dil.

Зафиксируем в кольце A элементы γij , удовлетворяющие условию γij =
−γji, где i, j = 1, . . . , n.

Предложение 4. Предположим, что для любых i, j, k, l = 1, . . . , n выпол-
няется равенство

DilDjk + γilDjk = γjlDik +DjlDik. (6)

Тогда справедливы равенства

[Dij , Dkl] = DijDkl −DklDij = −γilDjk − γjkDil, (7)

DklDij + γijDkl = γilDkj +DkjDil. (8)

Доказательство. В силу (6) и предложения 3

DijDkl = −γijDkl+γkjDil+DjkDli = −γijDkl+γkjDil−γjkDli+γlkDij+DlkDji.



Йордановы супералгебры векторного типа и проективные модули 571

Отсюда
[Dij , Dkl] = −γijDkl + 2γkjDil − γklDij .

Аналогично
[Dkl, Dij ] = −γklDij + 2γilDkj − γijDkl.

Поскольку [Dij , Dkl] = −[Dkl, Dij ], то
−γijDkl − γklDij + γkjDil + γilDkj = 0.

Поэтому
[Dij , Dkl] = −γijDkl + 2γkjDil − γklDij = −γilDkj − γjkDil.

В силу (6) и (7)
DklDij = −γklDij + γilDkj +DilDkj = γilDkj − γijDkl +DkjDil.

Поэтому
DklDij + γijDkl = γilDkj +DkjDil.

Предложение 5. Пусть для любых i, j, k = 1, . . . , n выполняется равен-
ство

[Dik, Djk] = −γijDkk. (9)
Тогда для i, j, l, k = 1, . . . , n имеет место (6). В частности, имеют место (7) и (8).

Доказательство. Пусть G(i, j, l, k) = DilDjk−DjlDik. В силу предложе-
ния 3 для любого a ∈ A получаем

Dkk(a)G(i, j, l, k) = Dkk(a)(DilDjk −DjlDik) = Dlk(a)[Dik, Djk].
По условию и предложению 3

Dkk(a)G(i, j, l, k) = −γijDlk(a)Dkk = −γijDkk(a)Dlk.

Поскольку A не имеет делителей нуля, то G(i, j, l, k) = −γijDlk.
Также получаем

DijDkl = DkjDil +G(i, k, j, l)
= DjkDli +G(i, k, j, l) = DklDij +G(j, l, k, i) +G(i, k, j, l).

Следовательно, [Dij , Dkl] = G(j, l, k, i) +G(i, k, j, l). Отсюда
[Dij , Dkl] = −γjlDki − γikDjl.

С другой стороны,
[Dij , Dkl] = [Dji, Dkl] = −γilDkj − γjkDli.

Тогда
γjlDki + γikDjl = γilDkj + γjkDli.

Поменяв местами индексы k, j и положив k = l, получим
γijDll = γilDlj + γljDli.

Тогда в силу (5) для любого a ∈ A
Dγijxl,xl(a) = Dγilxj ,xl(a) +Dγljxi,xl(a).

Поэтому Dγijxl−γilxj−γljxi,xl(a) = 0. Применяя снова (5), имеем
(γijxl − γilxj − γljxi)Dx,xl(a) = xDγijxl−γilxj−γljxi,xl(a) = 0

для любого x ∈ M . Если Dx,xl(a) = 0, то ā(x ⊗ xl) = 0. Ввиду доказанного
ā = 0. Так как ā 6= 0 для некоторого a ∈ A и M не имеет A-кручений, то

γijxl = γilxj + γljxi.

Как показано, G(i, j, l, k) = −γijDlk. Тогда
G(i, j, l, k) = −γilDjk − γljDik = γliDjk + γjlDik

и в силу определения G(i, j, l, k) получаем (6).
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Следствие. Равенства (6), (7) и (9) равносильны. Кроме того, при выпол-
нении одного из этих равенств имеют место

γijDll = γilDlj + γljDli, (10)

γijxl = γilxj + γljxi. (11)

Предложение 6. Пусть a, b ∈ A и �ij(a, b) = γijab + Dij(a)b − aDij(b).
Предположим, что имеет место (9). Тогда в A выполняется

Dkl(�ij(a, b))c−Dkj(�il(a, c))b+Dki(�jl(b, c))a = 0

для любых i, j, k, l = 1, . . . , n, a, b, c ∈ A.
Доказательство. Сначала докажем, что

Dkl(γij) +Dkj(γli) +Dki(γjl) = 0.

Рассмотрим линейное пространство, образованное элементами вида aDij ,
где a ∈ A. Тогда в силу (7) оно является алгеброй Ли относительно операции
коммутирования. По тождеству Якоби имеем

[Dlk, [Dik, Djk]] = [Dik, [Dlk, Djk]] + [[Dlk, Dik], Djk].

Согласно (9)

(Dkl(γij) +Djk(γli) +Dik(γjl))Dkk = (−γijγlk + γikγlj − γliγjk)Dkk.

По (10)

(−γijγlk + γikγlj − γliγjk)Dkk

= −γlkγikDkj − γlkγkjDki + γikγlkDkj + γikγkjDkl − γjkγlkDki− γjkγkiDkl = 0.

Поэтому
(Dkl(γij) +Djk(γli) +Dik(γjl))Dkk = 0.

Так как A без делителей нуля, то

Dkl(γij) +Djk(γli) +Dik(γjl) = 0.

Отсюда и по (8) непосредственной проверкой получаем

Dkl(�ij(a, b))c−Dkj(�il(a, c))b+Dki(�jl(b, c))a = 0.

Теорема 1. Пусть A — область целостности. Пусть M = Ax1+ · · ·+Axn —
конечно порожденный проективный A-модуль ранга 1, отображение − : A 7→
(M ⊗AM)∗ — ненулевое дифференцирование алгебры A в A-модуль (M ⊗AM)∗
и � = {Dij | i, j = 1, . . . , n} — множество дифференцирований алгебры A, где
Dij(a) = ā(xi ⊗ xj). Зафиксируем в кольце A элементы γij , удовлетворяющие
условию γij = −γji, где i, j = 1, . . . , n. Рассмотрим пространство J(A,�) =
A⊕M и зададим на нем структуру Z2-градуированной алгебры, полагая

a · b = ab, a · (bxi) = (bxi) · a = (ab)xi, i = 1, . . . , n,

axi · bxj = γijab+Dij(a)b− aDij(b), i, j = 1, . . . , n,
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где a, b ∈ A и ab — произведение элементов a, b в A. Предположим, что диффе-
ренцированияDij удовлетворяют равенствам (7). Тогда пространство J(A,�) —
йорданова супералгебра с четной частью A и нечетной M .

Доказательство. Покажем, что умножение в J(A,�) задано корректно.
Действительно, пусть a1x1 + · · ·+ anxn = 0. Тогда

D = a1D1k + · · ·+ anDnk = Da1x1+···+anxn,xk = 0

для любого фиксированного k = 1, . . . , n. В силу (7) получаем

[D, bDkj ] =
n∑
i=1

[aiDik, bDkj ] =
n∑
i=1

−γijaibDkk − bDkj(ai)Dik + aiDik(b)Dkj = 0.

По предложению 3
n∑
i=1

−γijaibDkk − bDij(ai)Dkk + aiDij(b)Dkk

=
n∑
i=1

−γijaibDkk − bDkj(ai)Dik + aiDik(b)Dkj = 0.

Так как A — область целостности, то
n∑
i=1

−γijaib− bDij(ai) + aiDij(b) = 0.

Отсюда

(a1x1 + · · ·+ anxn) · bxj =
n∑
i=1

γijaib+ bDij(ai)− aiDij(b) = 0.

Следовательно, умножение в J(A,�) задано корректно.
По предложению 6 для любых a, b, c ∈ A, справедливо

Dkl(�ij(a, b))c−Dkj(�il(a, c))b+Dki(�jl(b, c))a = 0.

В силу (5) получаем Dik(a)xj = Djk(a)xi. Поэтому по предложению 3 из [9]
J(A,�) — йорданова супералгебра.

Пусть L = AD11 + · · · + ADij + · · · + ADnn. Тогда в силу (7) A-модуль
является подалгеброй алгебры Ли Der(A).

Предложение 7. Пусть L— простая алгебра Ли. Тогда J(A,�) — простая
йорданова супералгебра.

Доказательство. Так как A — область целостности, аннулятор A-модуля
L равен нулю. Супералгебра J(A,M) проста тогда и только тогда, когда алгебра
A дифференциально проста относительно множества дифференцирований �.

Пусть L — простая алгебра Ли. Рассмотрим идеал I алгебры A, инвари-
антный относительно дифференцирований из �. Пусть R = IL = {

∑
ij
rijDij |

rij ∈ I}. Тогда

[R,ADkl] ⊆ Dkl(I)A[Dij , Dkl] + IA[Dij , Dkl] ⊆ IL ⊆ R.

Следовательно, R — идеал алгебры Ли L. Отсюда L = IL. Если I 6= A, то в
силу конечно порожденности A-модуля L существует ненулевой элемент a ∈ A
такой, что aL = 0. Поэтому I = 0.
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Таким образом, супералгебра J(A,�) проста.

Далее будем считать, что все x1, . . . , xn не равны нулю и выполняется одно
из равенств (6), (7) или (9).

Пусть α — элемент из A такой, что D11(α) 6= 0. Так как − : A 7→ (M⊗AM)∗
— ненулевое отображение, элемент α существует. Рассмотрим поле частных
Q(A) кольца A. Пусть αi = (D11(α))−1Di1(α), где i = 1, . . . , n. В силу предло-
жения 3 D11(α)Di1(β) = D11(β)Di1(α) для любого β ∈ A. Поэтому элементы
α1, . . . , αn не зависят от выбора элемента α.

Пусть I = D11(A)A+· · ·+Dn1(A)A. Тогда I — идеал в A, инвариантный от-
носительно дифференцирований D11, . . . , Dn1. Рассмотрим дуальный A-модуль
I∗ = HomA(I,A). Тогда каждое дифференцирование Di1 индуцирует отобра-
жение I∗ 7→ I∗, заданное правилом Di1(f) = Di1f − fDi1, где f ∈ I∗, а Di1f и
fDi1 — суперпозиции соответствующих отображений.

Рассмотрим в Q(A) дробный идеал K = Aα1 + · · ·+Aαn. Поскольку

αiDj1(a) = (D11(α))−1Di1(α)Dj1(a) = (D11(α))−1D11(α)Dij(a) = Dij(a), (12)

то IK ⊆ A. Более того, (bαi)(Dj1(a)c) = Dij(a)bc. Поэтому
∑
ij
Dij(A)A ⊆ IK.

Следовательно, K ⊆ I∗.
Пусть r = Dj1(a)c. Тогда

Dk1(bαi)(r) = Dk1(bαir)− bαiDk1(r) = Dk1(Dij(a)bc)− bDik(Dj1(a)c)
= Dk1(Dij(a))bc+Dij(a)Dk1(b)c+Dij(a))bDk1(c)−Dik(Dj1(a))bc−Dj1(a)bDik(c)

= Dk1(Dij(a))bc+Dij(a)Dk1(b)c−Dik(Dj1(a))bc.

В силу (6) и (11)

Dk1(Dij(a))−Dik(Dj1(a)) = D1k(Dij(a))−Dik(D1j(a))
= −γ1kDij(a) + γikD1j(a) = Dγikx1−γ1kxi,xj (a) = Dγi1xk,xj (a) = γi1Dkj(a).

Тогда

Dk1(bαi)(r) = γi1Dkj(a)bc+Dij(a)Dk1(b)c = γi1bαkr +Dk1(b)αir.

Поэтому Dk1(K) ⊆ K и

Dk1(bαi) = γi1bαk +Dk1(b)αi.

Отсюда получаем
Dk1(bαi) = Dk1(b)αi + bDk1(αi).

Тем самым Dk1 — дифференцирование A-модуля K. В частности, D11(αi) =
γi1α1 = γi1.

Рассмотрим дробный идеал Km. По правилу Лейбница каждое отображе-
ние Di1 можно продолжить до дифференцирования A-модуля Km и это про-
должение будет корректным. Поскольку α1 = (D11(α))−1D11(α) = 1, имеем
последовательность включений K ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Km ⊆ . . . в поле частных
Q(A).

Пусть Pic(A) — группа Пикара алгебры A, т. е. множество изоморфных
классов конечно порожденных A-модулей ранга 1. Произведение элементов [M ]
и [N ] из Pic(A) задается равенством [M ][N ] = [M ⊗A N ]. Вложение φ : A 7→
Q(A) индуцирует вложение φ∗ : Pic(A) 7→ Pic(Q(A)), а именно φ∗ : [M ] 7→
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[M ⊗AQ(A)]. Дробный идеал P алгебры называется обратимым, если PP−1 =
A, где P−1 = {r ∈ Q(A) | rP ⊆ A}. Каждый обратимый идеал алгебры A
является проективным модулем ранга 1. Пусть IA — группа обратимых идеалов
алгебры A. Обозначим через U(A) множество обратимых элементов A. Тогда
(см. например, [23, теорема 2.21]) имеем точную последовательность абелевых
групп

1 7→ U(A) 7→ U(Q(A)) 7→ IA 7→ Pic(A) 7→ Pic(Q(A)).

Так как A — область целостности, группа Pic(Q(A)) тривиальна. Поэтому каж-
дый конечно порожденный проективный модуль ранга 1 изоморфен обратимому
идеалу алгебры A.

Предложение 8. Для любого m A-модуль Km изоморфен A-модулю
M ⊗ · · · ⊗M︸ ︷︷ ︸

m

(тензорное произведение модулей над A). В частности, A-модуль

M изоморфен дробному идеалу K. Более того, K — обратимый идеал, т. е.
KK−1 = A, где K−1 = {r ∈ Q(A) | rK ⊆ A}. Если A — дифференциально
простая алгебра относительно множества дифференцирований � = {Dij | i, j =
1, . . . , n}, то K∗ = K−1 = I.

Доказательство. Определим φ : M ⊗ · · · ⊗M︸ ︷︷ ︸
m

7→ Km следующим обра-

зом:
φ
( ∑

ai(xi1 ⊗ · · · ⊗ xim)
)

=
∑

ai(αi1 . . . αim).

Поскольку

D11(α)m
∑

ai(xi1 ⊗ · · · ⊗ xim) =
∑

ai(D11(α)xi1 ⊗ · · · ⊗D11(α)xim)

=
∑

ai(Di11(α)x1⊗· · ·⊗Dim1(α)x1) =
∑

aiDi11(α) . . . Dim1(α)(x1⊗· · ·⊗x1),

в силу предложения 1 отображение φ задано корректно и является изоморфиз-
мом A-модулей.

Как показано выше,
∑
ij
Dij(A)A ⊆ IK ⊆ A. Предположим, что алгебра

A �-проста. Тогда
∑
ij
Dij(A)A = A. Поэтому IK = A. Следовательно, K —

обратимый идеал, и I∗ = I−1 = K, а K∗ = K−1 = I.
В силу (11) и (12) получаем, что для a, b ∈ A справедливы равенства

γijα1 = γi1αj − γj1αi, (13)

αjbDi1(a)− αiaDj1(b) = Dij(a)b− aDij(b). (14)

В частности, Di1(p) = αiD11(p) для любого p ∈ ∪Km. Из (13) вытекает, что

γij = αjD11(αi)− αiD11(αj). (15)

Предложение 9. Положим � = ∪Km. Тогда � 2 ⊆ � и � — ассоциативная
коммутативная алгебра с единицей 1. Если A — дифференциально простая ал-
гебра относительно множества дифференцирований � = {Dij | i, j = 1, . . . , n},
то � — дифференциально простая алгебра относительно дифференцирования
D11.

Доказательство. Пусть Q — ненулевой идеал � , инвариантный относи-
тельно дифференцирования D11. Тогда Q — ненулевой идеал � , инвариантный
относительно множества дифференцирований {D11, . . . , Dn1}.
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Пусть q ∈ Q и q 6= 0. Тогда существует такое число m, что D11(α)mq ∈ A.
Поэтому Q ∩ A — ненулевой идеал в A. Пусть r ∈ Q ∩ A. Тогда αiDj1(r) ∈ Q.
Поскольку αiDj1(r) = (D11(α))−1Di1(α)Dj1(r) = Dij(r), то Dij(r) ∈ Q ∩ A для
всех i, j = 1, . . . , n. Поэтому Q ∩ A — идеал в A, инвариантный относительно
дифференцирований {Dij | i, j = 1, . . . , n}. Следовательно, 1 ∈ Q и Q = � .

Заметим, что � = A〈α1, . . . , αn〉, т. е. � как A-алгебра порождена элемен-
тами α1, . . . , αn. Если число порождающих A-модуля M n равно 1, то � = A.
Через Rp обозначим оператор правого умножения алгебры � на элемент p.

Пусть End � — алгебра линейных преобразований векторного пространства
� . Рассмотрим ассоциативную супералгебру B = M1,1

2 (End � ).
Зададим отображение φ : J(A,�) 7→ B, полагая на четных элементах

φ : a 7→
(
Ra 0
0 Ra

)
,

а на нечетных элементах

φ :
∑
i

bixi 7→

 0 4
∑
i
RbiDi1 + 2

∑
i
RDi1(bi) + 2

∑
i
Rbiγi1

−
∑
i
Rbiαi 0

 .

Отображение φ задано корректно. Действительно, пусть
∑
i
bixi = 0 и b ∈ A.

Тогда
D11(b)

∑
i

bixi =
∑
i

biDi1(b)x1 = 0.

Поэтому
∑
i
biDi1(b) = 0 и

∑
i
biDi1(p) = 0 для любого p ∈ � . По определению

умножения в J(A,�)∑
i

bixi · x1 =
∑
i

biγi1 +
∑
i

Di1(bi) = 0.

Следовательно, 2
∑
i
RDi1(bi) + 2

∑
i
Rbiγi1 = 0.

Непосредственным вычислением, используя (13), (14), получаем, что φ —
вложение супералгебры J(A,�) в супералгебру B(+)s . Поэтому супералгебра
J(A,�) специальная.

Теорема 2. Пусть � как A-алгебра порождена элементами α1, . . . , αn. Рас-
смотрим йорданову супералгебру векторного типа J(� ,D11). Пусть x1 = α1x,
. . . , xn = αnx и K = Ax1 + · · · + Axn, т. е. K — A-подмодуль нечетной части,
порожденной x1, . . . , xn. Тогда подпространство J = A + K является подсу-
пералгеброй в J(� ,D11) с четной частью A и нечетной K. Умножение нечетных
элементов задается равенством (4) с помощью элементов γij и дифференцирова-
ний Dij , i, j = 1, . . . , n. Более того, если супералгебра J проста, то супералгебра
J(� ,D11) также проста.

Доказательство. Пусть a, b ∈ A. Тогда

a · b = ab, a · (bxi) = (bxi) · a = (ab)xi,

где ab — произведение элементов A. Для нечетных элементов имеем

axi · bxj = (aαi)x · (bαj)x = D11(aαi) · bαj − aαi ·D11(bαj)
= (ab)(D11(αi) · αj − αi ·D11(αj)) + bαiαjD11(a)− aαiαjD11(b).
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По (14) и (15) получаем

axi · bxj = γijab+Dij(a)b− aDij(b).

Пусть J — простая супералгебра. Тогда алгебра A — дифференциально
простая алгебра относительно множества дифференцирований � = {Dij | i, j =
1, . . . , n}. По предложению 9 � — дифференциально простая алгебра относи-
тельно дифференцирования D11. Следовательно, супералгебра J(� ,D11) также
проста.

Рассмотрим алгебру полиномов F [x, y] от двух переменных x, y. Через ∂
∂x

и ∂
∂y обозначим операторы дифференцирования алгебры F [x, y] по переменным

x и y. Положим D = 2y3 ∂
∂x − x

∂
∂y и f(x, y) = x2 + y4 − 1. Тогда D — дифферен-

цирование алгебры F [x, y] и D(f(x, y)) = 0. Пусть � = F [x, y]/f(x, y)F [x, y] —
фактор-алгебра алгебры F [x, y] по идеалу f(x, y)F [x, y]. Ясно, что дифферен-
цирование D индуцирует дифференцирование алгебры � , которое мы также
обозначим через D. Отождествим образы элементов x и y при каноническом
гомоморфизме F [x, y] 7→ � с элементами x и y. Тогда � = F [y] + xF [y], где
F [y] — кольцо полиномов от переменной y.

Пусть A — подалгебра в � , порожденная элементами 1, y2, xy. Тогда A =
F [y2] + xyF [y2], где F [y2] — кольцо полиномов от переменной y2. Алгебра A —
область целостности. В алгебре � рассмотрим подпространство M = Ax + Ay.
ТогдаM — ассоциативный A-модуль. В [14] показано, что модульM не является
однопорожденным A-модулем ранга 1. Кроме того, в модуле M ⊗A M имеем

x⊗ x = (1− y4)(x⊗ x) + y4(x⊗ x) = (1− y4)(x⊗ x) + y2(y2x⊗ x)

= (1− y4)(x⊗ x) + y2((yx)y ⊗ x) = (1− y4)(x⊗ x) + y2(y ⊗ (yx)x)

= (1− y4)(x⊗ x) + (1− y4)y2(y ⊗ y) = (1− y4)(x⊗ x+ y2(y ⊗ y)).

Также получаем

x⊗ y = xy(x⊗ x+ y2(y ⊗ y)) = y ⊗ x и y ⊗ y = y2(x⊗ x+ y2(y ⊗ y)).

Поэтому M ⊗A M = A(x⊗ x+ y2(y ⊗ y)).
Пусть D′ — произвольное дифференцирование алгебры A. Тогда отобра-

жение
− : A 7→ (M ⊗A M)∗,

определенное как ā(b(x⊗x+y2(y⊗y))) = bD′(a), является дифференцированием
алгебры A в A-модуль (M ⊗AM)∗. Обратно, каждое такое дифференцирование
− : A 7→ (M ⊗AM)∗ задает дифференцирование D′ : A 7→ A по правилу D′(a) =
ā(x⊗ x+ y2(y ⊗ y)). Поэтому

D′
11 = D′

x,x = (1− y4)D′, D′
12 = D′

x,y = xyD′, D′
22 = D′

y,y = y2D′.

Как легко видеть, справедливы равенства (5). Дифференцирование D′ и эле-
мент γ12 могут быть заданы разными способами. Положим, например, D′(xy) =
1
2 (xy)(1− 3y4)γ, D′(y2) = (1− y4)y2γ, где γ ∈ A и γ12 = − 1

2 (xy)(1 + y4)γ.
Пусть �′ = {D′

11, D
′
12, D

′
22}. Тогда имеет место (9). По следствию и тео-

реме 7 пространство J(A,�′) — йорданова супералгебра с четной частью A и
нечетной M .

Пусть α— элемент из A такой, чтоD′
11(α) 6= 0. В поле частныхQ(A) кольца

A рассмотрим αi = (D′
11(α))−1D′

i1(α), i = 1, 2. Тогда α1 = 1, α2 = (1− y4)−1xy.
Следовательно, K = A+ (1− y4)−1xyA и �1 = A〈α1, α2〉.
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Если D′ = D, то D(xy) = 3y4 − 1, D(y2) = −2xy. Положим

� = {D11 = (1− y4)D, D12 = xyD, D22 = y2D}.

Тогда D11, D12, D22 — дифференцирования алгебры A. Как показано в [14],
алгебра A дифференциально проста относительно множества дифференциро-
ваний �, и пространство J(A,�) — простая йорданова супералгебра с четной
частью A и нечетной M . Элемент γ12 равен 1 + y4. Аналогично предыдущему

α1 = 1, α2 = (1− y4)−1xy, K = A+ (1− y4)−1xyA, �1 = A〈α1, α2〉.

Так как A � проста, по предложению 9 алгебра �1 дифференциально проста
относительно дифференцирования D11.
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