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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ

С ОТЛИЧНОЙ ОТ НУЛЯ n–Й

РАЗДЕЛЕННОЙ РАЗНОСТЬЮ

Э. Г. Кирьяцкий

Аннотация. Рассматриваются свойства функций из класса Kn(D). Этот класс со-
стоит из аналитических в области D функций F (z), для которых n-я разделенная
разность отлична от нуля в области D. Указана зависимость между функциями из
классаKn(D) и системами Чебышева. Рассматриваются некоторые свойства опера-
тора, связанного с дробно-линейным преобразованием единичного круга. Даются
оценки коэффициентов Тейлора.
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Аналитическая в области D функция F (z) называется однолистной в D, ес-
ли F (z1) 6= F (z2) для любых различных z1, z2 ∈ D. С помощью этого определе-
ния образован класс однолистных в области D функций, важная роль которого
в геометрической теории функций комплексного переменного хорошо известна.
Отметим по этому поводу [1–7].

Отталкиваясь от класса однолистных функций, можно строить другие клас-
сы, которые обобщают либо дополняют класс однолистных функций или явля-
ются подклассами класса однолистных функций. Это, например, класс типи-
чно-вещественных в единичном круге функций, класс функций с положитель-
ной вещественной частью в единичном круге, класс однолистных и нормирован-
ных в единичном круге функций, класс функций с ограниченным вращением,
линейно-инвариантные классы и многие другие классы. В данной работе мы
строим новые классы, которые тесно связаны с классами однолистных и мно-
голистных функций.

Обозначим через K1(D) класс аналитических в области D функций, для
которых

[F (z); z0, z1] =
F (z0)− F (z1)

z0 − z1
6= 0 (1)

при любых z0, z1 ∈ D, z0 6= z1. С помощью условия (1) получается класс функ-
ций, который очевидным образом совпадает с классом однолистных функций.
Естественно возникает класс Kn(D) аналитических в области D функций, для
которых

[F (z); z0, . . . , zn] =
[F (z); z0, . . . , zn−1]− [F (z); z1, . . . , zn]

z0 − zn
6= 0 (2)

при любых попарно различных z0, . . . , zn ∈ D. Величины [F (z); z0, z1] и [F (z); z0,
. . . , zn] называют соответственно первой и n-й разделенными разностями.
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Можно сослаться на многих ученых, применявших разделенные разности
для решения целого ряда проблем, имеющих место в теории аппроксимации и
интерполяции. Отметим, в частности, известные книги [8–12].

Одним из качественно новых условий, налагаемых на n-ю разделенную
разность и никогда не упоминавшихся в вышеуказанных книгах, является вве-
денное автором этой статьи условие [F (z); z0, . . . , zn] 6= 0 при любых попарно
различных z0, . . . , zn ∈ D. Классы Kn(D), n = 2, 3, . . . , обладают многими ин-
тересными свойствами, часть из которых аналогична свойствам однолистных
функций [13, 14].

Систему функций u0(z), u1(z), . . . , un(z) из класса A(D) аналитических в
области D функций называем системой Чебышева в области D, если для любых
комплексных c0, . . . , cn, не равных одновременно нулю, обобщенный многочлен
вида

P (z) = c0u0(z) + c1u1(z) + · · ·+ cnun(z)
имеет в области D не более n корней. Простым примером системы Чебышева в
области D является система функций u0 = 1, u1 = z, . . . , un−1 = zn−1, un = zn,
так как любой многочлен c0 + c1z + · · · + cn−1zn−1 + zn имеет в области D не
более n корней.

Обозначим через Kch
1 (D) класс аналитических в области D функций F (z),

для которых любой многочлен P (z) = c0 + F (z) имеет в области D не более
одного корня. Мы получили класс, который очевидным образом совпадает с
классом всех однолистных в области D функций. Теперь естественным путем
возникает класс Kch

n (D) аналитических в области D функций F (z), для которых
любой многочлен c0 + c1z + · · · + cn−1zn−1 + F (z) имеет в области D не более
n корней, т. е. 1, z, . . . , zn−1, F (z) — система Чебышева в D. Заметим, что если
потребовать, чтобы уравнение c0 + F (z) имело в области D не более n корней,
то получим класс n-листных функций в D, который, очевидно, содержит класс
Kch

n (D).
В данной работе рассматриваются свойства функций из класса Kn(D).

Указана зависимость между функциями из класса Kn(D) и системами Чебы-
шева. Рассматриваются некоторые свойства омега-оператора �ω

n , связанного с
автоморфизмом ω единичного круга. Даются оценки коэффициентов Тейлора.

Одно из представлений разделенной разности n-го порядка дано формула-
ми (1), (2). Познакомимся с различными другими представлениями разделен-
ных разностей. Если точки ξ1, . . . , ξs ∈ D попарно различны, то полагаем [9]

[F (z); ξ0, . . . , ξ0︸ ︷︷ ︸
p0

, . . . , ξs, . . . , ξs︸ ︷︷ ︸
ps

] =
1

(p0 − 1)! . . . (ps − 1)!
∂n−s[F (z); ξ0, . . . , ξs]
∂ξp0−1

0 . . . ∂ξps−1
s

,

где p0 + · · ·+ ps = n+ 1. В частности, если z0 = · · · = zn = ξ, то

[F (z); ξ, . . . , ξ︸ ︷︷ ︸
n+1

] =
1
n!
F (n)(ξ).

Имеет место также формула [10]

[F (z); z0, . . . , zn] =
1

2πi

∫
�

F (ξ) dξ
(ξ − z0) . . . (ξ − zn)

,

где � — простой замкнутый контур, расположенный внутри области D и охва-
тывающий все точки z0, . . . , zn.
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Можно доказать, что разделенная разность представима в виде отношения
двух определителей [11]:

[F (z); z0, . . . , zn] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 z0 . . . zn−1

0 F (z0)
1 z1 . . . zn−1

1 F (z1)
...

... · · ·
...

1 zn . . . zn−1
n F (zn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z0 . . . zn−1
0 zn0

1 z1 . . . zn−1
1 zn1

...
... · · ·

...
1 zn . . . zn−1

n znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3)

Числителем этой дроби является определитель, построенный с помощью функ-
ций u0(z) ≡ 1, u1(z) = z, . . . , un−1(z) = zn−1, un(z) = F (z) и точек z0, . . . , zn ∈ D.
Обозначим его через H. Знаменателем дроби является определитель Вандер-
монда, который отличен от нуля для любых попарно различных z0, . . . , zn. Обо-
значим его через V .

В случае, когда D является выпуклой областью, разделенную разность
можно записать следующим образом [10]:

[F (z); z0, . . . , zn] =
1∫

0

t1∫
0

. . .

tn−1∫
0

F (n)(ξ) dt1 . . . dtn, (4)

где ξ = z0 + t1(z1 − z0) + · · ·+ tn(zn − zn−1) ∈ E, 0 ≤ t1 ≤ 1, 0 ≤ t2 ≤ t1, . . . , 0 ≤
tn ≤ tn−1. Нам понадобится еще одно представление разделенной разности n-го
порядка, а именно [10]

[F (z); z0, . . . , zs]

=
s∑

m=0

F (zm)
(zm − z0) . . . (zm − zm−1)(zm − zm+1) . . . (zm − zn)

=
s∑

m=0

F (zm)
η′s(zm)

, (5)

где ηs(z) = (z − z0) . . . (z − zs).
Тесная связь между системой Чебышева и разделенной разностью обнару-

живается с помощью следующего утверждения.

Теорема 1. Класс Kn(D) полностью совпадает с классом Kch
n (D).

Доказательство. Пусть функция F (z) принадлежит классу Kn(D). По-
строим обобщенный многочлен

P (z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1 + cnF (z), (6)

где c0, c1, . . . , cn произвольно фиксированы и не все равны нулю. Этот много-
член имеет не более чем n попарно различных корней. В самом деле, пусть он
имеет n + 1 попарно различных корней z0, z1, . . . , zn ∈ D. Построим систему
линейных однородных уравнений

c0 + c1zm + · · ·+ cn−1z
n−1
m + cnF (zm) = 0, m = 0, 1, . . . , n,

относительно c0, c1, . . . , cn. Так как [F (z); z0, . . . , zn] 6= 0 и V 6= 0, то H 6= 0. Но
тогда c0 = c1 = · · · = cn = 0, что невозможно. Итак, любой многочлен P (z)
вида (6) имеет не более чем n попарно различных корней в области D, т. е.
система функций 1, z, . . . , zn−1, F (z) является системой Чебышева в области D.

Пусть теперь функция F (z) принадлежит классу Kch
n (D). Возьмем произ-

вольным образом попарно различные числа z0, z1, . . . , zn ∈ D и числа c0, c1, . . . ,
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cn, не все равные нулю. Кроме того, b0, b1, . . . , bn — некоторые числа. Составим
систему из равенств

c0 + c1zm + · · ·+ cn−1z
n−1
m + cnF (zm) = bm, m = 0, 1, . . . , n.

Случай b0 = b1 = · · · = bn = 0 исключается, так как в этом случае многочлен
P (z) вида (6) имеет n + 1 попарно различных корней в области D, что проти-
воречит определению системы Чебышева. Значит, например, b0 6= 0. Учитывая
то, что V 6= 0, получим H 6= 0 и поэтому [F (z); z0, . . . , zn] 6= 0.

Таким образом, теорема 1 утверждает, что, изучая свойства функции из
класса Kn(D), тем самым исследуем свойство этой функции из класса Kch

n (D).
Познакомимся с некоторыми примерами, которые являются признаками

принадлежности функций к классу Kn(D).
Пример 1. Если F (z) ∈ Kn(D), то aF (z) + Pn−1(z) ∈ Kn(D), где a 6= 0 и

Pn−1(z) — любой многочлен степени не выше n− 1.
В самом деле, пользуясь аддитивным свойством разделенных разностей и

тождеством [P (z); z0, . . . , zn] ≡ 0, получим

[aF (z) + P (z); z0, . . . , zn] = a[F (z); z0, . . . , zn] + [P (z); z0, . . . , zn]
= a[F (z); z0, . . . , zn] 6= 0.

Пример 2. Пусть T — семейство рациональных функций вида

F (z) =
p∑

k=1

mk∑
s=1

Ak,s

(z − ak)s
6≡ 0,

где ak = δkeiϕk , δk > 0, Ak,s = dk,seiβk,s , причем βk,s удовлетворяет условию
βk,s − (s+ n)(π + ϕk) ≡ ϕ(mod2π), ϕ ≡ const, для всех k, s и некоторого нату-
рального n. Тогда F (z) ∈ K(D), где D — круг

|z| < rn = min
k=1,...,p

δk sin
π

2(mk + n)
.

При этом радиус круга для семейства T увеличить нельзя [15].

Пример 3. Пусть F (z) = zn+k, где k ≥ 0. Тогда zn+k ∈ Kn(D), где D(α) —
угловая область с вершиной в начале координат и величиной угла α = 2π/(k+1).
При этом раствор угла увеличить нельзя [16].

Из примера 3 и теоремы 1 следует, что любой многочлен вида a0 + a1z +
· · ·+ an−1zn−1 + zn+k имеет не более n корней в угловой области D(2π/(k+ 1)).
Другими словами, функции 1, z, . . . , zn−1, zn+k образуют систему Чебышева в
угловой области D(2π/(k + 1)). При этом величина угла для этой системы
является максимальной [16].

Пример 4. Пусть ReF (n)(z) > 0 в выпуклой области D. Тогда F (z) ∈
Kn(D). В самом деле, по формуле (3) имеем Re[F (z); z0, . . . , zn] > 0 для любых
z0, . . . , zn ∈ D.

Пример 5. Пусть E — единичный круг |z| < 1. Любая функция

F (z) = zn +
∞∑
k=2

ak,nz
n+k−1,
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коэффициенты которой удовлетворяют условию
∞∑
k=2

Cn
n+k−1|ak,n| ≤ 1,

принадлежит классу K̃n(E).
Действительно,

Re{[Hn(z); z0, . . . , zn]} = 1 +
∞∑
k=2

{ak,n[zn+k−1; z0, . . . , zn]}

> 1−
∞∑
k=2

Cn
n+k−1|ak,n| ≥ 0.

Известно, что производная F ′(z) однолистной в области D функции F (z)
отлична от нуля в этой области. Естественным обобщением этого факта явля-
ется следующее утверждение.

Теорема 2. Если [F (z); z0, . . . , zn] 6= 0 для любых попарно различных
z0, . . . , zn ∈ D, то [F (z); z0, . . . , zn] 6= 0 для любых z0, . . . , zn ∈ D.

Доказательство. Для любых попарно различных z0, . . . , zn ∈ D

[F (z); z0, . . . , zn] =
[F (z); z0, . . . , zn−1]− [F (z); z1, . . . , zn]

z0 − zn
6= 0.

Отсюда и в силу симметричности разделенной разности имеем

[F (z); z0, z1, . . . , zn−1] 6= [F (z); zn, z1, . . . , zn−1]

для любых попарно различных z0, . . . , zn ∈ D. Фиксируем в области D произ-
вольным образом попарно различные точки z1, . . . , zn−1. Тогда из последнего
соотношения следует, что выражение ϕ(z) = [F (z); z, z1, . . . , zn−1] является од-
нолистной функцией в области D. Как известно, производная однолистной в
области D функции отлична от нуля в этой области. В частности, ϕ′(z0) 6= 0.
Но

ϕ′(z0) = lim
z→z0

ϕ(z)− ϕ(z0)
z − z0

= lim
z→z0

[F (z); z, z1, . . . , zn−1]− [F (z); z0, z1, . . . , zn−1]
z − z0

= lim
z→z0

[F (z); z, z1, . . . , zn−1, z0] = [F (z); z0, z0, z1, . . . , zn−1].

Тем самым выражение [F (z); z0, z0, . . . , zn−1, zn] отлично от нуля при двух
совпадающих аргументах, т. е. если z0 = zn. Продолжая указанный процесс,
убедимся в справедливости теоремы 1.

Следствие 1. Если F (z) ∈ Kn(D), то F (n)(z) 6= 0 для любого z ∈ D.
Пусть E — единичный круг |z| < 1 и

ω = ω(z; ζ) =
z + ζ

1 + ζ̄z
, ζ ∈ E,

есть множество дробно-линейных преобразований единичного круга E. Если
функция F (z) однолистная в круге E, то, как известно, функция F (ω) также
будет однолистной в круге E. Покажем, как разделенная разность реагирует
на дробно-линейное преобразование своих аргументов.
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Теорема 3. Пусть F (ω) ∈ A(E). Пусть также zm, m = 0, 1, . . . , n, — про-
извольно взятые точки в круге E и

ωm =
zm + ζ

1 + ζ̄zm
, zm ∈ E, ζ ∈ E.

Тогда

[F (ω);ω0, . . . , ωn] = (1− |ζ|2)−n
n∏

k=0

(1 + ζ̄zk) · [(1 + ζ̄z)n−1F (ω(z; ζ)); z0, . . . , zn].

(7)
Доказательство. Сначала предполагаем точки zm, m = 0, 1, . . . , n, по-

парно различными. Тогда точки ωm, m = 0, 1, . . . , n, также попарно различные.
Заметим, что

ωm − ωk =
(1− |ζ|2)(zm − zk)
(1 + ζ̄zm)(1 + ζ̄zk)

.

Для производных функций

ηn(z) =
n∏

k=0

(z − zk) и η∗n(ω) =
n∏

k=0

(ω − ωk)

имеем

η′n(zm) =
n∏

k=0,k 6=m

(zm − zk), η∗
′

n (ωm) =
n∏

k=0,k 6=m

(ωm − ωk).

Значит,

(1− |ζ|2)−n(1 + ζ̄zm)n−1η∗
′

n (ωm)
n∏

k=0

(1 + ζ̄zk)

= (1− |ζ|2)−n(1 + ζ̄zm)n−1 ·
n∏

k=0,k 6=m

(ωm − ωk)·
n∏

k=0

(1 + ζ̄zk)

= (1− |ζ|2)−n
n∏

k=0

(1 + ζ̄zk) · (1 + ζ̄zm)n−1 · (1− |ζ|2)n

(1 + ζ̄zm)n
·

n∏
k=0,k 6=m

zm − zk

1 + ζ̄zk

=
n∏

k=0,k 6=m

(zm − zk) = η′n(zm).

Отсюда

1
η∗′n (ωm)

=
(1− |ζ|2)−n

n∏
k=0

(1 + ζ̄zk) · (1 + ζ̄zm)n−1

η′n(zm)
. (8)

Пользуясь (8) и формулой (5) для попарно различных ω0, . . . , ωn ∈ E, получим

[F (ω);ω0, . . . , ωn] =
n∑

m=0

F (ωm)
η∗′n (ωm)

= (1− |ζ|2)−n
n∏

k=0

(1 + ζ̄zk)
n∑

m=0

(1 + ζ̄zm)n−1F (ω(zm; ζ))
η′n(zm)

= (1− |ζ|2)−n
n∏

k=0

(1 + ζ̄zk)[(1 + ζ̄z)n−1F (ω(z; ζ)); z0, . . . , zn].
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Осуществив в последнем равенстве предельный переход, убедимся в том, что
теорема 3 справедлива и тогда, когда среди точек ω0, . . . , ωn ∈ E есть совпада-
ющие между собой.

Введем оператор Nn[F (z)] по формуле

Nn[F (z)] =
n!

F (n)(0)

(
F (z)− F (0)− 1

1!
F (1)(0)− · · · − 1

(n− 1)!
F (n−1)(0)

)
(9)

и назовем его нормирующим оператором. Если F (z) ∈ Kn(E), то

Hn(z) = Nn(F (z)) = zn +
∞∑
k=2

ak,nz
n+k−1 ∈ Kn(E). (10)

В самом деле, теорема 2 показывает, что F (n)(0) 6= 0. Далее, опираясь на
(9) и на пример 1, придем к справедливости нашего утверждения.

Таким образом, в классе Kn(E) можно выделить подкласс (обозначим его
через K̃n(E)) нормированных функций вида (10). Класс K̃1(E) полностью сов-
падает с классом S нормированных и однолистных в круге E функций, т. е.
K̃1(E) ≡ S.

Теорема 4. Если F (z) ∈ Kn(E), то

Hn(z; ζ) = (1 + ζ̄z)F (ω(z; ζ)) ∈ Kn(E) ∀ζ ∈ E.

Действительно, так как ω ∈ E, то F (ω) ∈ Kn(E) и поэтому [F (ω);ω0, . . . , ωn]
6= 0 для попарно различных ω0, . . . , ωn ∈ E. Теперь из теоремы 3 следует, что
[H(z; ζ); z0, . . . , zn] 6= 0. Это означает, что H(z; ζ) ∈ Kn(E) для любых ζ ∈ E.

На классе A(E) введем омега-оператор по формуле

�ω
n(F (z)) =

zn[F (z);ω,

n︷ ︸︸ ︷
ζ, . . . , ζ]

(1 + ζ̄z) 1
n!F

(n)(ζ)
.

Выразим нормирующий оператор через омега-оператор.

Теорема 5. Пусть F (z) ∈ K̃n(E). Имеет место равенство

�ω
n(F (z)) = Nn(Hn(z; ζ)).

Доказательство. Из теоремы 3 следует, что

[(Hn(z; ζ); z0, . . . , zn] =
(1− |ζ|2)n
n∏

k=0
(1 + ζ̄zk)

[F (ω);ω0, . . . , ωn]. (11)

Положив в (11) ω0 = ω1 = · · · = ωn = ω и z0 = z1 = · · · = zn = z, получим

∂nHn(z; ζ)
∂zn

=
(1− |ζ|2)

(1 + ζ̄z)n+1

dF (n)(ω)
dωn

. (12)

Согласно формуле (12) и теореме 2 имеем

H(n)(0; ζ) = (1− |ζ|2)nF (n)(ζ) 6= 0. (13)
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Значит, имеет место разложение

Nn(H(z; ζ)) =
H(z; ζ)− Pn−1(z; ζ)

1
n!H

(n)(0; ζ)
, (14)

где

Pn−1(z; ζ) = H(0; ζ) +
H(0; ζ)

1!
z + · · ·+ H(n−1)(0; ζ)

(n− 1)!
zn−1. (15)

Учитывая (13)–(15) и теорему 3, получим

[F (ω);ω0, . . . , ωn] =
F (n)(ζ)

n!

n∏
k=0

(1 + ζ̄zk) · [(Nn(H(z; ζ))); z0, . . . , zn]. (16)

В формуле (16) положим z1 = · · · = zn = 0. Тогда ω1 = · · · = ωn = ζ. Кроме
того, ω0 заменим на ω, а z0 — на z. Тогда из (16) следует

[F (z);ω,

n︷ ︸︸ ︷
ζ, . . . , ζ] =

F (n)(ζ)
n!

(1 + ζ̄z)[Nn(H(z; ζ))]

=
F (n)(ζ)

n!
(1 + ζ̄z)z−nNn(H(z; ζ)).

Отсюда Nn(H(z; ζ)) = �ω
n(F (z)). Если n = 1, то после небольших вычислений

получим оператор

�ω
n(F (z)) =

z[F (z);ω, ζ]
(1 + ζ̄z)F (1)(ζ)

=
F (ω)− F (ζ)

(1− |ζ|2)F (1)(ζ)
.

Этот оператор часто применяется в теории однолистных функций.

Теорема 6. Если

F (z) = zn +
∞∑
k=2

ak,nz
n+k−1 ∈ K̃n(E),

то

�ω
n(F (z)) = zn +

∞∑
k=2

ak,n(ζ)zn+k−1 ∈ K̃n(E) ∀ζ ∈ E. (17)

Кроме того, для коэффициентов ak,n(ζ), k = 2, 3, . . . , справедлива формула

ak,n(ζ) =
k−1∑
m=0

(−1)k−1−mCk−1−m(1− |ζ|2)mζ̄k−1−m n!F (n+m)(ζ)
(n+m)!F (n)(ζ)

∀ζ ∈ E.

(18)

Доказательство. Если F (z) ∈ K̃n(E), то, очевидно, F (z) ∈ Kn(E). Из
теоремы 4 следует, что H(z; ζ) ∈ Kn(E) для любых ζ ∈ E. Опираясь на свойства
нормирующего оператора и теорему 4, получим (17). Установим формулу (18)
для коэффициентов. Дифференцируем по z обе части равенства (12) k− 1 раз.
Тогда можно показать, что для любых фиксированных ζ ∈ E и n ≥ 1, k ≥ 1
справедлива формула

∂n+k−1((1 + ζ̄z)n−1F (ω(z; ζ)))
(n+ k − 1)!∂zn+k−1

=
k−1∑
m=0

Bk,mζ̄
k−1−m (1− |ζ|2)n+m

(1 + ζ̄z)n+k+m

dFn+m(ω)
(n+m)!dωn+m

, (19)
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где Bk,m — коэффициенты, не зависящие от параметра ζ и от функции F (z) из
класса K̃n(E). Для этого надо воспользоваться формулой Лейбница и тем, что

ω′(z; ζ) =
1− |ζ|2

(1 + ζ̄z)2
.

Положим в (19) z = 0 и ζ = x, где −1 < x < 1. Тогда получим следующее
выражение для коэффициентов ak,n(x):

ak,n(x) =
k−1∑
m=0

Bk,m(1− x2)mxk−1−m n!F (n+m)(x)
(n+m)!F (n)(x)

. (20)

Для вычисления Bk,n поступим следующим образом. Сначала установим, что
функция

F0(z) =
zn

1− z
= zn +

∞∑
k=2

zn+k−1

принадлежит классу K̃n(E). В самом деле,

[F0(z); z0, . . . , zn] =
n∏

m=0

1
1− zm

6= 0 ∀z0, . . . , zn ∈ E.

Значит, F0(z) ∈ K̃n(E). Убедимся в том, что

�ω0
n (F0) = F0, где ω0(z;x) =

z + x

1 + xz
,

т. е. в том, что F0 — неподвижная точка оператора �ω0
n . Действительно,

Hn(z;x) = (1 + xz)n−1F0(z;x) =
(z + x)n

(1− x)(1− z)
= Pn−1(z;x) +

(1 + x)n

1− x

zn

1− z
,

где Pn−1(z;x) — многочлен степени не выше n− 1. Кроме того,

H(n)
n (0;x)
n!

=
(1 + x)n

1− x
.

Значит, Nn[H(z;x)] = F0(z) для любых z ∈ E и x ∈ (−1, 1). Подставив функцию
F0(z) в (20), получим тождество

1 =
k−1∑
m=0

(−1)k−1−mCk−1−m
k−1 xk−1−m(1 + x)m.

Отсюда следует, что Bk,m = (−1)k−1−mCk−1−m
k−1 , и формула (18) доказана.

Сформулируем и докажем теорему, которую назовем теоремой понижения
номера класса.

Теорема 7. Если F (z) ∈ K̃n(E), то z−kF (z) ∈ K̃n−k(E), k = 0, . . . , n− 1.
Доказательство. Пусть F (z) ∈ K̃n(E). Согласно теореме 1 система

функций 1, z, . . . , zn−1, F (z) есть система Чебышева в круге E, т. е. любой обоб-
щенный многочлен c0 + c1z + · · ·+ cn−1zn−1 + F (z) имеет в круге E не более n
корней. Значит, любой обобщенный многочлен c1z+ · · ·+cn−1zn−1 +F (z) также
имеет в круге E не более n корней. Отсюда, в свою очередь, следует, что любой
обобщенный многочлен c1 + · · ·+ cn−1zn−2 + z−1F (z) имеет в круге E не более
n − 1 корней. Это означает, что z−1F (z) ∈ K̃n−1(E). Продолжая указанный
процесс, убедимся в справедливости нашего утверждения.

Каждую функцию F (z) из класса K̃n(E) можно записать в виде F (z) =
zn−1f(z), где f(z) — голоморфная в круге E функция.
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Следствие 2. Если F (z) = zn−1f(z) ∈ K̃n(E), то f(z) — однолистная
нормированная в круге E функция.

В самом деле, пользуясь теоремой понижения номера класса (теорема 7)
нужное количество раз, убедимся в справедливости нашего утверждения.

Класс указанных выше однолистных функций f(z) обозначим через K̃1,n(E).
Приведем несколько примеров функций, принадлежащих классам Kn(E).

Пример 6. Однолистные в круге E функции

F1(z) =
1

1− cz
= 1 +

∞∑
m=1

czm, 0 < |c| ≤ 1,

F2(z) =
1

(1− cz)2
= 1 +

∞∑
k=1

ck−1kzk−1, 0 < |c| ≤ 1,

F3(z) = ez,

�1,c(z) =
z

(1− cz)2
= z +

∞∑
k=2

ck−1kzk, 0 < |c| ≤ 1,

принадлежат всем классам Kn(E), n = 1, 2, 3, . . . .
Действительно,

[F1(z); z0, . . . , zn] = cn
n∏

m=0

1
1− czm

6= 0 ∀z0, . . . , zn ∈ E,

[F2(z); z0, . . . , zn] = cn
( n∑
m=0

1
1− czm

) n∏
m=0

1
1− czm

6= 0 ∀z0, . . . , zn ∈ E,

Re{[F3(z); z0, . . . , zn]} = Re


1∫

0

t1∫
0

. . .

tn−1∫
0

eξ dt1 . . . dtn

 > 0 ∀z0, . . . , zn ∈ E,

[�1,c; z0, . . . , zn] = cn−1
(
−1 +

n∑
m=0

1
1− czm

) n∏
m=0

1
1− czm

6= 0 ∀z0, . . . , zn ∈ E.

Пример 7. Функции

Fn,c(z) =
zn

1− cz
= zn +

∞∑
k=2

ck−1zn+k−1, |c| ≤ 1,

�n,c(z) =
zn

(1− cz)2

(
1 +

1− n

1 + n
cz

)
= zn +

∞∑
k=2

n+ 2k − 1
n+ 1

ck−1zn+k−1, |c| ≤ 1,

принадлежат классу K̃n(E).
В самом деле, для любых z0, . . . , zn ∈ E

[Fn,c(z); z0, . . . , zn] =
n∏

m=0

1
1− czm

6= 0,

[�n,c(z); z0, . . . , zn] =

(
−1 +

2
1 + n

n∑
m=0

1
1− czm

)
n∏

m=0

1
1− czm

6= 0.
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Пример 8. Функция

Fc(z) = (1 + c̄z)n−1 exp
z + c

1 + c̄z
, |c| ≤ 1,

принадлежит классу Kn(E).
Действительно, если ξ ∈ E, то Re{(eξ)(n)} = Re{eξ} > 0. Из примера 6

известно, что функция ez принадлежит классу Kn(E) при любом n ≥ 1. Функ-
ция ω(z; c) = (z + c)/(1 + cz), где |c| ≤ 1, осуществляет автоморфизм круга E.
Согласно теореме 4 убеждаемся в справедливости нашего утверждения.

Пример 9. Если n ≥ 2, то функция

hn(z) =
zn

(1− z)2

не принадлежит классу K̃n(E).
В самом деле, легко установить, что h′′2(−1/2) = 0. Согласно теореме 2

имеем h2(z) /∈ K̃2(E). Пусть теперь n ≥ 3 и hn(z) ∈ K̃n(E). Тогда h2(z) ∈ K̃n(E)
по теореме 7; противоречие.

Пример 9 показывает, что класс K̃1,n(E), n ≥ 2, однолистных в круге E
функций является собственным подклассом всего класса S. В самом деле, одно-
листная в круге E функция h1(z) = z(1− z)−2 не принадлежит классу K̃1,n(E),
n ≥ 2.

В 1916 г. Бибербах [17] высказал следующую гипотезу. Если функция

F (z) =
∞∑
k=1

bkz
k, b1 = 1,

принадлежит классу S (т. е. классу K̃1(E)), то для модулей ее комплексных
коэффициентов Маклорена имеют место оценки

|bk| ≤ k, k = 2, 3, . . . , (21)

со знаком равенства для однолистной в круге E функции �1,c(z), |c| = 1.
Сам Бибербах установил оценки

b2 ≤ 2, |F (1)(z)| ≤ 1 + |z|
(1− |z|)3

∀z ∈ E

со знаком равенства для однолистной в круге E функции �1,c(z), |c| = 1.
Многочисленные попытки доказать или опровергнуть гипотезу Бибербаха

многие десятилетия не имели успеха. Только в 1984 г. де Бранж [18] доказал
неравенства (21) для модулей комплексных коэффициентов Маклорена при всех
k ≥ 2. При этом оказалось, что равенство реализуется только функциями �1,c,
|c| = 1.

Важно заметить, что после неудачных попыток доказать неравенства (21)
Э. Ландау [19, 20] установил неравенства

1
p!
|F (p)(z)| ≤ p+ |z|

(1− |z|)p+2 , F (z) ∈ S ∀z ∈ E, p = 1, 2, 3, . . . , (22)

для модулей тейлоровских коэффициентов, однако в предположении, что ги-
потеза Бибербаха справедлива. В 1987 г. И. А. Александров [6, 21], уже зная
о теореме де Бранжа, снова доказал неравенства (22) методом, который суще-
ственно отличался от метода Ландау. В данной работе мы поступим так же,
как поступил Ландау, только применительно к классу K̃n(E).
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Теорема 8. Если для любой функции

F (z) = zn +
∞∑
k=2

ak,nz
n+k−1 (23)

из класса K̃n(E), n ≥ 1, ее комплексные коэффициенты Маклорена ak,n, k =
2, 3, . . . , удовлетворяют неравенствам

|ak,n| ≤
n+ 2k − 1
n+ 1

, k = 2, 3, . . . , (24)

то для коэффициентов Тейлора справедливы неравенства

0 ≤ |F (n+p−1)(z)|
(n+ p− 1)!

≤
n+2p−1
n+1 + |z|

(1− |z|)n+p+1 ∀z ∈ E, p = 1, 2, 3, . . . . (25)

Равенство в правой части (25) при любом p ≥ 1 реализуется функциями

�n,c(z) =
zn

(1− cz)2

(
1 +

1− n

1 + n
cz

)
= zn +

∞∑
k=2

ck−1n+ 2k − 1
n+ 1

zn+k−1, |c| = 1,

принадлежащими классу K̃n(E). Равенство в левой части (25) реализуется
функцией zn, также принадлежащей классу K̃n(E).

Доказательство. Пусть функция F (z) вида (23) принадлежит классу
K̃n(E). Рассмотрим функцию �(z; ζ) = Nn[H(z; ζ)]. Согласно теореме 6 функ-
ция �(z; ζ) принадлежит классу K̃n(E) при любом ζ ∈ E. Разложение ее в
степенной ряд имеет вид

�(z; ζ) =
∞∑
k=1

ak,n(ζ)zn+k−1, a1,n(ζ) ≡ 1, (26)

а коэффициенты ak,n(ζ) вычисляются по формуле

ak,n(ζ) =
k−1∑
m=0

(−1)k−1−mCk−1−m
k−1 (1− |ζ|2)mζ̄k−1−m n!F (n+m)(ζ)

(n+m)!F (n)(ζ)
∀ζ ∈ E.

(27)
Пусть p ≥ 2 — произвольно фиксированное натуральное число. Тогда из

(27) при k = 2, . . . , p получим для любого ζ ∈ E систему из p− 1 уравнений:
1∑

m=0

(−1)1−mC1−m
1 ζ̄1−m(1− |ζ|2)m n!F (n+m)(ζ)

(n+m)!F (n)(ζ)
= a2,n(ζ),

2∑
m=0

(−1)2−mC2−m
2 ζ̄2−m(1− |ζ|2)m n!F (n+m)(ζ)

(n+m)!F (n)(ζ)
= a3,n(ζ),

...
p−1∑
m=0

(−1)p−1−mCp−1−m
p−1 ζ̄m(1− |ζ|2)m n!F (n+m)(ζ)

(n+m)!F (n)(ζ)
= ap,n(ζ)

с p− 1 неизвестными

(1− |ζ|2)l n!F (n+l)(ζ)
(n+ l)!F (n)(ζ)

, l = 1, . . . , p− 1.
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Применяя обычный метод подстановки, приходим к выводу, что

n!F (n+p−1)(ζ)
(n+ p− 1)!F (n)(ζ)

=
1

(1− |ζ|2)p−1

p−1∑
m=0

Cm
p−1ap−m,n(ζ)ζ̄m ∀ζ ∈ E. (28)

В силу произвольного выбора p ≥ 2 тождество (28) имеет место для любого
натурального p ≥ 2. Из (28) следуют оценки

n!|F (n+p−1)(ζ)|
(n+ p− 1)!|F (n)(ζ)|

≤ 1
(1− |ζ|2)p−1

p−1∑
m=0

Cm
p−1|ap−m,n(ζ)||ζ|m

∀ζ ∈ E, p = 2, 3, . . . . (29)

Так как �(z; ζ) ∈ K̃n(E) при любом ζ ∈ E, из условия (24) вытекают неравен-
ства

|ap−m,n(ζ)| ≤ n+ 2(p−m)− 1
n+ 1

∀ζ ∈ E, m = 0, 1, . . . , p− 1. (30)

Нетрудно убедиться в том, что

p−1∑
m=0

Cm
p−1

(
n+ 2(p−m)− 1

n+ 1

)
|ζ|m =

(
n+ 2p− 1
n+ 1

+ |ζ|
)

(1 + |ζ|)p−2 ∀ζ ∈ E.

Значит, неравенства (29) можно записать следующим образом:

n!|F (n+p−1)(ζ)|
(n+ p− 1)!|F (n)(ζ)|

≤
n+2p−1
n+1 + |ζ|

(1 + |ζ|)(1− |ζ|)p−1 ∀ζ ∈ E, p = 2, 3, . . . . (31)

Оценим |F (n)(ζ)|. Из (27) имеем

a2,n(ζ) = −ζ̄ + (1− |ζ|2) F (n+1)(ζ)
(n+ 1)F (n)(ζ)

∀ζ ∈ E. (32)

Если p = 2, m = 0, то из (30) следует |a2,n(ζ)| ≤ (n+3)/(n+1). Из (32) вытекает
оценка ∣∣∣∣ζ F (n+1)(ζ)

F (n)(ζ)
− (n+ 1)r2

1− r2

∣∣∣∣ ≤ (n+ 3)r
1− r2

∀|ζ| = r < 1.

Отсюда ∣∣∣∣Re
{
ζ
F (n+1)(ζ)
F (n)(ζ)

}
− (n+ 1)r2

1− r2

∣∣∣∣ ≤ (n+ 3)r
1− r2

∀|ζ| = r < 1. (33)

Но

Re
{
ζ
F (n+1)(ζ)
F (n)(ζ)

}
= r

∂ ln |F (n)(ζ)|
∂r

∀|ζ| = r < 1.

Теперь неравенство (33) можно заменить неравенствами

(n+ 1)r − (n+ 3)
1− r2

≤ ∂ ln |F (n)ζ|
∂r

≤ (n+ 1)r + (n+ 3)
1− r2

∀|ζ| = r < 1. (34)

Интегрируя неравенства (34) вдоль отрезка от нуля до r, получим

1− |ζ|
(1 + |ζ|)n+2 ≤

|F (n)(ζ)|
n!

≤ 1 + |ζ|
(1− |ζ|)n+2 ∀ζ ∈ E. (35)
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Опираясь на (31) и на правую часть неравенства (35) и меняя ζ на z, убеждаемся
в справедливости оценок (25) для любого p ≥ 1 и любого z ∈ E. Далее [22],

�(n+p−1)
n,c (z)

(n+ p− 1)!
= ck−1

n+2p−1
n+1 + cz

(1− cz)n+p+1 ∀z ∈ E, 0 < |c| ≤ 1, p = 1, 2, 3, . . . . (36)

Из (36) следует, что равенство в правой части (25) при любом p ≥ 1 реализуется
функциями �n,c, |c| = 1, из класса K̃n(E). Очевидно, что равенство в левой
части (25) реализуется функцией zn ∈ K̃n(E). Теорема доказана.

Замечание 1. Если в теореме 1 взять n = 1, то, как отмечалось выше,
неравенства (25) были уже доказаны. Поэтому в теореме 7 в случае n = 1
неравенства (24) можно опустить и использовать их в процессе доказательства.
Тогда снова получим неравенства (25) при n = 1. При этом наш метод в данном
случае проще и существенно отличается от методов, предложенных Э. Ландау
и И. А. Александровым.

Замечание 2. На самом деле с учетом оценок (21) для функций класса
S ≡ K̃1(E) в работе [23] доказана следующая более общая

Теорема 9. Если F (z) ∈ S, то

|[F (z); z0, . . . , zn]| ≤

(
−1 +

n∑
m=0

1
1− |zm|

)
n∏

m=0

1
1− |zm|

при любом n ≥ 0 и любых z0, . . . , zn ∈ E. Равенство имеет место тогда и только
тогда, когда zm = |zm|eiα, m = 0, 1, . . . , n, где α — вещественное число (т. е.
точки z0, . . . , zn расположены на радиусе круга E, наклоненном под углом α к
вещественной оси), а функция F (z) имеет вид

F (z) =
z

(1− e−iαz)2
.

При этом[
z

(1− e−iαz)
; |z0|eiα, . . . , |zn|eiα

]
= e−i(n−1)α

(
−1 +

n∑
m=0

1
1− |zn|

)
n∏

m=0

1
1− |zm|

.

Обозначим через K̃R
n (E) множество функции из класса K̃n(E), у которых

все коэффициенты Маклорена являются вещественными числами.

Теорема 10. Для любой функции

F (z) = zn +
∞∑
k=2

ak,nz
n+k−1 (37)

из класса K̃R
n (E) (n — нечетное число) справедливы неравенства

|F (n+p−1)(x)|
(n+ p− 1)!

≤
n+2p−1
n+1 + |x|

(1− |x|)n+p+1 ∀z ∈ E, p = 1, 2, 3, . . . . (38)

Равенство в (38) при любом p ≥ 1 реализуется функциями

�n,c(z) =
zn

(1− cz)2

(
1 +

1− n

1 + n
cz

)
= zn +

∞∑
k=2

ck−1n+ 2k − 1
n+ 1

zn+k−1, c = ±1,

(39)
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принадлежащими классу K̃R
n (E).

Доказательство. Если n = 1, то неравенства (21) для коэффициентов
функции из класса K̃R

1 (E) доказаны в 1931 г. Дьедонне [24]. По условию
теоремы F (z) ∈ K̃R

n (E) и n — нечетное число. В [23] установлено, что для
коэффициентов ak,n функции (37) неравенства (24) справедливы при любом
нечетном n. Повторяя доказательство теоремы 7, везде будем полагать ζ = x,
где −1 < x < 1. Так как �(z;x) ∈ K̃R

n (E) и коэффициенты ak,n(x), k = 2, 3, . . . ,
функции �(z;x) являются вещественными числами, в процессе доказательства
теоремы 8 пользуемся оценками

|ap−m,n(x)| ≤ n+ 2(p−m)− 1
n+ 1

∀x ∈ (−1; 1), m = 0, 1, . . . , p− 1.

В итоге придем к неравенствам (38). Очевидно, равенство в (38) реализу-
ется функциями (39), принадлежащими классу K̃R

n (E).
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