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О РАСПОЗНАВАЕМОСТИ ПО СПЕКТРУ

ПРОСТЫХ ГРУПП B3(q), C3(q) И D4(q)

А. М. Старолетов

Аннотация. Спектром конечной группы называется множество порядков ее эле-
ментов. Две группы называются изоспектральными, если они имеют одинаковые
спектры. Рассматривается класс конечных групп, изоспектральных простым сим-
плектическим и ортогональным группам B3(q), C3(q), D4(q). Доказано, что в слу-
чае четной характеристики эти группы восстанавливаются по своему спектру с точ-
ностью до изоморфизма при q > 2. В случае нечетной характеристики получено
ограничение на композиционное строение групп из рассматриваемого класса.
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Пусть G — конечная группа. Спектром ω(G) называется множество по-
рядков элементов группы G. Нетрудно заметить, что спектр группы полно-
стью определяется множеством µ(G), которое состоит из всех максимальных по
делимости элементов множества ω(G). Две группы называются изоспектраль-
ными, если их спектры совпадают. Говорят, что G является распознаваемой (по
спектру), если любая группа с тем же спектром, что и G, изоморфна G.

Для произвольной группы G через h(G) обозначается число попарно не
изоморфных групп, изоспектральных G. Таким образом, распознаваемыми яв-
ляются в точности группы G, для которых h(G) = 1. Говорят, что группа G
почти распознаваема (по спектру), если выполнено 1 < h(G) < ∞. Если же
оказалось, что h(G) = ∞, то G называется нераспознаваемой (по спектру).

Поскольку любая конечная группа, обладающая нетривиальной разреши-
мой нормальной подгруппой, нераспознаваема (см., например, лемму 1 в [1]),
вопрос нахождения числа h(G) в основном интересен, когда G — это простая
или почти простая группа (группа G называется почти простой, если L ≤ G ≤
Aut(L) для некоторой неабелевой простой группы L). Наиболее полный обзор
групп, для которых этот вопрос решен, можно найти в [1]. В частности, в этом
обзоре указано, что ω(D4(2)) = ω(B3(2)) и h(D4(2)) = h(B3(2)) = 2 (см. [2]),
кроме того, группа C3(3) распознаваема (см. [3]), а группы D4(3), B3(3) изо-
спектральны, при этом h(D4(3)) = 2 (см. [2]). Из основного результата работы
[4] следует, что группы C3(4) и D4(4) распознаваемы.

Настоящая работа посвящена изучению вопроса распознавания для групп
B3(q), C3(q) и D4(q), а именно доказаны
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Теорема 1. Пусть L — одна из простых групп B3(q), C3(q) или D4(q), где
q — степень простого числа p, q ≥ 5. Если S — композиционный фактор ко-
нечной группы, изоспектральной L, изоморфный группе лиева типа над полем
характеристики p, то S ∈ {B3(q), C3(q), D4(q)}.

Напомним, что при четном q группы B3(q) и C3(q) изоморфны.

Теорема 2. Группы C3(q) и D4(q) распознаваемы по спектру при чет-
ном q > 2. При q = 2 группы C3(2) и D4(2) изоспектральны и h(C3(2)) = 2.

§ 1. Обозначения и предварительные сведения

В обозначениях простых конечных групп следуем [5]. При этом если группа
лиева типа L обозначается через tXn(q) [4, с. xiv, xv], будем говорить, что L —
группа ранга n над полем порядка q. В частности, ранг скрученной группы
считается равным рангу ее нескрученного аналога.

Для натурального числа n и нечетного простого числа m, взаимно простого
с n, через e(m,n) обозначается мультипликативный порядок числа n по модулю
m. Для нечетного n положим e(2, n) = 1, если n ≡ 1(mod 4), и e(2, n) = 2, если
n ≡ 3(mod 4); через nr, где r — простое число, обозначается r-часть числа n,
т. е. наибольшая степень числа r, делящая n, и через nr′ — r′-часть числа n,
т. е. отношение n/nr.

Пусть n — целое число, большее 1. Простое число r называется примитив-
ным простым делителем для ni − 1, если e(r, n) = i. Существование прими-
тивных делителей для почти всех пар n и i установлено Жигмонди.

Лемма 1.1 [6]. Пусть n — натуральное число и n > 1. Тогда для каж-
дого натурального числа i найдется простое число r такое, что e(r, n) = i, за
исключением случаев, когда (n, i) ∈ {(2, 1), (3, 1), (2, 6)}.

Множество всех примитивных делителей числа ni − 1 обозначается через
Ri(n). Под ri(n) понимается произвольный представитель этого множества, при
этом если известно, о каком n идет речь, то обозначение сокращается до ri. При
i 6= 2 произведение всех примитивных делителей с учетом кратности называ-
ется наибольшим примитивным делителем и обозначается через ki(n). Число
k2(n) — произведение всех примитивных делителей числа n+ 1 с учетом крат-
ности.

Несложно проверить из определения, что ki(n) взаимно просты для раз-
ных i и фиксированном n и что k1(q) = (n− 1)/2, если n ≡ 3(mod 4), и k1(n) =
n − 1 в остальных случаях, а также что k2(n) = (n + 1)/2, если n ≡ 1(mod 4),
и k2(n) = n + 1 в остальных случаях. Кроме того, далее будут использовать-
ся значения k3(n), k4(n) и k6(n), которые также находятся непосредственно из
определения.

Лемма 1.2. Для любого натурального n > 1 верны следующие равенства:

k3(n) =
n2 + n+ 1
(n− 1, 3)

, k4(n) =
n2 + 1

(n− 1, 2)
, k6(n) =

n2 − n+ 1
(n+ 1, 3)

.

В общем случае из [7] следует, что для любого i > 2

ki(n) =
|�i(n)|

(r, �ir′ (n))
,

где �i(x) — i-й круговой многочлен и r — наибольший простой делитель числа i,
причем если ir′ не делит r − 1, то (r, �ir′ (n)) = 1.
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Графом Грюнберга — Кегеля GK(G), или графом простых чисел, группы G
называется граф с множеством вершин π(G), в котором две различные вершины
r и s смежны тогда и только тогда, когда rs ∈ ω(G).

Максимальное множество попарно не смежных вершин в графе � называ-
ется кокликой. Будем обозначать через t(G) неплотность графа � , т. е. наиболь-
шее число вершин в его кокликах. Для группы G положим t(G) = t(GK(G)).
Аналогично для простого числа r через t(r,G) обозначим наибольшее число
вершин в кокликах графа GK(G), содержащих вершину r.

Лемма 1.3 (см. [8, теорема 2; 9, предложение 2]). Пусть L — конечная
неабелева простая группа, для которой t(L) ≥ 3 и t(2, L) ≥ 2, а G — конечная
группа, удовлетворяющая условию ω(G) = ω(L). Тогда выполняются следую-
щие утверждения.

1. Существует конечная неабелева простая группа S такая, что S ≤ G =
G/K ≤ Aut(S) для максимальной нормальной разрешимой подгруппы K груп-
пы G.

2. Для каждого независимого подмножества ρ множества π(G) такого, что
|ρ| ≥ 3, не более чем одно простое число из ρ делит произведение |K| · |G/S|.
В частности, t(S) ≥ t(G)− 1.

3. Каждое простое число r ∈ π(G), не смежное в GK(G) с числом 2, не
делит произведение |K| · |G/S|. В частности, t(2, S) ≥ t(2, G).

Лемма 1.4 [10, лемма 1]. Путь G — конечная группа, N/G, G/N — группа
Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1 и F
не содержится в NCG(N)/N , то p|C|ω(G) для некоторого простого делителя p
числа |N |.

Лемма 1.5 [11, леммы 2.1, 2.2]. Группа G2(q) содержит подгруппы Фробе-
ниуса с ядрами порядка q2 и q2−εq+1, где ε = ±, в зависимости от остатка q при
делении на 3 и циклическими дополнениями порядка q2− 1 и 6 соответственно.

§ 2. Свойства простых ортогональных
и симплектических групп

В [12] получено полное описание спектров для всех конечных простых ор-
тогональных и симплектических групп. Для групп B3(q), C3(q), D4(q) в зави-
симости от четности q из этого описания выводятся следующие леммы.

Лемма 2.1. Пусть L ∈ {B3(q), C3(q)}, где q нечетно. Положим d = 2,
если L ' B3(q), d = 1 в остальных случаях. Тогда ω(L) состоит из делителей
следующих чисел:

1) (q3 ± 1)/2, (q2 + 1)(q + 1)/2, (q2 + 1)(q − 1)/2, q2 − 1, p(q2 ± 1)/d;
2) 9(q ± 1)/d, если p = 3;
3) 25, если p = 5.

Лемма 2.2. Спектр группы D4(q), где q — нечетное простое число, состоит
из делителей следующих чисел:

1) (q4 − 1)/4, (q3 ± 1)/2, q2 − 1, p(q2 ± 1)/2;
2) 9(q ± 1)/2, если p = 3;
3) 25, если p = 5.

Лемма 2.3. Пусть q — степень числа 2. В этом случае B3(q) ' C3(q) и
спектр B3(q) состоит из делителей следующих чисел: q3 ± 1, (q2 + 1)(q + 1),
(q2 + 1)(q − 1), 2(q2 ± 1), 4(q ± 1), 8.
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Лемма 2.4. Пусть q — степень числа 2. CпектрD4(q) состоит из делителей
следующих чисел: q4 − 1, q3 ± 1, 2(q2 ± 1), 4(q ± 1), 8.

Работа [13] посвящена изучению композиционного строения групп, изоспек-
тральных простой симплектической или ортогональной группе. Из основной
теоремы для рассматриваемых в настоящей работе групп получается следую-
щая

Лемма 2.5. Пусть q — степень простого числа p, L — одна из простых
групп B3(q), C3(q) и D4(q). Тогда

1) среди неабелевых композиционных факторов конечных групп, изоспек-
тральных L, нет знакопеременных групп, спорадических групп и группы Титса
2F4(2)′;

2) если S — композиционный фактор конечной группы, изоспектральной
L, изоморфный группе лиева типа над полем характеристики p, то S ∈ {A1(q3),
B3(q), C3(q), D4(q), G2(q)}.

§ 3. Доказательства теорем 1 и 2

Пусть L изоморфна одной из групп B3(q), C3(q) или D4(q) для некоторого
q = pk, где p — простое число. Предположим, что для некоторой конечной
группы G оказалось, что ω(G) = ω(L). Как отмечалось ранее, предполагаем,
что q ≥ 5. Заметим, что t(2, L) ≥ 2 (см. [14, табл. 4, 6]), t(L) = 3 (см. [14,
табл. 8]), поэтому по п. 1 леммы 1.3 получаем, что существует неабелева простая
группа S со свойством S ≤ G = G/K ≤ Aut(S) для максимальной разрешимой
нормальной подгруппы K в G. По лемме 2.5 группа S изоморфна либо одной
из групп A1(q3), G2(q), B3(q), C3(q), D4(q), либо простой группе лиева типа
над полем характеристики, отличной от p. Следующие две леммы доказывают
теорему 1.

Лемма 3.1. S � A1(q3).
Доказательство. Пусть S ∼= A1(q3). Докажем сначала, что (|K|, k4(q))

6= 1. Предположим противное, тогда, учитывая, что (|S|, k4(q)) = 1, получаем,
что |Out(S)| делится на k4(q). Но k4(q) ≥ (q2 + 1)/2 ≥ (52k + 1)/2 = (1 + (1 +
24)k)/2 ≥ (1 + 1 + 24k)/2 > 6k при k ≥ 1. Известно, что |Out(A1(q3))| = 6k, тем
самым k4(q) > |Out(A1(q3))|; противоречие. Заметим, что {r3, r4, r6} является
кокликой в GK(G), поэтому из п. 2 леммы 1.3 следует, что (|K|, k3(q)) = 1 и
(|K|, k6(q)) = 1.

Пусть U ∈ Sylp(K). Докажем, что U является нормальным делителем в K.
Предположим, что r — простой делитель |K|, отличный от p, и H — {p, r}-
холлова подгруппа в K. Пусть m — какое-нибудь простое число из R3(q), если
r ∈ R2(q), иначе положим m равным любому числу из R6(q). Из аргумента
Фраттини, примененного к H, получаем, что m делит порядок NG(H). Ав-
томорфизм группы H, индуцированный сопряжением элемента порядка m из
NG(H), действует на H без неподвижных точек, поэтому по теореме Томпсона
H нильпотентна. Следовательно, |CK(U)| делится на |K|r. В силу произволь-
ности r получаем требуемое.

Пусть K = K/U , G = G/U . Заметим, что (|K|, k4(q)) 6= 1, поэтому K 6= 1.
В группе A1(q3) есть группа Фробениуса с ядром порядка q3 и циклическим
дополнением порядка (q3−1)/(2, q−1), тем самым по лемме 1.4 в G есть элемент
порядка вида t(q3 − 1)/(2, q), где t > 2, если q четно, и t ≥ 2, если q нечетно.
Получаем противоречие. �
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Лемма 3.2. S � G2(q).
Доказательство. Аналогично лемме 3.1 можно показать, что (|K|, k4(q))

6= 1, (|K|, k3(q)) = 1 и (|K|, k6(q)) = 1. Пусть σ = π(K)∩R4(q) и H — σ-холлова
подгруппа в K. Пусть r ∈ π(K)\σ и U — σ ∪ {r}-холлова подгруппа в K.
Пусть m — какой-нибудь делитель из R3(q), если r ∈ R2(q), иначе положим m
равным любому числу из R6(q). Применяя аргумент Фраттини к U , получаем,
что m делит порядок NG(U). Элемент порядка m из NG(U) действует как
автоморфизм на U без неподвижных точек, поэтому по теореме Томпсона U
нильпотентна. Следовательно, K = T × H для холловой σ′-подгруппы T в
K. Пусть K = K/T , G = G/T . Если q нечетно, то по лемме 1.5 в группе
G2(q) есть группа Фробениуса с ядром порядка q2 и циклическим дополнением
порядка (q2 − 1), поэтому по лемме 1.4 в G есть элемент порядка t(q2 − 1), где
t ∈ r4(q). В силу лемм 2.1 и 2.2 в µ(L) только числа q2 − 1 и p(q2 − 1) кратны
q2 − 1; противоречие. Если же q четно, то по лемме 1.5 в группе G2(q) есть
группа Фробениуса с ядром порядка q2 − εq + 1 для некоторого ε из {−1, 1} и
циклическим дополнением порядка 6, поэтому по лемме 1.4 в G есть элемент
порядка 6t, где t ∈ R4(q). Числа q4 − 1 и 2(q2 + 1) не делятся на 6; получаем
противоречие с леммами 2.3 и 2.4.

Теорема 1 доказана.

Чтобы доказать теорему 2, нужно сначала показать, что S не может быть
изоморфна группе лиева типа над полем нечетной характеристики.

Лемма 3.3. Если p = 2 и S — группа лиева типа над полем нечетной харак-
теристики, то S∈{A1(u), C2(u), A2(3), A3(3), 2A2(3), 2A2(5), 2A3(3), B3(3), D4(3),
G2(3), 2G2(32s+1)}, где u — степень нечетного простого числа v.

Доказательство. При доказательстве этой леммы будем пользоваться
строением спектров простых линейных и унитарных групп из [15], симплекти-
ческих и ортогональных — из [12].

Пусть S ' A2(u). Тогда группа S содержит элемент порядка u2−1
(3,u−1) ,

это число делится на 8, поэтому в силу лемм 2.3 и 2.4 равняется ему. Пусть
u ≡ 1(mod 3), тогда u2 − 1 = 24, поэтому u = 5; противоречие, так как u − 1
должно делиться на 3. Пусть u ≡ 2(mod 3) или u ≡ 0(mod 3), тогда u2 − 1 = 8,
Следовательно, u = 3. Если S — исключительная группа лиева типа над полем
порядка u, где u— степень простого числа v, то либо S ' 2G2(32s+1), либо S в си-
лу [16, табл. OA28] содержится в следующем ряду: A2(u) ≺ G2(u) ≺3D4(u) ≺
F4(u) ≺ E∗

6 (u) ≺ E7(u) ≺ E8(u)), где A ≺ B означает, что A изоморфна фактор-
группе подгруппы из B, а E∗

6 (u) — эта любая из групп 2E6(u), E6(u). По ранее
доказанному u = 3. Группа 3D4(u) содержит элемент порядка 28, поэтому в
этом случае получаем, что S ' G2(3) или S '2G2(32s+1), s ≥ 1.

Пусть S ' An−1(u), докажем, что n = 2 или S = A2(3), A3(3). В предыду-
щем рассуждении показывается, что если n = 3, то u = 3. Пусть n ≥ 4. Тогда
в S есть элемент порядка u2 − 1, который делится на 8 и больше 8 при u > 3.
Поэтому u = 3. При n ≥ 5 в группе An−1(u) есть элемент порядка v(u2 − 1).
Получаем требуемое.

Пусть S '2An−1(u). При n = 3 в S есть элемент порядка u2−1
(3,u+1) , который

делится на 8, значит, равен 8. Если u ≡ 0(mod 3), то u2 − 1 = 8, стало быть,
u = 3. Для u ≡ 1(mod 3) должно быть выполнено u2 − 1 = 8, что несовместимо.
Наконец, если u ≡ 2(mod 3), то u2−1

3 = 8, следовательно, u = 5. Если n = 4, то
u2 − 1 ∈ ω(S), это число делится на 8, поэтому u2 − 1 = 8, значит, u = 3. При
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n ≥ 5 выполнено v(u2 − 1) ∈ ω(S). В итоге среди унитарных групп возможны
2A2(3), 2A2(5) и 2A3(3).

Пусть S ' Bn(u) или Cn(u). Группа Bn(u) при n ≥ 4 и группа Cn(u) при
n ≥ 3 содержат элемент порядка v(u2−1). Если же S ' B3(u), то u2−1 ∈ ω(S),
поэтому u2 − 1 = 8, следовательно, u = 3. Группы B2(u) и C2(u) изоморфны,
тем самым в этом случае получаем, что S ' B2(u) либо B3(3).

Наконец, пусть S ' Dn(u) или 2Dn(u). Можно считать, что n ≥ 4. При
n ≥ 5 в S есть элемент порядка v(u2 − 1), поэтому n = 4. Группа 2D4(u)
содержит элемент порядка (u4 − 1)/2, значит, она не подходит. В группе D4(u)
есть элемент порядка u2 − 1, тем самым в этом случае u = 3. �

Лемма 3.4. Существует два таких различных нечетных элемента d1 и d2 в
µ(S), что k3(q) делит d1, k6(q) делит d2 и для каждой такой пары (d1, d2) число
d1 делит q3 − 1, а d2 делит q3 + 1.

Доказательство. По лемме 1.3 для любого простого числа r, не смежно-
го с 2 в GK(G) = GK(L), число r взаимно просто с |K||G : S|, где G = G/K.
Пусть R — прообраз S относительно K в G. Обозначим через C циклическую
подгруппу порядка q3−1

(q−1,3) в G. Тогда порядок C1 = C ∩ R делится на k3(q),
как и порядок C2 = C1K/K. Поскольку C2 — циклическая подгруппа в S, чис-
ло k3(q) делит некоторый элемент d1 в µ(S). Нетрудно проверить, что четные
элементы в µ(L) не делятся на k3(q), поэтому d1 нечетно. Аналогично показы-
вается, что существует такое число d2 ∈ µ(S), что k6(q) делит d2. Число d1 не
может делиться на k6(q), поэтому d1 6= d2. Если d1 делит некоторый элемент m
из µ(G) = µ(L), то по леммам 2.3 и 2.4 выполняется m = q3 − 1, аналогично d2
делит q3 + 1. Лемма доказана. �

Лемма 3.5. Пусть S — группа лиева типа над полем нечетной характери-
стики, причем 8k /∈ ω(S) при k > 1. Тогда S и µ(S) содержатся в табл. 1.

Таблица 1

S µ(S)

A1(u) {(u+ 1)/2, (u− 1)/2, v}
C2(u), если v 6= 3 {u2 ± 1/2, v(u± 1)}
C2(u), если v = 3 {u2 ± 1/2, v(u± 1), 9}

A2(3) {13, 8, 6}
A3(3) {20, 18, 13, 12, 8}
2A2(3) {12, 8, 7}
2A2(5) {10, 8, 7, 6}
2A3(3) {12, 9, 8, 7, 5}
B3(3) {20, 18, 15, 14, 13, 12, 9, 8}
D4(3) {20, 18, 15, 14, 13, 12, 9, 8}
G2(3) {13, 12, 9, 8, 7}

2G2(32s+1) {32s+1 + 3s+1 + 1, 32s+1 − 3s+1 + 1, 32s+1 − 1, (32s+1 + 1)/2, 6}

Доказательство. Возможные варианты для S получены в лемме 3.3.
Для каждой такой группы S множество µ(S) получается из строения спектров
групп лиева типа. �

Лемма 3.6. S неизоморфна группе лиева типа над полем нечетной харак-
теристики.
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Доказательство. Заметим, что по лемме 3.4 в µ(S) должно быть хотя
бы два нечетных числа, каждое из которых не меньше, чем min(k3(q), k6(q)) ≥
(q2 − q + 1)/3 ≥ (82 − 8 + 1)/3 = 19, поэтому S ' A1(u) или 2G2(32s+1).

Если S '2G2(32s+1), то в µ(S) есть четное число 32s − 1, которое долж-
но делить одно из четных чисел в µ(L), следовательно, 32s+1 − 1 ≤ 2(q2 + 1).
Поэтому

√
3 · 3s ≤

√
2q2 + 3 ≤

√
3 · q, откуда 3s ≤ q. Пусть ε ∈ {+,−} такое,

что q2 + εq + 1 не делится на 3. Из лемм 3.4, 3.5 следует, что для некоторого
τ ∈ {+,−} число q2 + εq + 1 делит 32s+1 + τ3s+1 + 1. Докажем, что эти числа
не равны между собой. Если это не так, то q(q + ε1) = 3s+1(3s + τ1). Число q
не делится на 3, поэтому q + ε1 делится на 3s+1, следовательно, q + ε1 ≥ 3s+1,
откуда q ≥ 3s+1−ε1 > 3s+τ1. Получаем, что q(q+ε1) > 3s+1(3s+τ1); противо-
речие. Значит, 32s+1 + τ3s+1 + 1 = k(q2 + εq+ 1) для натурального числа k > 1.
Очевидно, что k нечетно и не равно 3, следовательно, k ≥ 5. Учитывая полу-
ченные ранее оценки для 32s+1 и 3s, выводим следующую цепочку неравенств:
5(q2 + εq + 1) ≤ 32s+1 + τ3s+1 + 1 ≤ 2q2 + 3 + 3q + 1, откуда 3q2 + 1 ≤ (3− ε5)q.
Но q ≥ 8, поэтому 3q2 + 1 ≥ 24q + 1 > (3− ε5)q; противоречие.

Значит, S ' A1(u). Докажем, что u = v. Предположим, что u ≥ v2.
В µ(A1(u)) ровно два нечетных числа: v и (u−ε1)/2 для некоторого ε ∈ {+,−}.
Поэтому по лемме 3.4 v ≥ (q2 − q + 1)/3. Число (u + ε1)/2 четно, тем самым
оно делит одно из четных чисел из µ(L), следовательно, (u+ ε1)/2 ≤ 2(q2 + 1),
поэтому (q2 − q + 1)/3 ≤ v ≤

√
u ≤

√
4q2 + 5, что невозможно при q ≥ 8.

Получаем, что u = v. По леммам 3.4 и 3.5 число v большее из нечетных
чисел в µ(S). Учитывая, что оно простое, получаем, что v = q2+εq+1 для неко-
торого ε ∈ {+,−}. Тогда нечетным будет (v + 1)/2 = (q2 + εq)/2 + 1. Это число
должно делиться на (q2− εq+ 1)/3, поэтому (q2 + εq)/2 + 1 = k((q2− εq+ 1)/3),
где k — нечетное натуральное число. При k = 1 это равенство эквивалентно
q2 + ε5q+ 4 = 0, чего не может быть, так как q2 ≥ 8q. Следовательно, k ≥ 3, но
тогда k((q2−εq+1)/3) ≥ q2 − εq + 1 = (q2+εq+2)/2+(q2−ε2q)/2 > (q2+εq+2)/2;
противоречие. Лемма доказана. �

В силу теоремы 1 имеем S ∈ {C3(q), D4(q)}.

Лемма 3.7. K = 1.

Доказательство. Если K нетривиальна, то в силу разрешимости K для
некоторого простого r подгруппа Or(K) нетривиальна. Пусть K = K/Or(K),
G = G/Or(K). В G существует группа Фробениуса с ядром порядка q3 и до-
полнением порядка q3− 1 (для C3(q) см. лемму 2.8 в [17], кроме того, известно,
что при четном q группа C3(q) вкладывается в D4(q)). Поэтому при r 6= 2 по
лемме 1.4 в группе G есть элемент порядка r(q3 − 1), что невозможно, так как
q3 − 1 является элементом множества µ(L). Значит, r = 2. Заметим, что без
ограничения общности можно считать, что K — элементарная абелева 2-группа,
а действие G на K точное. Пусть U — естественный 2-модуль группы S, x ∈ S,
|x| = 3 и dimCU (x) = 4. Тогда в S найдется подгруппа A ' SL3(q) такая, что
x ∈ A и x /∈ Z(A). По [18, лемма 1] имеем V = CK 6= 1. В группе CS(x) содер-
жится подгруппа, изоморфная 〈x〉 ×M , где M ' C2(q). Группа M содержит
подгруппу Фробениуса с циклическим ядром J порядка q2 + 1 и дополнением
порядка 4. Если CV (J) 6= 1, то 2 · 3 · (q2 + 1) ∈ ω(G). Если CV (J) = 1, то по
лемме 1.4 имеем 8 · 3 ∈ ω(G); противоречие. Значит, K тривиальна. Лемма
доказана. �
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Лемма 3.8. G = L.
Доказательство. Из предыдущей леммы следует, что S ≤ G ≤ Aut(S),

где S ∈ {C3(q), D4(q)}. Пусть L = C3(q) и G � L, тогда S ' C3(q), так как
q4 − 1 ∈ ω(D4(q))\ω(C3(q)). В этом случае Out(L) состоит только из полевых
автоморфизмов. Пусть x ∈ G\S и |x| = r для некоторого простого числа r.
Тогда D = CS(x) ' C3(2k/r) (см. [19, предложение 4.9.2]). Если r 6= 2, то
x централизует элемент порядка 8 из D, поэтому 8r ∈ ω(G); противоречие.
Значит, r = 2. В этом случае по лемме 2.3 имеем r(q√q − 1) ∈ ω(G). Это число
должно делить какое-то четное число из ω(L), очевидно, что это либо 2(q2 +1),
либо 2(q2−1). Но число q2+1 делит (√q)8−1, q2−1 делит (√q)4−1, поэтому они
не могут делиться на числа из r3(

√
q), каждое из которых является делителем

(√q)3 − 1; противоречие. Значит, G ' L.
Пусть теперь L ' D4(q). Если S ' C3(q), то, как и в предыдущих рассуж-

дениях, приходим к противоречию, показывая существование в ω(G) элемента
порядка 8r, где r — нечетное простое число, либо элемента порядка 2(q√q− 1).
Значит, S ' D4(q). Предположим, что G � S. Заметим, что каждый элемент
из Aut(S) можно представить как произведение внутреннего, диагонального,
полевого и графового автоморфизмов (см. [20, теорема 12.5.1]). В нашем слу-
чае в Out(S) группа диагональных автоморфизмов единична, группа полевых
автоморфизмов циклическая порядка k, а группа графовых автоморфизмов
изоморфна Sym6. Можно считать, что в G\S есть автоморфизм δ простого
порядка r.

Допустим, что δ — это полевой автоморфизм. Тогда CS(δ) ' D4(2k/r)
(см. [19, предложение 4.9.2]). Рассуждая, как в случае группы C3(q), получаем
противоречие.

Допустим, что δ — это графовый автоморфизм и r = 3. В этом случае
CS(δ) ' G2(q) (см. [19, теорема 4.7.3]). Поскольку в группе G2(q) есть элемент
порядка 8, то 24 ∈ ω(G); противоречие. Пусть δ — это графово-полевой авто-
морфизм и r = 3. Тогда CS(δ) '3 D4(

√
q) (см. [19, предложение 4.9.1]). В группе

3D4(
√
q) есть элемент порядка 8, поэтому 24 ∈ ω(G); противоречие. Допустим,

что δ — графовый автоморфизм и r = 2. В этом случае CS(δ) ' C3(q) (см. [19,
предложение 4.9.2]). Как и в случае полевого автоморфизма порядка 2 для
группы C3(q), получаем противоречие с тем, что 2(q√q − 1) ∈ ω(G). Пусть δ —
графово-полевой автоморфизм и r = 2, тогда CS(δ) '2 D4(

√
q) (см. [19, пред-

ложение 4.9.2]). В группе 2D4(
√
q) есть элемент порядка q(√q − 1) (см. [12]),

поэтому 2(q√q − 1) ∈ ω(G). Этого не может быть, как доказывалось ранее.
Теорема 2 доказана. �
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