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КРИТЕРИЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ

ТЁПЛИЦЕВЫХ ОПЕРАТОРОВ В ВЕСОВЫХ

СОБОЛЕВСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИКРУГЕ ФУНКЦИЙ

Ф. А. Шамоян

Аннотация. Получено полное описание суммируемых на торе функций h, имею-
щих плюригармоническое продолжение в единичный поликруг, для которых тёп-
лицев оператор с символом h является ограниченным оператором в весовых собо-
левских пространствах голоморфных в поликруге функций.
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Введение

Пусть C — комплексная плоскость, U = {z ∈ C : |z| < 1} — единичный
круг на C, T = ∂U = {z ∈ C : |z| = 1} — его граница. Обозначим через H(U)
множество всех голоморфных в U функций, Hp ≡ Hp(U) (0 < p ≤ +∞) —
класс Харди в единичном круге U.

Известно следующее мультипликативное представление класса Харди Hp:
f ∈ Hp(U) тогда и только тогда, когда f допускает факторизацию:

f(z) = Czm
+∞∏
k=1

zk − z

1− z̄kz

z̄k
|zk|

exp

− π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)


× exp

 1
2π

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
ln |f(eiθ)| dθ

, z ∈ U, (1)

где {zk}+∞k=1 — произвольная последовательность из единичного круга U, удо-
влетворяющая условию Бляшке, dµ — неотрицательная сингулярная мера на
(−π, π], m ∈ Z+, |C| = 1.

Функция

If = zm
+∞∏
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называется внутренней частью функции f , а

Qf = exp

 1
2π

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
ln |f(eiθ)| dθ


— внешней частью f .

Говорят, что внутренняя функция I1 делит внутреннюю функцию I2, если
I2
I1
∈ H∞.

Одно из основных свойств факторизации (1) заключается в том, что если
f ∈ Hp(U) и I делит внутреннюю часть f , то f

I ∈ H
p.

Отметим важную особенность: указанным свойством обладают не только
функции из класса Hp(U), но и гораздо более узкие классы функций. Нетриви-
альный результат такого рода был впервые получен Карлесоном (см. [1]), кото-
рый доказал, что данным свойством обладает класс D голоморфных функций
с конечным интегралом Дирихле.

Следующим шагом в этом направлении являлся результат Б. И. Коренблю-
ма (см. [2]), показавшего справедливость аналогичного утверждения для клас-
са голоморфных в U функций, n-я производная которых принадлежит классу
Харди H2: H2

n = {f : f (n) ∈ H2}.
В указанных работах обоих авторов существенно используется гильберто-

вость рассматриваемых пространств. Как в [1], так и в [2] фактически устанав-
ливается, что если X совпадает с одним из указанных пространств и f ∈ X,
f(a) = 0, ba(z) = a−z

1−āz
ā
|a| , a ∈ U , то f

ba
∈ X, ‖f/ba‖ ≤ ‖f‖X . Это установлено

в [1] в случае, когда X = D — класс Дирихле, и в [2] — в случае X = H2
n.

На этой основе доказывается делимость аналитических функций в отмеченных
пространствах. Поэтому в [3] Б. И. Коренблюмом поставлена задача: обладают
ли вышеуказанным свойством другие классы функций, в частности класс голо-
морфных в U функций, принадлежащих гёльдеровскому классу в замкнутом
единичном круге, т. е. классу �aα, 0 < α < 1?

Дальнейшие достижения в этом направлении принадлежат Ленинградской
математической школе. В работах В. П. Хавина [4] и Ф. А. Шамояна [5] неза-
висимо установлено, что не только классы �aα, но и многие другие классы голо-
морфных в круге функций, гладких вплоть до его границы, обладают свойством
деления на внутреннюю функцию. В данных работах предложен простой ме-
тод, основанный на элементарных свойствах интеграла типа Коши (по сути,
на свойствах тёплицевых операторов), позволяющих доказать результаты вы-
шеуказанного типа для большинства классов голоморфных в круге функций,
гладких вплоть до его границы.

Например, в [5], в частности, установлено: если ω — функция типа мо-
дуля непрерывности, удовлетворяющая условию Бари — Стечкина, и �(n)

ω —
класс голоморфных в единичном круге функций, n-я производная которых в
замкнутом круге имеет модуль непрерывности ω(f, δ), удовлетворяющий усло-
вию ω(f, δ) ≤ cfω(δ), то этому же условию удовлетворяет модуль непрерывности
интеграла типа Коши

Th(f)(z) =
1

2πi

∫
T

f(ζ)h(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ U,
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при всех h ∈ H∞. В этой работе используется единственное условие∫
|ζ|=1

J(ζ)
(ζ − z)2

dζ = 0 (2)

на внутреннюю функцию J и устанавливается ограниченность оператора TJ̄ в
классах �(n)

ω , где ω — произвольный модуль непрерывности вышеуказанного
типа. Разумеется, каждая функция h ∈ H∞ удовлетворяет условию (2), поэто-
му там установлена ограниченность тёплицевого оператора Th̄ в рассмотренных
пространствах для произвольной функции h ∈ H∞.

В работах автора в дальнейшем для серии пространств дано полное опи-
сание таких h ∈ L1(T), для которых оператор Th оставляет инвариантными
соответствующие классы голоморфных в круге функций, гладких вплоть до
его границы.

Другие подходы к вопросам деления предложены в работах С. А. Виногра-
дова и Н. А. Широкова (см. [6, 7]), К. М. Дьяконова (см. [8]). Обзор этих и
других результатов приведен в монографиях [7, 9].

В работах автора [10, 11] ограниченность тёплицевых операторов в про-
странстве Ap

α(n) в единичном круге (определение класса Ap
α(n) приводится ни-

же) при p = 1 сводится к доказательству ограниченности сопряженного опера-
тора в пространстве Зигмунда. Как установлено в этих работах, ограниченность
оператора Th эквивалентна ограниченности оператора типа Вольтерра

Bh(f)(z) =
1

(n− 1)!

z∫
0

(z − t)n−1h(t)f (n)(t) dt, z ∈ U,

в пространстве �a∗, т. е. в пространстве Зигмунда.
Указанное утверждение (см. [10, лемма 7]) в качестве основного результата

было переоткрыто в статье [12] спустя почти 35 лет после публикации работы
[10]. Отметим также [13, 14], где переоткрыты некоторые результаты из [10, 11]
(см. также [15]).

Данная работа посвящена характеризации тех суммируемых на торе Tn

функций h, при которых кратный тёплицев оператор Th является ограниченным
оператором в весовых соболевских анизотропных пространствах голоморфных
в поликруге функций.

Указанные вопросы, на наш взгляд, интересны и тем, что многие классы
гладких функций на торе Tn не оставляют инвариантным кратный интеграл
типа Коши. Так, например, гёльдеровский класс любого порядка α (0 < α < 1)
на торе Tn не оставляет инвариантным кратный интеграл типа Коши в отличие
от n = 1 (см., например, [16]).

Для изложения полученных результатов введем следующие стандартные
обозначения и определения.

Всюду ниже Un = U × U × · · · × U — единичный поликруг в n-мерном
комплексном пространстве Cn, Tn — его остов (n ≥ 1). Обозначим через H(Un)
и Hp(Un) (0 < p ≤ +∞) множество всех голоморфных функций и класс Харди
в Un соответственно, C∞A (Un) := H(Un)∩C∞(Un ∪∂Un) = H1(Un)∩C∞(Un ∪
Tn) и CA(Un) := H(Un) ∪ C(Un ∩ ∂Un) = H1(Un) ∩ C(Un ∪ Tn). Последнее
равенство установлено в [17], Zn — мультииндексы с целыми координатами,
Nn — мультииндексы с натуральными координатами, N := N1, Zn

+ := {α =
(α1, . . . , αn) ∈ Zn : αj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n}
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Если z = (z1, . . . , zn), ζ = (ζ1, . . . , ζn) из Cn, α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn, то
ζα := ζα1

1 . . . ζαnn . Через 〈ζ, z〉 обозначим обычное скалярное произведение в Cn,
т. е. 〈ζ, z〉 := ζ1z̄1 + ζ2z̄2 + · · ·+ ζnz̄n, при этом ζ · z := (ζ1 · z1, ζ2 · z2, . . . , ζn · zn);

ζ − z := (ζ1 − z1, . . . , ζn − zn), (ζ − z) :=
n∏

j=1
(ζj − zj). Норму в пространстве

Cn обозначим через ‖ · ‖, т. е. ‖z‖ :=
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2, если z = (z1, . . . , zn),

при этом через |z| обозначим вектор |z| := (|z1|, |z2|, . . . , |zn|), (1 − |z|2)α :=
(1− |z1|2)α1 . . . (1− |zn|2)αn .

Будем считать, что α > β, где α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn), α, β ∈
Rn, если αj > βj , j = 1, 2, . . . , n. Введем также обозначение: Rn

+ := {β =
(β1, . . . , βn) ∈ Rn : βj ≥ 0, j = 1, n}. Символом Ap

α, 0 < p < +∞, α =
(α1, . . . , αn), αj > −1, j = 1, 2, . . . , n, обозначим пространство тех функций
f ∈ H(Un), для которых

‖f‖Ap
α

=
(∫
Un

|f(z)|p(1− |z|)α dm2n(z)
) 1

p

< +∞,

где dm2n(z) — 2n-мерная мера Лебега на Un. Эти пространства введены и
изучены в работах [18, 19].

Пусть функция f ∈ H(Un) имеет следующее разложение Тейлора:

f(z) =
+∞∑
|k|=0

akz
k =

+∞∑
k1...kn=0

ak1...knz
k1
1 . . . zknn ,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Un, � — функция Эйлера, β = (β1, . . . , βn), βj > −1, j =

1, 2, . . . , n, � (β+k+1)
� (β+1)� (k+1) =

n∏
j=1

� (βj+kj+1)
� (βj+1)� (kj+1) . Тогда дробной производной функции

f порядка β назовем функцию

Dβf(z) =
+∞∑
|k|=0

� (β + k + 1)
� (β + 1)� (k + 1)

akz
k.

Положим также Df def= D1f , f ∈ H(Un), 1 = (1, 1, . . . , 1). Оператор, обратный
к оператору Dβ , определяется следующим образом:

D−βf(z) =
+∞∑
|k|=0

� (β + 1)� (k + 1)
� (β + k + 1)

akz
k.

Нетрудно заметить справедливость равенства

D−βf(z) = (β)
∫

Qn

(1− t)β−1f(t · z) dt,

где Qn = {t = (t1, . . . , tn), 0 < tj < 1, j = 1, 2, . . . , n} — единичный куб в Rn,

(β) =
n∏

j=1

βj , (1− t) =
n∏

j=1

(1− tj), tj ∈ Q1.

В дальнейшем для двух вещественнозначных функций с общей областью
определения запись f . g будет означать, что существует положительное чис-
ло c, не зависящее от z, такое, что f(z) ≤ cg(z) на соответствующем множестве.
Будем считать, что f ≈ g, если одновременно f . g, g . f .
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Определим класс �pα (см. [20]) следующим образом:

�pα =

{
f ∈ H(Un) : |Dβ+1f(z)| . 1

(1− |z|)β+2−α+2
p

, z ∈ Un, β >
α+ 2
p

}
с естественной нормой

‖f‖�pα = sup
z∈Un

{|Dβ+1f(z)| · (1− |z|)β+2−α+2
p }.

§ 1. Формулировка основного результата статьи
и доказательство вспомогательных утверждений

В дальнейшем через RP обозначим множество всех суммируемых функций
на Tn, имеющих плюригармоническое продолжение в поликруг Un (см. [17]).
Нетрудно заметить, что класс RP совпадает с классом суммируемых функций
на Tn, для которых коэффициенты Фурье равны нулю вне множества Zn

+ ∪ Zn
−.

Пусть k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+. Введем в рассмотрение пространство

Ap
α(k) =

{
f ∈ H(Un) : ‖f‖Ap

α(k) =
(∫
Un

|Dkf(z)|p(1− |z|)α dm2n(z)
) 1

p

< +∞
}
.

Кратным тёплицевым оператором или оператором Тёплица назовем ин-
тегральный оператор вида

Th(f)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ)
(ζ − z)

dζ, z = (z1, . . . , zn) ∈ Un,

где h ∈ L1(Tn), f ∈ C∞A (Un).
В работе полностью охарактеризованы такие h, при которых Th имеет

непрерывное продолжение на все пространство Ap
α(k) при условии, что k ∈ Nn.

В дальнейшем нам потребуется понятие мультипликатора. Пусть X — неко-
торое подпространство пространства H(Un). Будем говорить, что h — муль-
типликатор класса X, если для произвольного f ∈ X следует, что h · f ∈ X.

Основным результатом статьи является доказательство следующего утвер-
ждения.

Теорема. Пусть 0 < p ≤ 1, k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn, h ∈ RP, α = (α1, . . . , αn)
∈ Rn, α > −1, т. е. αj > −1, j = 1, n. Тогда

1. Если (k + 1)p < α + 2, т. е. (kj + 1)p < αj + 2, 1 ≤ j ≤ n, то следующие
утверждения равносильны:

(а) Th является ограниченным оператором в пространстве Ap
α(k);

(b) функция h представима в виде

h = h1 + h̄2, (3)

где h1 — мультипликатор пространства Ap
α(k), т. е. h1·Ap

α(k) ⊂ Ap
α(k), аD−kh2 ∈

�pα.
2. Пусть (k + 1)p = α + 2, h ∈ H1(Un), тогда следующие утверждения

равносильны:
(а) Th является ограниченным оператором в пространстве Ap

α(k);
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(b) функция h принадлежит H∞(Un), причем

|Dh(z)| . 1

(1− |z|)
(
ln 1

1−|z|
) 1
p

, z ∈ Un. (4)

3. Пусть kp > α+ 2, тогда следующие утверждения равносильны:
(а) Th является ограниченным оператором в пространстве Ap

α(k);
(b) функция h представима в виде

h = h1 + h̄2,

где h1 ∈ Ap
α(k), h2 ∈ H∞(Un).

Замечание 1. Утверждение теоремы для случая 1 < p < +∞ в терминах
других классов функций без доказательства анонсировано в [21].

Замечание 2. Если h ∈ H1(Un), то все утверждения в основной теореме
можно сформулировать в терминах функции h для теплицевых операторов с
ядром Бергмана K(z, ζ) = 1

(1−ζ̄·z)2 , ζ, z ∈ Un, по объему поликруга Un, т. е.

T̃h(f)(z) =
∫

Un

f(ζ)h(ζ)
(1− ζ̄ · z)2

dm2n(ζ), z = (z1, . . . , zn) ∈ Un,

если учесть следующую лемму.

Лемма 1. Пусть f ∈ H1(Un), Df ∈ L1(dm2n), h ∈ H∞(Un). Тогда спра-
ведливо равенство

1
(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ)
(ζ − z)2

dζ =
1

(πi)n

∫
Un

Df(ζ)h(ζ)
(1− ζ̄ · z)2

dm2n(ζ), z ∈ Un. (5)

Доказательство непосредственно вытекает из следующего утверждения,
доказанного в работах [22, 23].

Теорема А. Пусть Dkf ∈ A1
m, m ∈ N, k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn

+, m+2−kj > 0.
Тогда справедливо представление

f(z) =
∫

Un

(1− |ζ|2)mDkf(z)P (ζ̄z)
(1− ζ̄ · z)m+2−k

dm2n(ζ), z ∈ Un,

где P (w) = P1(w1) . . . Pn(wn), w = (w1, . . . , wn), Pj(z) — многочлены одного
комплексного переменного с вещественными коэффициентами, причем степень
многочлена Pj(z) не превосходит m+ 1− kj , 1 ≤ j ≤ n.

Чтобы получить равенство (5), достаточно положитьm = 0, kj = 1, j = 1, n,
и продифференцировать по z.

Следующие утверждения установлены в работах автора (см. [20, 24]).

Теорема Б. Пусть 0 < p ≤ 1, α = (α1, . . . , αn), αj > −1, j = 1, n, � —

линейный непрерывный функционал на Ap
α, g(z) = �(ez), ez(ζ) =

n∏
j=1

1
1−ζjzj ,

ζ = (ζ1, . . . , ζn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Un. Тогда при βj >
αj+2
p − 1, j = 1, . . . , n,

функция g удовлетворяет оценке

|Dβ+1g(z)| . 1

(1− |z|)β+2−α+2
p

,
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т. е. g ∈ �pα, причем

�(f) = lim
ρ→1−0

1
(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ) dmn(ζ), (6)

‖�‖ . ‖g‖�pα . ‖�‖. (7)

Обратно, каждая функция g ∈ �pα по формуле (6) порождает линейный
непрерывный функционал на пространстве Ap

α, для которого справедливы оцен-
ки (7).

Теорема B. Пусть V ∈ C(Un), при этом для любого поликруга Uρ(w) =
{z = (z1, . . . , zn) ∈ Un : |wj − zj | < ρ, 1 ≤ j ≤ n} ⊂ Un, w = (w1, . . . , wn) ∈ Un,
выполняется неравенство

|V (w)| ≤ A

π2ρ2n

∫
Uρ(w)

|V (ζ)| dm2n(ζ)

при некотором положительном числе A. Тогда при всех 0 < p ≤ 1 справедлива
оценка∫

Un

(1− |z|)m|V (z)| dm2n(z) .

(∫
Un

(1− |z|)mp+2p−2|V (z)|p dm2n

)1/p

.

Лемма 2. Пусть 0 < p ≤ 1, h ∈ H1(Un), k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+. Тогда

если оператор Th̄ действует в пространстве Ap
α(k), то h ∈ H∞(Un), причем

‖h‖∞ ≤ ‖Th̄‖.
Доказательство. Сначала заметим, что если f(z) = f1(z1) . . . fn(zn), z =

(z1, . . . , zn) ∈ Un, то при β = (β1, . . . , βn), βj > −1, j = 1, . . . , n, справедливо
равенство

Dβf(z) =
n∏

j=1

Dβjfj(zj). (8)

Кроме того, заметим, что если β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn
+, то

Dβf(z) =
1
β!
∂|β|

∂zβ
(zβf(z)). (9)

Положим теперь

fr(z) =
1

(1− rz)
=

n∏
j=1

1
(1− rzj)

, z = (z1, . . . , zn) ∈ Un, 0 < r < 1.

Учитывая равенства (8), (9), нетрудно установить оценки

‖fr‖Ap
α(k) ≈


1

(1−r)k−
α+2
p

, если k > α+2
p ,

(ln 1
1−r )

1
p , если k = α+2

p ,

C0, если k < α+2
p .

(10)
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Найдем вид функций Th̄(fr):

Th̄(fr)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

frh(ζ)
(ζ − z)

dζ =
1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ)
(1− rζ)(ζ − z)

dζ

=
1

(2πi)n

∫
Tn

h(ζ)
(1− z̄ · ζ)(ζ − r)

dζ =
h(r)

(1− rz)
, (11)

т. е. Th̄(fr)(z) = h(r)fr(z), z ∈ Un. Поэтому если Th̄ действует в пространстве
Ap
α(k), то

‖Th(fr)‖Ap
α(k) = |h(r)|‖fr‖Ap

α(k) ≤ ‖Th‖‖fr‖Ap
α(k)

или |h(r)| ≤ ‖Th‖. Взяв в качестве функции fr(z) функцию fr(zeiθ), θ ∈ [−π, π],
получим ‖h‖∞ ≤ ‖Th‖. �

Очевидно, что если n = 1, то ‖f (k)‖Ap
α
≈ ‖f‖Ap

α(k). Учитывая это, докажем
следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть a = (a1, . . . , an) ∈ Un,

fa,m(z) =
n∏

j=1

(1− |aj |2)m−
αj+2
p

(1− ājzj)m−kj
. (12)

Тогда при всех положительных числах m > αj+2
p , 1 ≤ j ≤ n, выполняется

оценка ‖Dkfa,m‖Ap
α
≈ 1.

Доказательство непосредственно следует из равенств (8), (9) и простой
оценки ∫

U

dm2(z)
|1− az|λ

≈


1

(1−|a|)λ−1 , если λ > 2,

ln 2
1−|a| , если λ = 2,

1, если λ < 2.

� (13)

Замечание 3. Отметим, что если m = αj0+2
p при некотором j0, то утвер-

ждение леммы остается справедливым, если в равенстве (12) заменить множи-

тель (1− |aj0 |)
m−

αj0+2
p на

(
ln 1

1−|aj0 |
)− 1

p .
Следующее утверждение можно вывести из хорошо известных теорем вло-

жения (см. [25, 26]), но ради полноты изложения приведем его простое доказа-
тельство.

Лемма 4. Пусть kj ≥ αj+2
p , j = 1, . . . , n, 0 < p < +∞. Тогда класс Ap

α(k)
является алгеброй относительно операции почленного умножения и сложения.

Доказательство. Пусть f, g ∈ Ap
α(k). Докажем, что произведение этих

функций принадлежит классу Ap
α(k). Применяя формулу Лейбница, достаточ-

но доказать, что Dlf · Dk−lg для всех l = (l1, . . . , ln), 0 ≤ lj ≤ kj , j = 1, . . . , n,
принадлежит классу Ap

α(k). Используя теорему А, можем записать оценки

|Dlf(z)| .
∫

Un

(1− |ζ|2)m|Dkf(ζ)|
|1− ζ̄z|m+2−k

dm2n(ζ),

|Dk−lg(z)| .
∫

Un

(1− |ζ|2)m|Dkg(ζ)|
|1− ζ̄z|m+2−k+l

dm2n(ζ)
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при достаточно больших m ∈ N.
Напомним, что

(1− |ζ|2)m

|1− ζ̄z|m+2−k+l
=

n∏
j=1

(1− |ζj |2)m

|1− ζ̄jzj |m+2−kj+lj
.

Учитывая теорему В, легко видеть, что∫
Un

|Dlf(z)p||Dk−lg(z)|p(1− |z|)α dm2n(z)

.
∫

Un

{∫
Un

(1− |w|)p(m+2)−2

|1− w̄z|p(m+2−k+l)

∫
Un

(1− |ζ|)p(m+2)−2|Dkf(ζ)|p

|1− ζ̄z|p(m+2−l)
dm2n(ζ)

× |Dk−lg(w)|p dm2n(w)
}

(1− |z|)α dm2n(z). (14)

Положим

J(ζ, w) =
∫

Un

(1− |z|)α dm2n(z)
|1− w̄z|p(m+2−k+l)|1− ζ̄z|p(m+2−l)

.

Для доказательства леммы достаточно установить оценку

J(ζ, w) .
1

(1− |w|)p(m+2)−α−2(1− |ζ|)p(m+2)−α−2 . (15)

Поскольку переменные интегрирования разделены, можно предположить, что
n = 1.

Итак, пусть

J(ζ, w) =
∫
U

(1− |z|)α

|1− w̄z|p(m+2−k+l)|1− ζ̄z|p(m+2−l)
dm2n(z),

где U = U1, ζ, w ∈ U. Переходя к полярной системе координат, получим

J(ζ, w) =
1∫

0

(1− r)α
π∫

−π

dt

|1− rρeit|p(m+2−l)|1− rsei(t+θ−τ)|p(m+2−k+l) r dr,

где w = ρeiθ, ζ = seiτ .
Не ограничивая общности, будем предполагать, что 0 ≤ s ≤ ρ < 1. Тогда

учитывая первую оценку в (13), имеем

J .
1

(1− ρ)p(m+2−l)−2−α(1− s)p(m+2−k+l) ,

или

J .
(1− ρ)pl

(1− ρ)p(m+2)−α−2(1− s)p(m+2)−α−2(1− s)p(l−k)+α+2 .

Чтобы доказать оценку (15), достаточно установить, что (1−ρ)pl
(1−s)p(l−k)+α+2 . 1. Это

неравенство следует из соотношений

0 ≤ s ≤ ρ < 1, pl − p(l − k)− α− 2 = pk − α− 2 ≥ 0, или k ≥ α+ 2
p

.

По условию леммы последнее неравенство выполняется. �

Замечание 4. Очевидно, если неравенство kj ≥ αj+2
p , j = 1, . . . , n, нару-

шается при некотором j = j0, то утверждение леммы перестанет быть верным.
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Лемма 5. Пусть k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+, p(k + 1) < α + 2. Тогда если

ψ ∈ H(Un) такая, что D−kψ ∈ �pα, 0 < p ≤ 1, то ψ ∈ H∞(Un), т. е. Dk(�pα) ⊂
H∞(Un).

Доказательство. Положим g(z) := D−kψ(z), z ∈ Un. Тогда из условия
леммы и определения класса �pα имеем

|Dm+1g(z)| . 1

(1− |z|)m+2−α+2
p

, (16)

если m ∈ N , m > αj+2
p , j = 1, n, z = (z1, . . . , zn) ∈ Un.

Пусть s > m+ 2, s ∈ N . Используя теорему А, получаем

g(z) =
∫

Un

(1− |ζ|2)sP (ζ̄, z)Dm+1g(z) dm2n(ζ)
(1− ζ̄ · z)s+1−m

. (17)

Заметим, что DkD−kψ = ψ. Поэтому

ψ(z) = Dk
z

∫
Un

(1− |ζ|2)sP (ζ̄, z)Dm+1g(ζ) dm2n(ζ)
(1− ζ̄ · z)s+k+1−m

=
∫

Un

(1− |ζ|2)sDm+1g(ζ)Dk
z

(
P (ζ̄, z)

(1− ζ̄ · z)s+1−m

)
dm2n(ζ), z ∈ Un, (18)

где через Dk
z обозначен оператор Dk по переменной z.

Нетрудно увидеть, что

Dk
z

(
P (ζ̄, z)

(1− ζ̄ · z)s+1−m

)
=

P̃ (ζ̄, z)
(1− ζ̄ · z)s+k+1−m

, z, ζ ∈ Un,

P̃ (ζ̄, z) — некоторый многочлен 2n комплексных переменных ζ, z. Следователь-
но,

ψ(z) =
∫

Un

(1− |ζ|2)sP (ζ̄, z)Dm+1g(ζ) dm2n(ζ)
(1− ζ̄ · z)s+k+1−m

.

Используя оценку (16), получим

|ψ(z)| .
∫

Un

(1− |ζ|2)s−2+α+2
p −m dm2n(ζ)

|(1− ζ̄ · z)|s+k+1−m
.
∫

Un

dm2n(ζ)

|1− ζ̄ · z|k+3−α+2
p

.

В последней оценке воспользовались неравенством

1− |ζ|2

|(1− ζ̄ · z)|
=

(1− |ζ1|2) · . . . · (1− |ζn|2)
|(1− ζ̄1 · z1)| · . . . · |(1− ζ̄n · zn)|

≤ 2n,

ζ = (ζ1, . . . , ζn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Un. Учитывая условие леммы и оценку (13),
приходим к неравенству |ψ(z)| . 1, z ∈ Un. �
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§ 2. Доказательство теоремы

Докажем п. 1 теоремы: (а)⇒(b). Пусть Th действует в пространстве Ap
α(k),

(k + 1)p < α+ 2. Покажем, что функцию h можно представить в виде h1 + h̄2,
где D−kh2 ∈ �pα, h1 — мультипликатор пространства Ap

α(k). Поскольку Th
действует в пространстве Ap

α(k), то

‖Th(f)‖Ap
α(k) ≤ ‖Th‖‖f‖Ap

α(k) ∀f ∈ Ap
α(k).

Учитывая, что оператор Sz0(f) = f(z0), z0 ∈ Un, т. е. значение в фиксиро-
ванной точке z0 является ограниченным оператором в Ap

α(k), легко заметить,
что �(f) = Th(f)(0) — линейный непрерывный функционал на Ap

α(k). Поэтому,
используя теорему Б, можно найти такую функцию g ∈ H(Un), D−kg ∈ �pα, что

Th(f)(0) = lim
ρ→1−0

1
(2π)n

∫
Tn

f(ρζ)g(ρζ) dmn(ζ)

= lim
ρ→1−0

1
(2π)n

∫
Tn

Dkf(ρζ)D−kg(ρζ) dmn(ζ).

Теперь заметим, что

Th(f)(0) =
1

(2π)n

∫
Tn

f(ζ)h(ζ) dmn(ζ)

для любого f ∈ Ap
α(k) ∩ CA(Un). Положим в последнем равенстве f(ζ) = ζm,

ζ ∈ Un, m ∈ Zn
+, и учтем лемму 5:∫

Tn

ζmg(ζ) dmn(ζ) =
∫
Tn

ζmh(ζ) dmn(ζ)

при всех m ∈ Zn
+. Следовательно, функция h(ζ) − g(ζ), ζ ∈ Tn, принадлежит

классу H1(Un), т. е.

h(ζ) = h1(ζ) + h2(ζ), ζ ∈ Tn, h1 ∈ H1(Un), D−kh2 ∈ �pα.

Если докажем, что оператор Th̄2
является ограниченным оператором в про-

странстве Ap
α(k), то, учитывая равенство

Th(f)(z) = h1(z)f(z) +
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h2(ζ)
(ζ − z)

dζ ∀z ∈ Un,

тем самым докажем, что h1 является мультипликатором пространства Ap
α(k).

Приступим к доказательству ограниченности оператора Th̄2
. Воспользуем-

ся теоремой А, согласно которой если f ∈ Ap
α(k), то

f(z) =
∫

Un

(1− |ζ|2)mDkf(ζ)P (ζ̄ · z)
(1− ζ̄ · z)m+2−k

dm2n(ζ).

Напомним, что можно предположить f ∈ C∞A (Un). Ясно, что при доста-
точно больших m интеграл абсолютно сходится. Поэтому

Th(f)(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

{
h2(ζ)

(ζ − z)

∫
Un

(1− |t|2)mDkf(t)P (t̄ · ζ)
(1− t̄ · ζ)m+2−k dm2n(t)

}
dζ, z ∈ Un.
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Переставив порядок интегрирования, получаем

Th2(f)(z) =
∫

Un

{
(1− |t|2)mDkf(t)

(
1

2πi

)n ∫
Tn

h2(ζ)P (t̄ · ζ) dζ
(ζ − z)(1− t̄ · ζ)m+2−k

}
dm2n(t).

(19)
Преобразуем внутренний интеграл и положим

I(t, z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

h2(ζ)P̃ (t · ζ)dζ
(ζ − t)m+2−k(1− ζ · z̄)

, t, z ∈ Un, (20)

где P̃ (t · ζ) = P (t · ζ̄)ζm+1−k. Учитывая теорему А, заметим, что P̃ (t · ζ) —
аналитический многочлен по переменной ζ ∈ Tn. Поэтому к интегралу (20)
применим формулу Коши, поскольку по лемме 5 функция h2P принадлежит
классу H∞(Un), следовательно,

I(t, z) = C(m, k)
∂|m+1−k|

∂wm+1−k

(
h2(w)P̃ (t · w)

1− w · z̄

)∣∣∣∣
w=t

.

Применяя формулу Лейбница, из последнего равенства получаем

I(t, z) =
m+1−k∑
|l|=0

Cl
m+1−k

× ∂|l|h̃2(w)
∂wl1

1 . . . ∂wln
n

· z̄m+1−k1−l1
1 . . . z̄m+1−kn−ln

n

(1− w1z̄1)m+2−k1−l1 . . . (1− wnz̄n)m+2−kn−ln

∣∣∣∣
w=t

=
m+1−k∑
|l|=0

Cl
m+1−k

∂|l|h̃2(t)
∂wl

zm+1−k−l

(1− t̄ · z)m+2−k−l ,

где h̃2(w) = h2(w)P̃ (w · t̄). Возвращаясь к равенству (19), окончательно полу-
чаем

Th̄2
(f)(z) = C(m,n)

m+1−k∑
|l|=0

Cl
m+1−kz

m+1−k−l

×
∫

Un

(1− |t|2)mDkf(t)∂
|l|h̃2(t)
∂tl

(1− t̄ · z)m+1−k−l dm2n(t).

Таким образом, для доказательства ограниченности оператора Th̄2
в Ap

α(k)
достаточно установить ограниченность оператора

Bh2(ψ)(z) =
∫

Un

(1− |t|2)mψ(t)∂
|l|h̃2(t)
∂tl

(1− t̄ · z)m+2−l dm2n(t) (21)

в пространстве Ap
α = Ap

α(0), где по определению

∂|l|h̃2(t)
∂tl

=
∂|l|h̃2(t1, . . . , tn)
∂tl11 . . . ∂t

ln
n

,

l = (l1, . . . , ln), 0 ≤ lj ≤ m+ 1− kj , 1 ≤ j ≤ n, D−kh̃2 ∈ �pα,
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1
(1− t̄z)m+2−l =

n∏
j=1

1
(1− t̄jzj)m+2−lj

, t = (t1, . . . , tn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Un.

Применим методику из [20, 24]. Используя теорему В, получаем∫
Un

|Bh2(ψ)(z)|p(1− |z|)α dm2n(z) .
∫

Un

(1− |z|2)α

×
{∫
Un

(1− |t|2)mp+2p−2|ψ(t)|p
∣∣∂|l|h̃2(t)

∂tl

∣∣p
|1− t̄ · z|(m+2−l)p dm2n(t)

}
dm2n(z).

Переставив порядок интегрирования, приходим к неравенству∫
Un

|Bh2(ψ)(z)|p(1− |z|)α dm2n(z)

.
∫

Un

(
(1− |t|2)p(m+2)−2|ψ(t)|p

∣∣∣∣∂|l|h̃2(t)
∂tl

∣∣∣∣p ∫
Un

(1− |z|)α dm2n(z)
|1− t̄ · z|(m+2−l)p

)
dm2n(t).

Положим

I(t) =
∫

Un

(1− |z|)α

|1− t̄z|(m+2−l)p dm2n(z)

=
∫

U×U×···×U

(1− |z1|)α1 . . . (1− |zn|)αn
|1− t̄1z1|(m+2−l1)p . . . |1− t̄nzn|(m+2−ln)p

dm2n(z1, . . . , zn), t ∈ Un.

Предположим, что

(m− li + 2)p− αi < 2 при 1 ≤ i ≤ µ, (m− li + 2)p− αi > 2 при µ < i ≤ ν

(m− li + 2)p− αi = 2 при ν < i ≤ n.
(22)

Учитывая оценки (13), получаем

I(t) .
ν∏

i=µ+1

1
(1− |ti|)(m−li+2)p−αi−2

n∏
i=ν+1

ln
1

1− |ti|
. (23)

Из оценок (22) и (23) выводим

‖Bh2(ψ)‖pAp
α

.
∫

Un

(
(1− |t|)p(m+2)−2|ψ(t)|p

∣∣∣∣∂|l|h̃(t)∂tl

∣∣∣∣p

×
ν∏

i=µ+1

1
(1− |ti|)(m−li+2)p−αi−2

n∏
i=ν+1

ln
1

1− |ti|

)
dm2n(t). (24)

Используя представление

h̃2(z) = (m+ 2)
∫

Qn

(1− t)mDm+1h̃2(tz) dt
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и оценку (16), легко установить неравенство∣∣∣∣∂l1+l2+···+ln h̃2(t)
∂tl11 . . . ∂t

ln
n

∣∣∣∣ . µ∏
i=1

1

(1− |ti|)m+2−αi+2
p

ν∏
i=µ+1

1
(1− |ti|)li

×
n∏

i=ν+1

1

(1− |ti|)m+1−αi+2
p

, t = (t1, . . . , tn) ∈ Un.

Вставив полученную оценку в неравенство (24), окончательно получаем

‖Bh̃2
(ψ)‖pAp

α
.
∫

Un

(1− |t1|)p(m+2)−2 . . . (1− |tn|)p(m+2)−2|ψ(t)|p

×

n∏
i=ν+1

ln 1
1−|ti|

µ∏
i=1

(1− |ti|)p(m+2)−αi−2
ν∏

i=µ+1
(1− |ti|)pli

n∏
i=ν+1

(1− |ti|)p(m+1)−αi−2
dm2n(t),

или

‖Bh̃2
(ψ)‖pAp

α
.
∫

Un

{
|ψ(t)|p

µ∏
i=1

(1− |ti|)αi
ν∏

i=µ+1

(1− |ti|)p(m+2)+αi−2−pli

×
n∏

i=ν+1

(1− |ti|)p ln
1

1− |ti|

}
dm2n(t).

Учитывая неравенство (22), получим p(m + 2 − li) − 2 > 0 при µ + 1 ≤ i ≤ ν.
Поэтому из последней оценки следует, что

‖Bh̃2
(ψ)‖pAp

α
.
∫

Un

(1− |t|)α|ψ(t)|p dm2n(t).

Итак, если Th является ограниченным оператором в Ap
α(k), то h = h1 + h̄2, где

h1 ∈ H(Un), D−kh2 ∈ �pα, причем если D−kh2 ∈ �pα, то оператор Th2
ограни-

ченный в Ap
α(k). Следовательно, если условие (а) выполняется, то оператор

Mh1(f) := f · h1 = Th(f) − Th2(f) умножения на h1 является ограниченным
оператором в Ap

α(k), т. е. h1 является мультипликатором этого пространства.
Отсюда следует импликация (а)⇒(b). Импликация (b)⇒(а) немедленно вытека-
ет из доказательства последней части импликации (а)⇒(b). Итак, п. 1 теоремы
доказан.

Перейдем к доказательству п. 2. Докажем его только для n = 2, поскольку
при n ≥ 3 основные идеи сохраняются, возникают только сложности техниче-
ского характера. Докажем (а)⇒(b). Пусть αj +2 = (kj +1)p, j = 1, 2. Оператор
Th̄ ограничен в пространстве Ap

α(k), h ∈ H1(Un). Из леммы 2 непосредственно
следует, что h ∈ H∞(Un), причем ‖h‖∞ ≤ ‖Th‖. Докажем оценку (4).

Зафиксируем точку a = (a1, a2) ∈ U2 и введем в рассмотрение функцию

fa(z1, z2) =
C(a)

(1− ā1z1)2(1− ā2z2)
.

Подберем C(a) таким образом, чтобы

‖fa‖Ap
α(k) . 1. (25)
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Учитывая, (8), (13), нетрудно видеть, что для оценки (25) достаточно взять
C(a) =

(
(1− |a1|)

(
ln 1

1−|a2|
)− 1

p
)
. Действительно,

Dkfa(z1, z2) =
C(a)Pk1(z1)Pk2(z2)

(1− ā1z1)2+k1(1− ā2z2)k2+1 ,

где Pk1 , Pk2 — многочлены степени не выше k1 и k2. Поэтому∫
U2

|Dkfa(z1, z2)|p(1− |z|) dmn(z)

≤ C(a)p
∫
U2

|Pk1(z1)|p|Pk2(z2)|p(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(2+k1)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(zn) .
C(a)p

(1− |a1|)p
ln

1
1− |a2|

. 1.

В предпоследнем неравенстве мы воспользовались оценками (13) и условием
p(2 + k1) = α1 + 2 + p, p(k2 + 1) = α2 + 2.

Таким образом, оценка (25) установлена. Выясним вид функции Th(fa):

Th̄(fa) =
C(a)
(2πi)2

∫
T2

h(ζ)dζ
(ζ − z)(1− ā1ζ1)2(1− ā2ζ2)

=
C(a)
(2πi)2

∫
T2

h(ζ)ζ1dζ
(ζ1 − a1)2(ζ2 − a2)(1− ζ1z̄1)(1− ζ2z2)

= C(a)
∂

∂ζ1

(
h(ζ)ζ1

(1− ζ1z̄1)(1− ζ2z̄2)

)∣∣∣∣
ζ=a

=
C(a)

(1− ā1z1)(1− ā2z2)

[
ā1
∂h(a)
∂ζ1

+
h(a)

(1− ā1z1)

]
. (26)

Следовательно, если Fa = Th̄(fa), то

DkFa(z) = a1
∂h1(a)
∂ζ1

C(a)
Pk1(z1)Pk2

(1− a1z1)k1+1

× 1
(1− ā2z2)k2+1 +

C(a)h(a)P̃k1(z1)Pk2(z2)
(1− ā1z1)k1+2(1− ā2z2)k2+1 , (27)

где P̃k1(z1), P̃k2(z2), Pk1(z1) — многочлены степени не выше k1 и k2 соответ-
ственно.

Используя оценку (25), из равенства (27) получаем

|a1|pC(a)p
∣∣∣∣∂h(a)∂ζ

∣∣∣∣p ∫
U2

|Pk1(z1)|p|Pk2 |p

|1− ā1z1|p(k1+1)
(1− |z1|)α1(1− |z2|)α2

|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z)

. 1 + Cp(a)|h(a)|p
∫
U2

(1− |z|)
|1− ā1z1|p(k1+2)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z)

.
C(a)p

(1− |a1|)p
ln

1
1− |a2|

+ 1 . 1. (28)

В предпоследнем неравенстве воспользовались условием p(k1 + 2) = α1 + 2 + p,
p(k2 + 1) = α2 + 2.
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Учитывая вид многочленов Pk1(z1) и Pk2(z2), нетрудно установить оценку∫
U2

|Pk1(z1)|p|Pk2(z2)|p

|1− ā1z1|p(k1+1)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z) ≥ C0
1

1− |a1|
ln

1
1− |a2|

при некотором положительном C0. Следовательно, возвращаясь к оценке (28),
окончательно получаем∣∣∣∣∂h(a)∂ζ1

∣∣∣∣pC(a)p .
1

ln 1
1−|a1| ln

1
1−|a1|

,

или ∣∣∣∣∂h(a)∂ζ1

∣∣∣∣ . 1

(1− |a1|)
(
ln 1

1−|a1|
) 1
p

. (29)

Точно таким же образом устанавливается оценка∣∣∣∣∂h(a)∂ζ2

∣∣∣∣ . 1

(1− |a2|)
(
ln 1

1−|a2|
) 1
p

. (30)

Перейдем к доказательству (4), используя оценки (29), (30). С этой целью
положим

fa(ζ) =
(1− |a1|2)(1− |a2|2)

(1− ā · ζ)
, ζ = (ζ1, ζ2), a = (a1, a2) ∈ U2.

Применяя вышеуказанные соображения, нетрудно установить, что fa ∈
Ap
α(k). Положим для краткости C(a) = (1− |a|2) = (1− |a1|2)(1− |a2|2). Как и

выше, легко убедиться в том, что

Th̄(fa)(z) = C(a)
[

Dh(a)
(1− ā1z1)(1− ā2z2)

+
∂h1(a)
∂ζ1

z2
(1− ā1z1)(1− ā2z2)2

+
∂h1(a)
∂ζ2

z1
(1− ā1z1)2(1− ā2z2)

+ h1(a)
z1z2

(1− ā1z1)2(1− ā2z2)2

]
,

где h1(ζ) = h(ζ)ζ. Положим F (z) := Dk(T (fa)), тогда

DkFa(z) =
C(a)Dh(a)Pk1(z1)Pk2(z2)

(1− ā1z1)k1+1(1− ā2z2)k2+1

+ C(a)
[
∂h1

∂ζ1
(a)

P̃k(z1, z2)
(1− ā1z1)k1+1(1− ā2z2)k2+2

+
∂h1

∂ζ2
(a)

Qk(z1, z2)
(1− ā1z1)2+k1(1− ā2z2)1+k2

+ h1(a)
Q̃k(z1, z2)

(1− ā1z1)2+k1(1− ā2z2)2+k2

]
,

где Pk1(w), Pk2(w) — многочлены степени k1 и k2 соответственно от w ∈ C1,
причем Pkj (w) можно представить в виде

Pkj (w) = wkākj + (1− ājw)P̃kj−1(w), j = 1, 2, . . . , (31)

P̃k(z1, z2), Qk(z1, z2) и Q̃k(z1, z2) — многочлены от z = (z1, z2). Учитывая оценку
‖DkF‖Ap

α(k) . 1, имеем

|C(a)|p|Dh(a)|p
∫
U2

(1− |z|)α|Pk1(z1)|p|Pk2(z2)|p

|1− ā1z1|p(k1+1)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z)
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. 1 + Cp(a)
[∣∣∣∣∂h1(a)

∂ζ1

∣∣∣∣p ∫
U2

(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(k1+1)|1− ā2z2|p(k2+2) dmn(z1, z2)

+
∣∣∣∣∂h1(a)
∂ζ2

∣∣∣∣p ∫
U2

(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(k1+2)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z1, z2)

+ |h(a)|p
∫
U2

(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(k1+2)|1− ā2z2|p(k2+2) dmn(z1, z2)
]
.

Используя (31) и условие p(kj + 1) = αj + 2, j = 1, 2, легко установить
оценку∫

U4

(1− |z|)α|Pk1(z1)|p|Pk2(z2)|p

|1− ā1z1|p(k1+1)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z) ≥ C0 ln
1

(1− |a1|)
ln

1
(1− |a2|)

,

где C0 — положительное число, не зависящее от a.
Принимая во внимание также оценки∫

U2

(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(k1+2)|1− ā2z2|p(k2+1) dmn(z) .
1

(1− |a1|)p
ln

1
1− |a2|

,

∫
U2

(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(k1+1)|1− ā2z2|p(k2+2) dmn(z) .
1

(1− |a2|)p
ln

1
1− |a2|

,

∫
U2

(1− |z|)α

|1− ā1z1|p(k1+2)|1− ā2z2|p(k2+2) dmn(z) .
1

(1− |a1|)p(1− |a2|)p
,

приходим к неравенству

|Dh(a)|p(C(a))p ln
1

1− |a1|
ln

1
1− |a2|

. 1 + C(a)p
[∣∣∣∣∂h(a)∂ζ1

∣∣∣∣p 1
(1− |a2|)p

ln
1

1− |a1|

+
∣∣∣∣∂h(a)∂ζ2

∣∣∣∣p 1
(1− |a1|)p

ln
1

1− |a2|
+

1
(1− |a1|)p(1− |a2|)p

]
.

Применяя оценки (29), (30), выводим неравенство

|Dh(a)| . 1

(1− |a1|)(1− |a2|)
[
ln 1

1−|a1| ln
1

1−|a2|
] 1
p

.

Импликация (a)⇒(b) п. 2 теоремы установлена.
Перейдем к доказательству (b)⇒(a) п. 2. Повторяя рассуждения, приме-

няемые при доказательстве п. 1, получаем

DkTh(f)(z) =
m+1−k1,m+1−k2∑

l1,l2=0

Cl1
m+1−k1

Cl2
m+1−k2

Il(z),

где

Il(z) = C(m, k)
∫
U2

(1− |t|2)mDkf(t)

(1− t̄z)m−l+2 P (t̄, z)
∂l1+l2 h̃(t)
∂tl11 ∂t

l2
2

dm4(z),
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P (t̄, z) — некоторый многочлен от t̄ и z, h̃(t) = h(t)tm+1−k, m — достаточно
большое натуральное число. Отсюда, применяя теорему В, окончательно полу-
чаем

|DkTh(f)(z)|p .
m+1−k1,m+1−k2∑

l1,l2=0

(∫
U2

(1−|t|2)m |Dkf(t)|
|1− t̄ · z|m−l+2

∣∣∣∣∂l1+l2 h̃(t)
∂tl11 ∂t

l2
2

∣∣∣∣ dm4(z)
)p

.
m+1−k∑
|l|=0

∫
U2

(1− |t|2)mp+2p−2|Dkf(t)|p
∣∣∣∣∂|l|h̃(t)∂tl

∣∣∣∣p dm4(z)

|1− t̄z|(m−l+2)p .

Для доказательства (b)⇒(a) остается оценить интеграл
∫
U2

|Jl(z)|(1−|z|)α dm4(z),

где

Jl(z) =
∫
U2

(
(1− |t|)p(m+2)−2|Dkf(t)|p

∣∣∣∣∂|l|h̃(t)∂tl

∣∣∣∣p 1
|1− t̄ · z|(m−l+2)p

)
dm4(z). (32)

Здесь l = (l1, l2), 0 ≤ lj ≤ m− kj + 1, j = 1, 2, h удовлетворяет условию (а) п. 2
теоремы.

Пусть сначала 0 ≤ lj < m−kj +1, j = 1, 2, тогда m+2− lj > kj +1, j = 1, 2.
Поэтому p(m+ 2− lj) > p(kj + 1) = αj + 2, j = 1, 2, следовательно,∫

U2

(1− |z|)α dm4(z)
|1− t̄z|(m−l+2)p

.
1

(1− |t|)(m−l+2)p−2−α .

Из условия h ∈ H∞(Un) имеем∣∣∣∣∂|l|h̃(t)∂tl

∣∣∣∣ . 1
(1− |t|)l

, t ∈ U2.

Тем самым из последней оценки получаем∫
U2

|Jl(z)| dm4(z) .
∫
U2

(1− |t|)p(m+2)−2|Dkf(t)|p

(1− |t|)p(m+2)−2−α dm4(t)

=
∫
U2

(1− |t|)α|Dkf(t)|p dm4(t) = ‖f‖Ap
α(k). (33)

Если, скажем, l1 = m + 1 − k1, 0 ≤ l2 < m + 1 − k2, то m + 2 − l1 = k1 + 1,
m+ 2− l2 > k2 + 1, поэтому, как и выше,∫

U2

(1− |z|)α dm4(z)
|1− t̄z|p(m−l+2)

.
ln 1

1−|t1|

(1− |t2|)p(m−l2+2)−2−α2
,

но, учитывая оценку (4), легко вывести, что∣∣∣∣∂|l1|h̃(t1, t2)∂tl11 ∂t
l2
2

∣∣∣∣p .
1

(1− |t1|)pl1(1− |t2|)pl2 ln 1
1−|t1|

.

Подставляя эту оценку в (33), окончательно получим∫
U2

|Jl(z)|(1− |z|)α dm4(z) .
∫
U2

|Dkf(z)|p(1− |z|)α dm4(z) = ‖f‖Ap
α
< +∞.
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Точно таким же образом проверяется случай, когда m+ 2− lj = kj + 1, j = 1, 2.
П. 2 теоремы доказан.

Перейдем к п. 3: (а)⇒(b). Как и при доказательстве п. 1, нетрудно уста-
новить, что при ограниченности оператора Th в Ap

α(k) функция h должна быть
представима в виде h = h1 + h̄2, где h2 ∈ H1(Un), h1 ∈ Ap

α(k). По лемме 4 класс
Ap
α(k) в условиях п. 3 теоремы является алгеброй, поэтому Mh1(f) = h1 · f —

ограниченный оператор в Ap
α(k). Следовательно,

Th̄2
(f)(z) =

1
(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)h̄2(ζ)
(ζ − z)

dζ

является ограниченным оператором в пространстве Ap
α(k).

По лемме 2 h2 ∈ H∞. Импликация (а)⇒(b) установлена.
Перейдем к доказательству (b)⇒(a). Доказательство п. 2 почти дослов-

но повторяет рассуждения, приведенные при выводе импликации (b)⇒(a) п. 1.
Действительно, как и выше, доказательство этой импликации сводится к до-
казательству ограниченности оператора Bh2 в пространстве Ap

α (см. формулу
(21)). Учтя оценку (13) и заметив, что при условиях п. 3

(m+ 2− lj)p ≥ (m+ 2−m− 1 + kj)p = (1 + kj)p > αj + 2, j = 1, 2, . . . , n,
получаем ∫

Un

(1− |z|)α dm2n(z)
|1− t̄ · z|(m−l+2)p

.
1

(1− |t|)p(m−l+2)−2−α .

Поскольку h2 ∈ H∞(Un), имеем∣∣∣∣∂|l|∂tl
h2(t)

∣∣∣∣ . 1
(1− |t|)l

, l ∈ Zn
+.

Снова возвращаясь к равенству (21), окончательно получаем∫
Un

|Bh2(ψ)|p(1− |z|)α dm2n(z) . ‖ψ‖pAp
α
. �

Замечание 5. Если воспользоваться результатами работ [19, 23], нетрудно
установить аналог основной теоремы и для весовых пространств вида

Ap
ω(k) =

{
f ∈ H(Un) :

∫
Un

|Dkf(ζ)|pω(1− |ζ|) dm2n(ζ) < +∞
}
,

где

ω(1− |z|) =
n∏

j=1

ωj(1− |zj |), z = (z1, . . . , zn) ∈ Un, ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

— вектор-функция, определенная на Qn, а функции ωj , j = 1, n, удовлетворя-
ют некоторым дополнительным ограничениям (см. [19]). Основной результат
статьи имеет приложения в вопросах деления на внутреннюю функцию в рас-
сматриваемых пространствах.

Определение [16, с. 104]. Функция I ∈ H∝(Un) называется внутренней
функцией, если |I(ζ)| = 1 п. в. на Tn, при этом I называется хорошей внут-
ренней функцией, если наименьшая плюригармоническая мажоранта функции
I тождественно равно нулю.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из доказанной теоре-
мы.
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Следствие. Пусть f ∈ H1(Un)∩Ap
α(k), параметры p, α, k удовлетворяют

условиям основной теоремы. Предположим, что f = I · Q, где I — хорошая
внутренняя функция. Тогда функция Q принадлежит классу Ap

α(k).

Доказательство. Если функция f принадлежит H1(Un), то Q также
принадлежит классу H1(Un) (см. [15, с. 104]). Поэтому

Q(z) =
1

(2πi)n

∫
Tn

Q(ζ)
(ζ − z)

dζ =
1

(2πi)n

∫
Tn

f(ζ)Ī(ζ)
(ζ − z)

dζ, z ∈ Un.

По доказанной теореме Q ∈ Ap
α(k). �

Отметим также, что операторы Тёплица применяются не только в вопро-
сах деления аналитических функций, но и в других задачах комплексного и
функционального анализа (см., например, [26, 27]).
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