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СЛУЧАЙНЫЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

В СВОБОДНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ

А. В. Меньшов

Аннотация. Исследуется разрешимость случайных систем уравнений в свободной
абелевой группе Zm конечного ранга m. Пусть SAT(Zm, k, n) и SATQm (Zm, k, n)
обозначают множества всех систем из n уравнений от k неизвестных в группе Zm,
разрешимых соответственно в Zm и Qm. Доказано, что асимптотическая плот-
ность ρ(SATQm (Zm, k, n)) множества SATQm (Zm, k, n) равна 1 при n ≤ k и 0 при
n > k. Для множества SAT(Zm, k, n) при n < k получены оценки для нижней
и верхней асимптотических плотностей, показано, что они лежат в интервале от( k∏
j=k−n+1

ζ(j)
)−1

до
( ζ(k+m)

ζ(k)

)n, где ζ(s) — дзета-функция Римана. При n ≤ k

установлена связь между асимптотической плотностью множества SAT(Zm, k, n)
и суммами обратных наибольших делителей по матрицам полного ранга. Исходя
из этого результата выдвинута гипотеза относительно асимптотической плотности
множества SAT(Zm, n, n). Доказано, что ρ(SAT(Zm, k, n)) = 0 при n > k.
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1. Введение

Идея генеричности в теории конечных групп идет из работ Эрдеша и Ту-
рана [1], а также Диксона [2]. В настоящее время это предмет многочисленных
исследований. В геометрической теории групп генерический подход иницииро-
ван М. Громовым [3–5]. Он связан со случайными блужданиями на группах.

В последнее время генерический подход все более концентрируется на кон-
кретных группах. Укажем для примера работы [6, 7] о группах с одним соотно-
шением, работы [8, 9] по усредненным функциям Дена.

Р. Гилман, А. Мясников и В. Романьков исследовали асимптотическую
плотность разрешимых уравнений в свободных абелевых и конечно порожден-
ных нильпотентных группах [10] и в свободных группах [11]. В [12] рассматри-
валась асимптотическая плотность разрешимых однородных уравнений в фун-
даментальных группах компактных поверхностей.

Настоящая работа продолжает исследования асимптотической плотности
множествa разрешимых уравнений, проведенные в [10] для свободных абелевых
групп конечного ранга, но уже для систем уравнений.

Пусть SAT(Zm, k, n) и SATQm(Zm, k, n) обозначают множества всех систем
из n уравнений от k неизвестных в группе Zm, разрешимых соответственно в
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Zm и Qm. Исследуется асимптотическая плотность указанных множеств от-
носительно естественной стратификации группы Zm шарами, соответствующи-
ми норме ‖ · ‖∞ пространства Rm, определяемой формулой ‖(v1, . . . , vm)‖∞ =
max{|vi|}. При этом группа Zm и ее подгруппы рассматриваются как целочис-
ленные решетки в пространстве Rm.

С привлечением асимптотики для целочисленных матриц фиксированного
ранга (см. [13]) в теореме 2 доказано, что асимптотическая плотность множе-
ства SATQm(Zm, k, n) равна 1 при n ≤ k и 0 при n > k. Отсюда получено
следствие 1, согласно которому ρ(SAT(Zm, k, n)) = 0 при n > k.

Для исследования асимптотической плотности множества SAT(Zm, k, n) при
n ≤ k используются методы комбинаторики, оценивающие количества точек
решеток в расширениях выпуклых многогранников в Rm [14, 15]. В теореме 6
получено неравенство на коэффициенты квазиполиномов Эрхарта, являющееся
аналогом неравенства из [16, теорема 6]. С помощью полученного неравенства
доказан один из основных результатов данной работы — теорема 9, устанавли-
вающая связь между асимптотической плотностью множества SAT(Zm, k, n) и
суммами обратных наибольших делителей по матрицам полного ранга. Исходя
из этой теоремы выдвинута гипотеза 1 относительно асимптотической плотно-
сти множества SAT(Zm, n, n). Вторым основным результатом является теоре-
ма 12, в которой получены нетривиальные оценки для нижней и верхней асимп-
тотических плотностей множества SAT(Zm, k, n) при n < k, показано, что они

лежат в интервале от
(

k∏
j=k−n+1

ζ(j)
)−1

до
( ζ(k+m)

ζ(k)

)n, где ζ(s) — дзета-функция

Римана.

2. Асимптотическая плотность

Стратификацией счетного множества T называется последовательность
{Tr}r∈N непустых конечных подмножеств Tr таких, что

⋃
r∈N

Tr = T . Страти-

фикации обычно задаются с помощью функций длины. Функция длины на
T — это отображение l : T → N такое, что для каждого r ∈ N множество
{x ∈ T | l(x) = r} конечно. Стратификации по сферам и шарам образованы со-
ответственно сферами Sr = {x ∈ T | l(x) = r} и шарами Br = {x ∈ T | l(x) ≤ r}.

Определение 1. Асимптотической плотностью множества M ⊆ T в
соответствии со стратификацией {Tr} называется предел

ρ(M) = lim
r→∞

ρr(M), где ρr(M) =
|M ∩ Tr|
|Tr|

,

если он существует. В противном случае будем использовать пределы

ρ(M) = lim sup
r→∞

ρr(M), ρ(M) = lim inf
r→∞

ρr(M),

которые будем называть соответственно верхней и нижней асимптотическими
плотностями.

Множество M называется генерическим в соответствии со стратификацией
{Tr}, если ρ(M) = 1, и несущественным, если ρ(M) = 0.

Пусть Zm — свободная абелева группа ранга m. Группу Zm будем отож-
дествлять со стандартной целочисленной решеткой евклидова пространства Rm.
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Считаем, что Rm снабжено равномерной нормой, определяемой для элемента
v = (v1, . . . , vm) формулой

‖v‖∞ = max
i
{|vi|}.

Эта норма порождает функцию длины ‖ · ‖∞ : Zm → N с шарами
Bm
r = {v ∈ Zm | ‖v‖∞ ≤ r}.

Далее будем вычислять асимптотическую плотность некоторых подмножеств в
свободных абелевых группах относительно стратификации по шарам.

3. Уравнения в группах

Уравнение u = 1 от k неизвестных в группе G — это выражение вида
g0x

m1
i1
g1 . . . x

mn
in
gn = 1,

где gj ∈ G и mj ∈ Z заданы, а xij принадлежит алфавиту неизвестных X =
{x1, . . . , xk}. В этом случае свободное произведение GX = F (X) ∗ G — про-
странство всех уравнений в переменных X с коэффициентами из G. Реше-
нием уравнения u = 1 в G называется отображение xj → hj ∈ G такое, что
g0h

m1
i1
g1 . . . h

mn
in
gn = 1. Обозначим через SAT(G, k) множество всех уравнений

из GX , разрешимых в G (от англ. satisfiable — разрешимый).
Так как далее будут рассматриваться уравнения в группе Zm, будем ис-

пользовать для них аддитивную запись
γ1x1 + · · ·+ γkxk = b, (1)

где γj ∈ Z и b ∈ Zm заданы, а xj = (xj1, . . . , xjm) неизвестные.
Систему 

γ11x1 + · · ·+ γ1kxk = b1,

...
...

γn1x1 + · · ·+ γnkxk = bn

(2)

из n уравнений вида (1) будем записывать в матричном виде
AX = B, (3)

где

A = (γij) ∈ Znk, B =

b1
...

bn

 ∈ Znm и X =

x1
...

xk

 .

При G = Zm в качестве пространства GX всех уравнений над G в пере-
менных из X = {x1, . . . , xk} естественно рассматривать прямое произведение
A(X) × Zm ' Zk+m свободной абелевой группы A(X) с базисом X и группы
Zm. Тогда в качестве пространства GX,n всех систем из n уравнений из GX

естественно рассматривать Zn(k+m). Через SAT(G, k, n) обозначим множество
всех систем из GX,n, разрешимых в G. Для разрешимых в Qm систем из Zm

X,n

будем использовать обозначение SATQm(Zm, k, n).
Заметим, что в системе (3) различные координаты неизвестных попарно

независимы, поэтому справедлива следующая очевидная

Лемма 1. Система уравнений AX = B вида (3) разрешима в Zm(Qm)
тогда и только тогда, когда система Ax = Bi разрешима над Z(Q) для любого
i = 1, . . . ,m, где Bi — i-й столбец матрицы B.

Если Xi = (x1i, . . . , xki)T — решение системы Ax = Bi, то матрица X =
(X1, . . . , Xm) — решение системы AX = B.
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4. Системы, разрешимые в Qm

Вычислим асимптотическую плотность множествa SATQm(Zm, k, n) всех си-
стем вида (3), разрешимых в Qm.

Рассмотрим систему линейных диофантовых уравнений

Ax = b, где A ∈ Znk, b ∈ Zn.

Согласно теореме Кронекера — Капелли указанная система разрешима над
Q тогда и только тогда, когда rank(A) = rank(A|b).

Приведем основной результат из [13], где исследуется асимптотика цело-
численных матриц фиксированного ранга. Обозначим

Vn,k,s(Z) = {A ∈ Znk | rank(A) = s}, N(r;n, k, s) = |{A ∈ Vn,k,s(Z) | ‖A‖2 < r}|,

где ‖A‖2 =
√(∑

i,j
a2
ij

)
.

Теорема 1 [13]. Пусть k ≥ n > s ≥ 1 и r →∞. Тогда
(1) N(r;n, k, s) = α(n, k, s)rks +O(rks−1) при n < k,
(2) N(r; k, k, s) = β(k, s)rks log r +O(rks) при n = k.
Заметим, что порядок роста N(r;n, k, s) не изменится при использовании

нормы ‖ · ‖∞ вместо ‖ · ‖2. Пусть

N(r;n, k, s)∞ = |{A ∈ Vn,k,s(Z) | ‖A‖∞ < r}|.

Очевидно, что
1√
nk
‖A‖2 ≤ ‖A‖∞ ≤ ‖A‖2,

N(r;n, k, s) ≤ N(r;n, k, s)∞ ≤ N(r
√
nk;n, k, s).

Тогда из теоремы 1 получаем, что для любого s = 1, . . . , n− 1

ρ(Vn,k,s(Z)) = lim
r→∞

N(r;n, k, s)∞
(2r + 1)nk

= 0. (4)

Следовательно, ρ(Vn,k,n(Z)) = 1, т. е. асимптотически почти все матрицы A ∈
Znk(n ≤ k) имеют rank(A) = n.

Теорема 2. Множество SATQm(Zm, k, n) генерическое при n ≤ k и несу-
щественное при n > k.

Доказательство. Пусть Br = Bn(k+m)
r . Рассмотрим множество

S1 = {(A|B) ∈ Zn(k+m) | rank(A) = n}

систем AX = B вида (3) при n ≤ k. Все системы в S1 разрешимы в Qm,
поэтому справедливо включение S1 ⊂ SATQm(Zm, k, n). Рассмотрим проекцию
π1 : Zn(k+m) → Znk, заданную формулой π1(A|B) = A. Заметим, что

π1(S1 ∩Br) = Vn,k,n(Z) ∩ π1(Br)

и каждый прообраз содержит ровно (2r + 1)nm элементов. Тогда

|π1(S1 ∩Br)|
(2r + 1)nk

= ρr(Vn,k,n(Z)),
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ρr(S1) =
|S1 ∩Br|
|Br|

= (2r + 1)nm
|π1(S1 ∩Br)|

(2r + 1)n(k+m) = ρr(Vn,k,n(Z)).

Следовательно, ρ(S1) = ρ(Vn,k,n(Z)) = 1. Отсюда вытекает, что

ρ(SATQm(Zm, k, n)) = 1 при n ≤ k.

Рассмотрим множество

S2 = {(A|B) ∈ Zn(k+m) | rank(A|B1) < k + 1}

систем AX = B вида (3) при n > k, где B1 — первый столбец матрицы B.
По лемме 1 разрешимость системы AX = B в Qm влечет разрешимость систе-
мы Ax = B1 над Q, откуда следует, что rank(A|B1) < k + 1, так как n > k.
Поэтому справедливо включение SATQm(Zm, k, n) ⊂ S2. Рассмотрим проекцию
π2 : Zn(k+m) → Zn(k+1), заданную формулой π2(A|B) = (A|B1). Заметим, что

π2(S2 ∩Br) = π2(Br)\(Vk+1,n,k+1(Z) ∩ π2(Br))

и каждый прообраз содержит ровно (2r + 1)n(m−1) элементов. Тогда

|π2(S2 ∩Br)|
(2r + 1)n(k+1) = 1− ρr(Vk+1,n,k+1(Z)),

ρr(S2) =
|S2 ∩Br|
|Br|

= (2r + 1)n(m−1) |π2(S2 ∩Br)|
(2r + 1)n(k+m) = 1− ρr(Vk+1,n,k+1(Z)).

Следовательно, ρ(S2) = 1− ρ(Vk+1,n,k+1(Z)) = 0. Отсюда

ρ(SATQm(Zm, k, n)) = 0 при n > k. �

Следствие 1. При n > k множество SAT(Zm, k, n) несущественное.
Доказательство. Так как SAT(Zm, k, n) ⊂ SATQm(Zm, k, n), то

ρ(SAT(Zm, k, n)) = 0 при n > k. �

5. Квазиполиномы Эрхарта

При вычислении асимптотической плотности некоторых множеств в сво-
бодных абелевых группах полезным оказывается знание характера роста коли-
чества точек целочисленной решетки в расширениях выпуклых многогранни-
ков (см., например, [17]). Основы изучения этого вопроса заложены в 1960-х гг.
французским математиком Эрхартом. Подробное изложение приводимых далее
результатов содержится в [14] (см. также [15]).

Выпуклым многогранникомP в Rd называется пересечение конечного чис-
ла замкнутых полупространств, т. е. P = {x ∈ Rd | Ax ≤ b}, где A ∈ Rmd,
b ∈ Rm. Далее будут рассматриваться только ограниченные выпуклые много-
гранники.

Для t ∈ Z+ множество tP = {tx | x ∈ P} — t-расширение многогранни-
ка P.

Если все вершины P являются точками решетки Zd, то будем называть
P многогранником решетки. Рациональным многогранником будем называть
многогранник, все вершины которого имеют рациональные координаты. В этом
случае знаменателем P будем называть наименьшее p ∈ Z+, при котором pP
является многогранником решетки Zd.
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Обозначим LP(t) = |{tP ∩ Zd}|. Рядом Эрхарта будем называть ряд

EhrP(z) =
∑
t≥0

LP(t)zt.

При этом условимся считать, что LP(0) = 1.
Далее

(n
k

)
обозначает биномиальный коэффициент, определяемый форму-

лой (
n

k

)
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
для n ∈ C, k ∈ Z+. (5)

Следующая теорема суммирует некоторые известные результаты, касаю-
щиеся количества точек решетки Zd в расширениях многогранников решетки
[14, теоремы 3.8, 3.12, леммы 3.13, 3.14].

Теорема 3. Пусть P — d-мерный многогранник решетки Zd. Тогда
(1) EhrP(z) = hdz

d+···+h1z+1
(1−z)d+1 , где hi ∈ N,

(2) LP(t) =
(t+d
d

)
+ h1

(t+d−1
d

)
+ · · · + hd−1

(t+1
d

)
+ hd

(t
d

)
— полином от t

степени d.
Полином LP(t) называют полиномом Эрхарта для многогранника P.
Некоторые коэффициенты полинома LP(t) = cdtd+ · · ·+c1t+c0 имеют гео-

метрическую интерпретацию. Так, например, старший коэффициент cd равен
vol(P) — d-мерному объему P [14, следствие 3.20], откуда следует

vol(P) =
1
d!

(hd + · · ·+ h1 + 1). (6)

Также известно, что c0 = 1 [14, следствие 3.15].
Определение 2. Квазиполиномом степени d называется функция вида

f(n) = cd(n)nd + · · ·+ c1(n)n+ c0(n),

где ci(n) — периодические функции от n c целым периодом, cd(n) 6≡ 0.
Если f — квазиполином, то существуют N ∈ Z+ и полиномы f0, . . . , fN−1

такие, что
f(n) = fi(n) при n ≡ i(modN).

Наименьшее такое N называется периодом квазиполинома f .

Теорема 3 допускает обобщение на произвольные рациональные многогран-
ники [14, теорема 3.23, упражнение 3.25].

Теорема 4. Пусть P — d-мерный рациональный многогранник в Rd со
знаменателем p. Тогда

(1) EhrP(z) =

p(d+1)−1∑
i=0

hiz
i

(1−zp)d+1 , где hi ∈ N,
(2) LP(t) является квазиполиномом от t степени d, период которого делит

p.
Квазиполином LP(t) называют квазиполиномом Эрхарта для многогран-

ника P.
Нам понадобится явное представление для квазиполиномов Эрхарта, как

это указано для полиномов Эрхарта в теореме 3.
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Лемма 2. В обозначениях теоремы 4

LP(t) = fj(t) при t ≡ j(mod p),

где

fj(t) = hj

(
t+ d

d

)
+ hp+j

(
t+ d− 1

d

)
+ · · ·+ hdp+j

(
t

d

)
.

Доказательство. Имеем

EhrP(z) =

d∑
i=0

p−1∑
j=0

hip+jzip+j

(1− zp)d+1 =

(
d∑
i=0

p−1∑
j=0

hip+jz
ip+j

)∑
t≥0

(
t+ d

d

)
ztp

=
d∑
i=0

p−1∑
j=0

hip+j
∑
t≥0

(
t+ d

d

)
zip+j+tp =

d∑
i=0

p−1∑
j=0

hip+j
∑
t≥i

(
t+ d− i

d

)
zpt+j .

В соответствии с определением (5) во всех бесконечных суммах можно начать
суммирование с t = 0, не изменяя самой суммы. Тогда

EhrP(z) =
d∑
i=0

p−1∑
j=0

hip+j
∑
t≥0

(
t+ d− i

d

)
zpt+j

=
p−1∑
j=0

∑
t≥0

(
d∑
i=0

hip+j

(
t+ d− i

d

))
zpt+j =

p−1∑
j=0

∑
t≥0

fj(t)zpt+j . �

Для квазиполиномов Эрхарта LP(t) = cd(t)td+ · · ·+c1(t)t+c0(t), как и для
полиномов, старший коэффициент cd(t) равен d-мерному объему P, а c0(t) = 1
[14, упражнения 3.27, 3.29]. Таким образом, cd и c0 — константы. Отсюда
следует аналогичная (6) формула

vol(P) =
1
d!

(hj + hp+j + · · ·+ hdp+j), где j = 0, . . . , p− 1. (7)

Не всякий полином может являться полиномом Эрхарта, так как послед-
ние довольно специфичны. Их коэффициенты, а также корни, удовлетворяют
определенным соотношениям (см., например, [18]). Обратимся к неравенству,
полученному в [16].

Напомним, что числа Стирлинга первого рода s(n, k) определяются как
коэффициенты при последовательных степенях переменной x в многочлене [x]n:

[x]n = x(x− 1) . . . (x− n+ 1) =
n∑

k=0

s(n, k)xk. (8)

Теорема 5 [16]. Пусть P — d-мерный многогранник решетки Zd с поли-
номом Эрхарта LP(t) = cdtd + · · ·+ c1t+ 1. Тогда

cr ≤ (−1)d−rs(d, r)cd + (−1)d−r−1 s(d, r + 1)
(d− 1)!

для r = 1, . . . , d− 1.

Установим аналогичное неравенство для коэффициентов квазиполиномов
Эрхарта.
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Теорема 6. Пусть P — d-мерный рациональный многогранник в Rd со
знаменателем p и квазиполиномом Эрхарта LP(t) = cdtd + cd−1(t)td−1 + · · · +
c1(t)t+ 1. Тогда

|cr(t)| ≤ |s(d+ 1, r + 1)|cd для r = 1, . . . , d− 1, t ∈ Z+.

Доказательство. Далее для произвольного полинома g(x) коэффициент
при xi будем обозначать через g(x)|i.

Согласно лемме 2 LP(t) = fj(t) при t ≡ j (mod p), где

fj(t) =
d∑
i=0

hip+j

(
t+ d− i

d

)
.

Тогда

cr(j) = fj(t)|r =

(
d∑
i=0

hip+j

(
t+ d− i

d

))∣∣∣∣∣
r

=
d∑
i=0

hip+j

(
t+ d− i

d

)∣∣∣∣
r

.

Нетрудно убедиться, что при i = 1, . . . , d∣∣∣∣(t+ d− i

d

)∣∣∣∣
r

∣∣∣∣ ≤ (t+ d

d

)∣∣∣∣
r

.

Отсюда с учетом hi ∈ N и формулы (7) следует, что для j = 0, . . . , p− 1

|cr(j)| = |fj(t)|r| ≤
d∑
i=0

hip+j

∣∣∣∣(t+ d− i

d

)∣∣∣∣
r

∣∣∣∣ ≤ d∑
i=0

hip+j

(
t+ d

d

)∣∣∣∣
r

=
(
t+ d

d

)∣∣∣∣
r

(hj+hp+j+· · ·+hdp+j) =
(
t+ d

d

)∣∣∣∣
r

d! vol(P) = |s(d+1, r+1)|cd. �

Пусть w1, . . . , wd — линейно независимые векторы в Rd. Множество

� = �(w1, . . . , wd) = {x1w1 + · · ·+ xdwd | xi ∈ Z}
называется решеткой с базисом {w1, . . . , wd}, число d(�) = |det(w1, . . . , wd)| —
определителем решетки �.

Заметим, что результаты данного раздела остаются справедливыми и для
произвольной решетки �(w1, . . . , wd). Действительно, пустьA— матрица, столб-
цами которой являются векторы (w1, . . . , wd), и ψ — линейное преобразование,
заданное матрицей A. Тогда � = ψ(Zd) и Zd = ψ−1(�). Если P — d-мерный
многогранник такой, что некоторое его расширение tP является многогранни-
ком решетки �, то ψ−1(P) — d-мерный рациональный многогранник и

LP,�(t) = |{tP ∩ �}| = |{tψ−1(P) ∩ Zd}|.
Учитывая, что vol(P) = |det(A)| vol(ψ−1(P)), получаем, что старший коэффи-
циент LP,�(t) равен vol(P)

d(�) .

6. Системы, разрешимые в Zm

Оценим асимптотическую плотность множества SAT(Zm, k, n).
Для начала упомянем классические критерии разрешимости в целых чис-

лах для систем линейных диофантовых уравнений вида

Ax = b, где A ∈ Znk, b ∈ Zn. (9)

Пусть M ∈ Znk (n ≤ k) и rank(M) = n. Тогда gcd(M) обозначает наи-
больший делитель матрицы M , который определяется как наибольший общий
делитель ее миноров порядка n.
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Теорема 7 [19]. Пусть Ax = b — система вида (9) и rank(A) = n. Система
имеет целочисленное решение тогда и только тогда, когда наибольший делитель
матрицы системы совпадает с наибольшим делителем ее расширенной матрицы.

Также можно упомянуть критерий, который, по-видимому, принадлежит
Ван дер Вардену, но автор не нашел подходящей ссылки.

Теорема 8 (Ван дер Варден). Система Ax = b вида (9) имеет целочислен-
ное решение тогда и только тогда, когда

∀v ∈ Qn vA ∈ Zk =⇒ (v, b) ∈ Z.

Воспользуемся другим критерием, который позволит нам применить тео-
рию Эрхарта. Рассмотрим при n ≤ k систему уравнений из Zm

X,n вида

AX = B, где A ∈ Znk, B ∈ Znm. (10)

Обозначим через Ai и Bj столбцы матриц A и B соответственно, и пусть HA =
〈A1, . . . , Ak〉 — подгруппа в Zn, порожденная столбцами матрицы A.

Справедлива следующая очевидная

Лемма 3. Система AX = B вида (10) разрешима в Zm тогда и только
тогда, когда Bi ∈ HA для любого i = 1, . . . ,m.

Пусть rank(A) = n. Тогда HA — подгруппа конечного индекса в Zn, а
следовательно, является n-мерной решеткой в Rn с определителем d(HA) =
|Zn : HA| = gcd(A), а Bn

1 — n–мерный рациональный многогранник. Таким
образом, ∣∣{Bn

r ∩HA

}∣∣ = ∣∣{rBn
1 ∩HA

}∣∣ = LBn
1 ,HA(r)

— квазиполином Эрхарта, который далее будем обозначать просто через LA(r).
Рассмотрим сумму

Sm,k,n(r) =
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

LmA (r). (11)

В соответствии с леммой 3 эта сумма описывает количество разрешимых систем
вида (10) из Zm

X,n в шаре Bn(k+m)
r , для которых rank(A) = n. Пусть

LA(t) = cA,nt
n + cA,n−1(t)tn−1 + · · ·+ cA,1(t)t+ 1,

LmA (r) =
mn∑
i=0

αA,ir
i.

Тогда Sm,k,n(r) можно представить в виде

Sm,k,n(r) =
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

mn∑
i=0

αA,ir
i =

mn∑
i=0

( ∑
A∈Bnk

r ,
rank(A)=n

αA,i
)
ri =

mn∑
i=0

sm,k,n,i(r)ri.

Легко видеть, что αA,0 = 1 и

αA,mn = cmA,n =
(

vol
(
Bn

1
)

d(HA)

)m
= 2mn gcd(A)−m.

Тогда
sm,k,n,mn(r) =

∑
A∈Bnk

r ,
rank(A)=n

αA,mn = 2mn
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

gcd(A)−m.
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Лемма 4. sm,k,n,mn(r) = O(rnk) при r →∞.
Доказательство. Имеем

sm,k,n,mn(r) = 2mn
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

gcd(A)−m ≤ 2mn
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

1

≤ 2mn
∣∣Bnk

r

∣∣ = 2mn(2r + 1)nk. �

Покажем, что слагаемое rmnsm,k,n,mn(r) вносит основной вклад в сумму
Sm,k,n(r) с точки зрения асимптотической плотности.

Лемма 5. lim
r→∞

sm,k,n,i(r)ri

rn(k+m) = 0 при i = 0, . . . ,mn− 1.

Доказательство. Для i = 0 утверждение очевидно, так как αA,0 = 1.
Согласно теореме 6 для r = 1, . . . , n− 1

|cA,r(t)| ≤ max
i
{|s(n+ 1, i)|}cA,n,

тогда для любой суммы вида

�(r) =
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

cA,i1(r) . . . cA,is(r), где ij ∈ {1, . . . , n}, (12)

справедливо |�(r)| ≤ βss,k,n,sn(r) для некоторой константы β, не зависящей
от r. Значит, �(r) = O(rnk). Любая сумма

sm,k,n,i(r) =
∑

A∈Bnk
r ,

rank(A)=n

αA,i

может быть представлена в виде суммы конечного числа сумм вида (12), а
значит, также есть O(rnk).

Утверждение леммы следует из того факта, что для любой функции f(r) =
O(rnk)

lim
r→∞

f(r)ri

rn(k+m) = 0 при i < mn. �

Пусть

Fm,k,n(r) =
sm,k,n,mn(r)

2mn
=

∑
A∈Bnk

r ,
rank(A)=n

gcd(A)−m.

Установим связь между асимптотической плотностью множествa SAT(Zm, k, n)
и суммой Fm,k,n(r).

Теорема 9. Существует ρ(SAT(Zm, k, n)) = ρ тогда и только тогда, когда
существует

lim
r→∞

Fm,k,n(r)
(2r)nk

= ρ.

Доказательство. Пусть существует ρ(SAT(Zm, k, n)) = ρ. Тогда в силу
(4) системы с матрицами ранга меньше n не вносят вклад в асимптотическую
плотность и

lim
r→∞

Sm,k,n(r)∣∣Bn(k+m)
r

∣∣ = ρ.
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Далее, по лемме 5 только старшее слагаемое Sm,k,n(r) вносит вклад в последний
предел, тогда

lim
r→∞

sm,k,n,mn(r)rmn∣∣Bn(k+m)
r

∣∣ = ρ = lim
r→∞

sm,k,n,mn(r)rmn

(2r)n(k+m) = lim
r→∞

Fm,k,n(r)
(2r)nk

.

Обратное аналогично. �

Рассмотрим случай, когда n = k и m = 1. Тогда

F1,n,n(r) =
∑

A∈Bnn
r ,

rank(A)=n

1
|det(A)|

. (13)

В [20] приводится асимптотика целочисленных матриц с заданным значением
определителя. Пусть

Vn,k = {M ∈ Znn | det(M) = k}, N(r, Vn,k) = |{M ∈ Vn,k | ‖M‖2 ≤ r}|,

тогда согласно [20, пример 1.6]

N(r, Vn,k) ∼ cn,kr
n2−n.

В предположении, что каждое значение определителя принимается примерно
одинаковое количество раз, получаем, что

F1,n,n(r) = O(rn
2−n ln(r)),

тогда

lim
r→∞

F1,n,n(r)
(2r)nn

= 0

и, значит, ρ(SAT(Z, n, n)) = 0. Далее, так как

ρ(SAT(Zm+1, n, n)) ≤ ρ(SAT(Zm, n, n)),

то ρ(SAT(Zm, n, n)) = 0 для произвольного m.
Это дает основания выдвинуть следующую гипотезу.

Гипотеза 1. F1,n,n(r) = O(rn
2−n ln(r)) и ρ(SAT(Zm, n, n)) = 0.

Далее установим оценки для нижней и верхней асимптотических плотно-
стей множества SAT(Zm, k, n).

Матрицу A ∈ Znk(n ≤ k) будем называть унимодулярной, если она может
быть дополнена до матрицы Ā ∈ GLn(Z). Известно, что A унимодулярная тогда
и только тогда, когда наибольший делитель A равен единице. Из теоремы 7
следует, что любая система AX = B из Zm

X,n с унимодулярной матрицей A
разрешима в Zm. Обозначим

Un,k = {A ∈ Znk | A унимодулярная}.

Далее ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns — дзета-функция Римана.

Асимптотическая плотность унимодулярных матриц известна из следую-
щего результата.
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Теорема 10 [21]. (1) ρ(Un,k) =
(

k∏
j=k−n+1

ζ(j)
)−1

при k > n ≥ 1,

(2) ρ(Un,n) = 0 при n ≥ 1.
Заметим, что в [21] используется немного другое определение плотности в

Znk, которое тем не менее эквивалентно нашему определению асимптотической
плотности относительно стратификации Znk шарами в норме ‖ · ‖∞.

Теорема 10 позволяет получить оценку нижней асимптотической плотности
множества SAT(Zm, k, n). Для получения оценки верхней плотности необходим
результат, устанавливающий асимптотическую плотность разрешимых уравне-
ний в Zm.

Теорема 11 [10]. (1) ρ(SAT(Zm, k)) = ζ(k+m)
ζ(k) при k ≥ 2,

(2) ρ(SAT(Zm, 1)) = 0.
Докажем один из основных результатов данной работы.

Теорема 12. Справедливы следующие оценки:
(1) ρ(Un,k) ≤ ρ(SAT(Zm, k, n)) при k > n > 1,
(2) ρ(SAT(Zm, k, n)) ≤ ρ(SAT(Zm, k))n при k ≥ n > 1.
Доказательство. Рассмотрим при k > n > 1 множество

S1 = {(A|B) ∈ Zn(k+m) | A унимодулярная} ⊂ SAT(Zm, k, n).

Нетрудно показать, что ρ(S1) = ρ(Un,k). Тогда

ρ(Un,k) ≤ ρ(SAT(Zm, k, n)).

Рассмотрим множество S2 систем из Zm
X,n, в которых каждое из n уравнений

разрешимо в отдельности. Очевидно, что SAT(Zm, k, n) ⊂ S2. Заметим, что

ρr(S2) = ρr(SAT(Zm, k))n,

ρ(S2) = lim
r→∞

ρr(S2) = ( lim
r→∞

ρr(SAT(Zm, k)))n = ρ(SAT(Zm, k))n.

Тогда
ρ(SAT(Zm, k, n)) ≤ ρ(SAT(Zm, k))n. �

В заключение автор благодарит своего научного руководителя В. А. Ро-
манькова за поставленную задачу и полезные советы и замечания.
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