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О СИЛЬНО ЗАМКНУТЫХ ПОДГРУППАХ,

ИЛИ H –ПОДГРУППАХ, КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Чж. Шэнь, У. Ши, Ж. Шэнь

Аннотация. Пусть G — конечная группа. Гольдшмидт, Флорес и Фут изучали
следующий вопрос. Пусть K ≤ G. Подгруппа H группы K называется сильно за-
мкнутой в K относительно G, если Hg∩K ≤ H для всякого g ∈ G. В частности, ко-
гда H — подгруппа, порядок которой есть степень простого числа, а K — силовская
подгруппа, ее содержащая, H называется сильно замкнутой подгруппой. Бьянки
и др. назвали подгруппу H группы G H -подгруппой, если NG(H) ∩Hg ≤ H для
всех g ∈ G. H -подгруппа порядка, равного степени простого числа, — это сильно
замкнутая подгруппа. В данной статье дана характеризация конечных неT -групп,
максимальные подгруппы которых четного порядка являются расширениями раз-
решимых T -группH -подгруппами или сильно замкнутыми подгруппами. Кроме
того, структура конечных не T -групп, у которых максимальные подгруппы четно-
го порядка являются разрешимыми T -группами, может оказаться сложной, если
не использовать нормальность.

Ключевые слова: H -подгруппа, сильно замкнутая подгруппа,T -группа, сверх-
разрешимая группа.

1. Введение

Все рассматриваемые в статье группы конечны. Обозначения и термино-
логия статьи стандартны (см. [1–4]).

Следующее важное понятие (см. определение 1.1 ниже) исследовано Гольд-
шмидтом, Флоресом и Футом [5–8].

Определение 1.1. Пусть K ≤ G. Подгруппа H в K называется сильно
замкнутой в K относительно G, если Hg∩K ≤ H для всякого g ∈ G. В частно-
сти, если H — подгруппа, порядок которой есть степень простого числа, а K —
силовская подгруппа, ее содержащая, то говорят, что H — сильно замкнутая
подгруппа.

Понятие сильной замкнутости имеет важные приложения вне теории ко-
нечных групп. В частности, оно тесно связано с понятием систем слияния
(или фробениусовых категорий) Пуига, которое возникло из теории модуляр-
ных представлений конечных групп. Каждому p-блоку конечной группы можно
сопоставить (насыщенную) систему слияния. Аксиоматический подход Пуига
предоставил формализм, необходимый для исследования слияния в контексте,
содержащем в качестве частного случая естественные системы слияния, возни-
кающие из пар (G,S), где G — конечная группа и S — силовская p-подгруппа
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в G. Понятие сильного замыкания очевидным образом обобщается на системы
слияния и играет там ключевую роль: если F — система слияния на p-группе
S, то гомоморфные образы F находятся во взаимно однозначном соответствии
с сильно замкнутыми подгруппами в S. Системы слияния были в дальнейшем
уточнены Брото, Леви и Оливером для создания класса p-локальных конечных
групп. Затем Оливер использовал этот подход для доказательства того, что го-
мотопический тип p-пополненного классифицирующего пространства конечной
группы G единственным образом определяется насыщенной системой слияния
(G,S), где S — силовская p-подгруппа в G. Таким образом, сильное замыкание
и его обобщения на системы слияния и теорию p-локальных конечных групп
также имеет значительные приложения в глубоких и в настоящее время актив-
но развиваемых областях теории модулярных представлений и алгебраической
топологии.

Важнейшими результатами в теории сильно замкнутых 2-подгрупп явля-
ются знаменитые Z∗-теорема Глаубермана [6] и теорема Гольдшмидта о сильно
замкнутых абелевых 2-подгруппах [7]. Z∗-теорема утверждает, что если A —
сильно замкнутая подгруппа порядка 2, то A ≤ Z(G), где G = G/O2′ (G).
Гольдшмидт обобщил этот факт, показав, что если A — сильно замкнутая 2-

подгруппа, то A
G

— центральное произведение абелевой 2-группы и квази-
простых групп, которые имеют BN-пару ранга 1 или абелевы силовские 2-
подгруппы. Эти две теоремы, в частности, сыграли фундаментальную роль
в изучении конечных групп и особенно в классификации свободных простых
групп.

В 1964–1969 гг. в [9–11] Робинсон исследовал структуру разрешимых T -
групп (т. е. разрешимых групп, для которых нормальность — транзитивное
отношение) и минимальных не T -групп (т. е. не T -групп, у которых все соб-
ственные подгруппы являются T -группами).

В 2000 г. в [12] Бьянки, Маури, Херцог и Верарди ввели следующее понятие.

Определение 1.2. Подгруппа H конечной группы G называется H -под-
группой G, если NG(H) ∩Hg ≤ H для всех g ∈ G.

Это определение также фигурирует в статьях [13–23]. Там разрешимые
T -группы характеризуются с помощью H -подгрупп.

Теорема 1.1 [12]. Пусть G — группа. Следующие утверждения эквива-
лентны:

(1) G — разрешимая T -группа;
(2) всякая подгруппа в G есть H -подгруппа G;
(3) для всех p ∈ π(G) все p-подгруппы в G являются H -подгруппами G;
(4) G = LM , где L = [G′, G] — абелева нормальная холлова подгруппа

в G, M — дедекиндова группа и элементы группы G индуцируют степенные
автоморфизмы в L.

Заметим, что если H — подгруппа в G, порядок которой есть степень про-
стого числа, то H является H -подгруппой тогда и только тогда, когда H —
сильно замкнутая подгруппа (см. лемму 2.9 ниже).

Сказанное выше вдохновило нас на исследование структуры T -групп с по-
мощью сильно замкнутых подгрупп.

В свете разрешимости групп нечетного порядка в настоящей статье мы
рассматриваем только подгруппы четного порядка и изучаем структуру не T -
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групп, максимальные подгруппы четного порядка которых являются T -груп-
пами, с помощью сильно замкнутых подгрупп.

2. Предварительные сведения

Лемма 2.1 [12]. Подгруппа H порядка степени простого числа группы G
нормальна тогда и только тогда, когда H субнормальна и сильно замкнута в G.

Лемма 2.2 [12]. Пусть G — группа. Предположим, что H — сильно за-
мкнутая p-подгруппа в G, K ≤ G и N E G, где p — простое число, делящее
порядок G. Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) Если H ≤ K, то H — сильно замкнутая подгруппа в K.
(2) Пусть N ≤ K. Если K — p-подгруппа группы G, то K/N — сильно

замкнутая подгруппа в G/N тогда и только тогда, когда K — сильно замкнутая
подгруппа в G.

(3) Если K — p-подгруппа группы G такая, что (|K|, |N |) = 1, то K —
сильно замкнутая подгруппа группы G тогда и только тогда, когда KN/N —
сильно замкнутая подгруппа группы G/N .

Лемма 2.3 [17]. Пусть G — группа и p — простое число, делящее порядок
группы G. Предположим, что

G = AB, A ≤ G, B ≤ G.

Если H — сильно замкнутая p-подгруппа группы B и H нормализуется под-
группой A, то H — сильно замкнутая подгруппа в G.

Лемма 2.4. Пусть G — разрешимая T -группа и q — наибольший простой
делитель порядка G. Если X — q-подгруппа в G, то X E G.

Доказательство следует из леммы 2.1 и теоремы 1.1.

Лемма 2.5 [24, теорема 10.1.4]. Если группа G допускает автоморфизм
порядка 2 без неподвижных точек, то G абелева.

Лемма 2.6. Предположим, что все циклические подгруппы группы G по-
рядка p нормальны вG для фиксированного простого числа p. Если |Z(G)|p 6= 1,
то все элементы порядка p в G лежат в Z(G).

Доказательство. Пусть x — элемент порядка p в Z(G) и Y = 〈y〉 —
подгруппа порядка p в G. В силу предположений подгруппа Y нормальна в G.
Для всех a ∈ G имеем (xy)axaya = xya. С другой стороны, 〈xy〉 также является
подгруппой порядка p и потому нормальна в G в силу предположений. Таким
образом,

(xy)a = (xy)i = xiyi.

Следовательно,
xya = xiyi

и
x = xi ya = yi.

Так как x имеет порядок p, то i ≡ 1(mod p). Кроме того, y также имеет поря-
док p, стало быть, ya = y. Значит, y ∈ Z(G). �
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Лемма 2.7. Пусть G = TQP , где T — подгруппа порядка 2 и P , Q —
силовские p- и q-подгруппы в G соответственно. Предположим, что TQ — T -
группа и P ≤ NG(T ). Тогда T — NE-подгруппа (это понятие введено Ли в [25]).
В частности, TG = T [N ] — фробениусова группа с фробениусовым ядром N .

Доказательство следует из теоремы в [26].

Лемма 2.8. Пусть G — разрешимая группа четного порядка с максималь-
ной подгруппой M четного порядка. Справедливы следующие утверждения.

(1) O2′(G) ≤M .
(2) Если G = G/O2′(G), то силовская 2-подгруппа E группы G элементарно

абелева, E E G и G действует неприводимо на E (и действует тривиально, когда
G = E ∼= Z2);

(3) G = NG(E)O2′(G), и если NG(E) — T -группа, то |E| = 2 и M = O2′(G).
Доказательство. Докажем только (3). Пусть E0 ≤ E — подгруппа по-

рядка 2. Тогда E0 сильно замкнута и субнормальна в NG(E). Подгруппа E0
нормальна в NG(E) по лемме 2.1. Пусть K — холлова 2′-подгруппа в NG(E).
Тогда E0K является подгруппой. Поскольку

G = NG(E)O2′(G) = (EK)O2′(G) = E(KO2′(G)),

то KO2′(G) = M . Более того,

(E0K)O2′(G) = E0(KO2′(G)) = E0M > M.

Максимальность подгруппы M влечет, что E0M = G. Следовательно, E0 =
E. �

Лемма 2.9. Пусть H ≤ S и S ∈ Sylp(G). Тогда H является сильно за-
мкнутой подгруппой тогда и только тогда, когда H — H -подгруппа.

Доказательство. Если H — H -подгруппа, то по определению H явля-
ется сильно замкнутой подгруппой.

Предположим, что H — сильно замкнутая подгруппа. По лемме 2.1 S ≤
NG(H). Поэтому существует y ∈ NG(H), поскольку S ∈ Sylp(G) и NG(H)∩Hg ≤
Sy. Так как H — сильно замкнутая подгруппа, S ∩Hgy−1 ≤ H. Следовательно,
Sy ∩Hg ≤ Hy = H, и, значит,

NG(H) ∩Hg ≤ Sy ∩Hg ≤ H.

Таким образом, H — H -подгруппа. �

3. Основная теорема

В [22] Робинсон установил следующее утверждение.

Теорема 3.1. Если G минимальная не T -группа, то |π(G)| ≤ 2.
Замечание 3.2. Структура минимальных не T -групп исследована Робин-

соном в [11].

Теорема 3.3. Если G не T -группа четного порядка, все собственные под-
группы которой четного порядка — разрешимые T -группы, то G разрешима.

Доказательство. Предположим, что G неразрешима. Тогда G не может
быть минимальной не T -группой в силу теоремы 3.1. Таким образом, существу-
ет максимальная подгруппа M нечетного порядка, и M является не T -группой.
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Значит, 2 /∈ π(�(G)), где �(G) — подгруппа Фраттини группы G. По теореме
Фейта — Томпсона о разрешимости группы нечетного порядка группа M раз-
решима. Следовательно, все собственные подгруппы в G разрешимы, и потому
G/�(G) — минимальная простая группа. Пусть C — нормальное 2-дополнение
группы �(G).

(1) C ≤ Z(G).
Пусть M — максимальная подгруппа группы G, содержащая силовскую

2-подгруппу группы G. Тогда �(G) ≤ M и 〈M,Mg : g ∈ G〉 = G. Пусть P ∈
Sylp(�(G)), где p — простое число, делящееся на |�(G)|. Тогда P E G. По
предположению всякая собственная подгруппа четного порядка в G является
разрешимой T -группой. Пусть H — подгруппа порядка p в P . Тогда подгруппа
H нормальна в Mg для всех g ∈ G в силу леммы 2.1. Значит, H нормальна в G.
Пусть P1 ∈ Sylp(G). Тогда H ≤ Z(P1), т. е. P1 ≤ CG(H) ≤ NG(H) = G. В силу
простоты группы G/�(G) заключаем, что H лежит в центре Z(G). Рассмотрим
подгруппуK = TP , где T ∈ Syl2(G). Применяя лемму Ито [3, IV, 5.5], получаем,
что группа K p-нильпотентна и потому нильпотентна. Тогда T ≤ CG(P ) E G.
Снова используя простоту группы G/�(G), имеем P ≤ Z(G) и потому �(G) ≤
Z(G). С другой стороны, Z(G) ≤ �(G). Следовательно, �(G) = Z(G). Это
доказывает (1).

Все минимальные простые группы были классифицированы Томсоном [27].
Такими группами являются следующие:

(i) PSL(3, 3);
(ii) группа Судзуки Sz(2f ), где f — нечетное простое число;
(iii) PSL(2, p), где p — простое число такое, что p > 3 и p2 + 1 ≡ 0(mod 5);
(iv) PSL(2, 2f ), где f простое;
(v) PSL(2, 3f ), где f нечетное простое.
Пусть R — силовская 2-подгруппа в �(G).

(2) C = 1.
В силу (1) (G/R)/Z(G/R) ∼= G/�(G), поэтому G — квазипростая группа

с центром нечетного порядка. Согласно таблице множителей Шура известных
простых групп получаем, что множитель Шура каждой минимальной простой
группы есть 2-группа. Поэтому C = 1.

(3) Всякая подгруппа L/R порядка 2np (p — нечетное простое число) груп-
пы G/R 2-нильпотентна.

Предполагая противное, можно считать, что J — минимальная не 2-нильпо-
тентная подгруппа порядка 2np группы L. По теореме Ито [3, IV.5.4], J = [T0]P ,
где T0 — нормальная силовская 2-подгруппа и |P | = p. Так как G — неразреши-
мая группа, J < G. По условию J — разрешимая T -группа. Получаем проти-
воречие, поскольку разрешимая T -группа является сверхразрешимой группой.

(4) Итоговое противоречие.
Так как каждая из групп PSL(2, p), PSL(2, 3f ) и PSL(3, 3) содержит под-

группу, изоморфную группе A4, знакопеременной группе степени 4, в силу (3)
заключаем, чтоG/R не может быть группой PSL(2, p), PSL(2, 3f ) или PSL(3, 3).
Предположим, что G ∼= PSL(2, 2f ) или G/R ∼= Sz(2f ). Тогда G/R — группа
Цассенхауса нечетного порядка и стабилизатор точки есть фробениусова груп-
па, ядром которой является 2-группа. Поэтому G/R не может быть одной из
групп PSL(2, 2f ), Sz(2f ). �
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Теорема 3.4. Если G не T -группа четного порядка, у которой все соб-
ственные подгруппы четного порядка являются T -группами, то |π(G)| ≤ 3.

Доказательство. Пусть π(G) = {p1 = 2, p2, . . . , pr}, где p1 < p2 < · · · < pr
и r ≥ 4. По теореме 3.3 группа G неразрешима и потому обладает силовской
системой P1, P2, . . . , Pr такой, что Pi ∈ Sylpi(G), i = 1, 2, . . . , r. Группа G не
является минимальной не T -группой. Значит, существует максимальная под-
группа M в G, не являющаяся T -группой. В силу предположений M — неа-
белева группа нечетного порядка. По теореме 3.3 M — холлова 2′-подгруппа.
Без ограничения общности можем предполагать, что M = P2P3 . . . Pr. Так как
M не является T -группой, она должна иметь подгруппу X простого поряд-
ка такую, что X не является сильно замкнутой подгруппой группы M . Пусть
X ≤ Pr. Для каждого i ∈ {2, 3, . . . , r − 1} P1PiPr является собственной под-
группой четного порядка в G. Таким образом, в силу наших предположений,
P1PiPr — T -группа. Следовательно, подгруппа X нормальна в P1PiPr и пото-
му нормальна в M по лемме 2.4; противоречие. Значит, можно предполагать,
что X ≤ Pk для фиксированного k ∈ {1, 2, . . . , r − 1}.

Покажем, что k = 2, т. е. X ≤ P2.
Предположим, что k > 2. Рассмотрим подгруппы

A =
k∏
i=2

Pi, B =
r∏

i=k

Pi.

Имеем M = AB, где X ≤ B < M . Очевидно, что P1A и P1B — собственные
подгруппы группы G, поэтому в силу предположений являются T -группами.
Тем самым X — сильно замкнутая подгруппа в B и A нормализует X по лем-
ме 2.4. Из леммы 2.3 вытекает, что X — сильно замкнутая подгруппа группы G.
Получили противоречие.

Таким образом, X ≤ P2.
Ясно, что P1P2Pi для каждого i ∈ {3, . . . , r} являются собственными под-

группами четного порядка группы G, поэтому P1P2Pi в силу предположений
являются T -группами. По лемме 2.4 подгруппа X нормализует Pi, i = 3, . . . , r.

Если X < P2, то группа D = X
r∏
i=3

Pi является собственной подгруппой в M и

M = P2D. Кроме того, X — силовская p2-подгруппа в D и потому X — силь-
но замкнутая подгруппа в D. Так как P1P2 — собственная подгруппа четного
порядка группы G, в силу предположений P1P2 является T -группой. По лем-
ме 2.1 P2 нормализует X. Поэтому M = P2D = NM (X)D и получаем, что X —
сильно замкнутая подгруппа группы M в силу леммы 2.3; противоречие.

Итак, X = P2. Следовательно, X — силовская p2-подгруппа группы G,
и, стало быть, X является сильно замкнутой подгруппой в G; противоречие.
Значит, |π(G)| ≤ 3. �

Следствие 3.1. Пусть G — группа четного порядка и |π(G)| ≥ 4. Если
все собственные подгруппы четного порядка в G являются разрешимыми T -
группами, то G — разрешимая T -группа.

Теорема 3.5. Если G не T -группа четного порядка и все ее собственные
подгруппы четного порядка являются разрешимымиT -группами, то верно одно
из следующих утверждений:

(1) G минимальная не T -группа;
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(2) G = TO2′(G), где T — силовская 2-подгруппа порядка 2 в G.
Доказательство. Предположим, что G не является минимальной не T -

группой. Тогда существует максимальная подгруппа M в G, не являющаяся
T -группой. В силу наших предположений M должна иметь нечетный порядок
и быть неабелевой. Более того, так как по теореме 3.3 группаG разрешима, M —
холлова 2′-подгруппа группы G. По лемме 2.8 имеем (2), что и требовалось. �

Теорема 3.6. Пусть G = TP , где T — подгруппа порядка 2 и P — под-
группа порядка pn (p — нечетное простое число). Предположим, что всякая
собственная подгруппа четного порядка в G является разрешимой T -группой.
Тогда верно одно из следующих утверждений:

(a) G = T × P ;
(b) P — нормальная абелева подгруппа группы G.
Доказательство. Так как T ∼= Z2 действует на P и на P = P/�(P ),

по лемме Фиттинга (см. [24, теорема 5.2.3]) имеем P = [P , T ] × CP (T ), где T
обращает [P , T ] и CP (T ) = CP (T ). Тогда (в предположении, что T действу-
ет на P нетривиальным образом) существует T -стабильная максимальная под-
группа M в P , содержащая CP (T ). Применяя индукцию к TM , получаем, что
либо TM = T ×M , либо M абелева (причем T действует нетривиально на M).
В первом случае M = CP (T ) и P = [P, T ]×M ; противоречие с леммой 2.6. Во
втором случае, применяя разложение Фиттинга к M и лемму 2.6, заключаем,
что CM (T ) = 1. Отсюда CP (T ) = 1, т. е. T действует на P без неподвижных
точек, поэтому группа P абелева по лемме Бернсайда (лемма 2.5). Теорема 3.6
доказана. �

Теорема 3.7. Пусть G = TM не T -группа четного порядка, M = PQ,
где T — подгруппа порядка 2 и P , Q — силовская p-подгруппа и силовская
q-подгруппа группы G соответственно. Предположим, что всякая собственная
подгруппа четного порядка в G — разрешимая T -группа. Тогда справедливо
одно из следующих утверждений:

(1) G минимальная не T -группа;
(2) M минимальная не T -группа и G = T ×M ;
(3) M минимальная не T -группа и (3-1) P — циклическая p-подгруппа

такая, что [T, P ] = 1; (3-2) Q — нормальная абелева подгруппа группы G и
CQ(T ) = 1.

Доказательство. Так как T — силовская 2-подгруппа порядка 2 в G,
то G 2-нильпотентна, так что M нормальна в G. Поскольку G разрешима,
можно выбрать T, P,Q в качестве системы Силова. Сначала рассмотрим случай
CM (T ) = 1. В этом случае T , будучи автоморфизмом порядка 2 группы M , не
имеет неподвижной точки. По лемме 2.5 группа M абелева, поэтому M — T -
подгруппа. Следовательно, все максимальные подгруппы группы G являются
T -подгруппами. Стало быть, G минимальная не T -группа. Таким образом, из
CM (T ) 6= 1 следует заключение (1).

Предположим, что CM (T ) 6= 1. Если p делит |CM (T )|, то CP (T ) = P в силу
леммы 2.6. Если q тоже делитель |CM (T )|, то G = T × M . Таким образом,
для всякой собственной подгруппы H в M группа TH является собственной
подгруппой четного порядка в G и потому T -подгруппой, откуда следует, что
M минимальная не T -группа, откуда вытекает (2).

Не умаляя общности, предположим, что CP (T ) = P и CQ(T ) = 1. В си-
лу леммы 2.5 группа Q абелева. Утверждается, что Q нормальна в G. Так
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как TQ — собственная подгруппа четного порядка, TQ — T -группа по пред-
положению. Группа TP нормализует T . По лемме 2.7 TG = T [N ] является
фробениусовой группой с фробениусовым ядром N , N ∩ (TP ) ≤ N ∩NG(T ) = 1,
и, значит, N — q-подгруппа. Поэтому N ≤ Q. Если N < Q, то согласно ар-
гументу Фраттини G = NG(T )N ; тем самым, q делит |NG(T )|. Поскольку T
имеет порядок 2, CG(T ) = NG(T ). Следовательно, CQ(T ) 6= 1; противоречие.
Поэтому N = Q. В частности, Q — нормальная подгруппа в G.

Утверждается, что группа P циклическая. Предположим, что P нецикли-
ческая. Тогда P содержит не меньше двух различных максимальных подгрупп
P1 и P2. Имеем две собственные подгруппы Hi = TPiQ, i = 1, 2. По пред-
положению H1 и H2 — T -группы, поэтому все подгруппы группы Q, порядок
которых есть степень простого числа, нормальны в Hi для i = 1, 2 и потому
нормальны в G. Далее, для каждой собственной подгруппы X в P имеем соб-
ственную подгруппу TXQ в G. Тогда TXQ — T -группа. Так как G = (TXQ)P
и X E P , из леммы 2.3 следует, что X — сильно замкнутая подгруппа в G.
Наконец, T и P тоже являются сильно замкнутыми подгруппами группы G.
Следовательно, G — T -группа; противоречие.

Наконец, покажем, что M = PQ минимальная не T -группа. В самом де-
ле, для каждой максимальной подгруппы K в M если |M : K| — степень p, то
Q ≤ K, поэтому K E G. Если |M : K| — степень q, то, так как TQ по предполо-
жению является T -группой, T нормализует K. Таким образом, TK — собствен-
ная подгруппа четного порядка в G и является T -группой по предположению.
Следовательно, K — T -группа, что завершает доказательство теоремы. �
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