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СТРУКТУРНЫЕ ТЕОРЕМЫ

ДЛЯ УЛЬТРАРАСПРЕДЕЛЕНИЙ ПОЛУГРУПП

M. Костич, С. Пилипович, Д. Велинов

Аннотация. Рассмотрены экспоненциальные ультрараспределения полугрупп
с неплотно определенными генераторами. Приведены структурные теоремы для
ультрараспределений полугрупп, а также структурные теоремы для экспоненци-
альных ультрараспределений полугрупп.
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1. Введение и предварительные результаты

В [1] первые два автора провели анализ ультрараспределений полугрупп
на основе существованияG— фундаментального решения-ультрараспределения
P = δ′⊗I−I⊗A, P ∗G = δ⊗IE и G∗P = δ⊗ID(A), где A — соответствующий опе-
ратор с областью D(A) ⊂ E, определенный в силу субэкспоненциальной оценки
резольвенты ‖R(λ,A)‖ ≤ CeM(k|λ|) в подходящей области определенный соот-
ветствующей функцией M . В теоремах 8 и 9 из [1] даны примеры, основанные
на этих характеристиках. В данной статье приведем структурную характери-
стику ультрараспределений полугрупп с целью их полной характеризации и
связи с соответствующими задачами Коши.

Работ, посвященных ультрараспределениям полугрупп, довольно много.
Они основаны на обобщениях C0-полугрупп, особенно в различных классах ин-
тегрированных полугрупп Арендта [2] и их расширениях [3] (см. также [4–
8]). Особо отметим монографию [9] и ссылки в ней. Ультрараспределения по-
лугрупп с плотно определенными генераторами изучались в [10] (см. также
работы [6, 11, 12] и ссылки в них), тогда как Комацу в [13] рассмотрел уль-
трараспределения полугрупп с неплотно определенными генераторами наряду
с полугруппами гиперфункций Лапласа. По вопросам относительно теории ω-
ультрараспределений полугрупп с плотно определенными генераторами отсыла-
ем читателя к работам [11, 14], а по ультрараспределениям полугрупп с неплотно
определенными генераторами и приложениям к абстрактной задаче Коши — к
[3, 15–17]. В [1] анализ ультрараспределений полугрупп проведен согласно под-
ходам Кунстмана [18] и Ванга [19] c рассмотрением распределений полугрупп.
Последние результаты теории ультрараспределений полугрупп дана в [20].

В разд. 2 напомним некоторые определения и результаты из [1], связанные
с ультрараспределениями полугрупп. Ультрадифференцируемые операторы ис-
пользованы для того, чтобы прояснить связь между экспоненциально ограни-
ченными и умеренными ультрараспределениями полугрупп и сверточных полу-
групп.
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В разд. 3 дадим структурные характеристики для ультрараспределений по-
лугрупп. Основные результаты собраны в теореме 2.7. Приведем пять условий
на ультрараспределения полугрупп и соответствующие пять условий для экс-
поненциальных ультрараспределений полугрупп и покажем, как они связаны
между собой.

1.1. Обозначения из теории ультрараспределений. Здесь мы ис-
пользуем обозначения из [1] и следуем подходу Комацу [21] в определении про-
странств ультрараспределений. Если (Mp) удовлетворяет условиям (M.1)–(M.3),
то пространствами Берлинга и Румье ультрадифференцируемых функций явля-
ются D (Mp)(R) и D{Mp}(R) соответственно. Обозначая через ∗ оба вида скобок,
определим D ′∗(R, E) := L(D∗(R), E) как пространство непрерывных линейных
функций изD∗(R) в E, при этомD∗

0 (R) — пространство элементов изD∗(R) с но-
сителем в [0,∞), тогда как E ′∗0 — пространство ультрараспределений, носители
которых являются компактными подмножествами в [0,∞). Также используем
традиционное обозначение D ′∗

+ (R, E) для пространства векторнозначных уль-
трараспределений с носителями в [0,∞). Основные сведения о пространствах
векторнозначных ультрараспределений см. в [22].

Пространства умеренных ультрараспределений типа Берлинга и Румье вве-
дены в [23] (см. также [24]) как сопряженные к пространствам пробных функ-
ций S (Mp)(R) и S {Mp}(R) соответственно.

Напомним [21], что целая функция вида P (λ) =
∞∑
p=0

apλp, λ ∈ C, принад-

лежит классу (Mp) или {Mp} (т. е. ультраполиномиальная в соответствующем
классе), если существуют k > 0 и C > 0, соответственно для любого k > 0 су-
ществует постоянная C > 0, для которой |ap| ≤ Ckp/Mp, p ∈ N. Отвечающий ей

ультрадифференциальный оператор P (d/dt) =
∞∑
p=0

apdp/dtp принадлежит клас-

су (Mp) или {Mp}. Композиция и сумма ультрадифференциальных операторов
класса Берлинга или Румье являются ультрадифференциальными операторами
класса Берлинга или Румье соответственно.

В теории ультрараспределений известно следующее утверждение (см. [13,
теорема 4.7; 21]).

Пусть T ∈ D ′∗
+ (R, E). Тогда для любого a > 0 существуют ультрадиффе-

ренциальный оператор (Mp)-класса вида

PL(d/dt) =
∞∏
p=1

(
1 +

L2

m2
p

d2/dt2
)

=
∞∑
p=0

apd
p/dtp, (1.1)

где L > 0 — некоторая постоянная, или {Mp}-класса вида

PLp(d/dt) =
∞∏
p=1

(
1 +

L2
p

m2
p

d2/dt2
)

=
∞∑
p=0

apd
p/dtp, (1.2)

где (Lp)p — убывающая к нулю последовательность, и непрерывная функция
f : (−a, a) → E такие, что

T = PL(−id/dt)f на D (Mp)((−a, a)) в случае (Mp),

T = PLp(−id/dt)f на D{Mp}((−a, a)) в случае {Mp}.
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В силу теоремы 2 из [23] имеем следующее представление теоремы для
умеренных ультрараспределений в случае, когда выполнены (M.1)–(M.3).

Пусть T ∈ S ′∗
+ (R, E). Тогда существуют ультрадифференциальный опе-

ратор PL(d/dt), L > 0, (Mp)-класса вида (1.1) или PLp(d/dt) {Mp}-класса, где
(Lp)p — стремящаяся к нулю последовательность, вида (1.2), и непрерывная
функция f : R → E такие, что supp f ⊂ (−a,∞) для некоторого a > 0,
‖f(t)‖ ≤ AeM(k|t|), t ∈ R, для некоторых k > 0 и A > 0 или для любого k > 0
и соответствующего A > 0 и T = PL(−id/dt)f в случае (Mp) на S (Mp)(R) или
T = PLp(−id/dt)f в случае {Mp} на S {Mp}(R).

2. Ультрараспределения полугрупп

2.1. Некоторые результаты для теории ультрараспределений. Бу-
дем рассматривать ультрараспределения полугрупп в рамках экспоненциаль-
ных ультрараспределений, которые мы определим через умеренные ультрарас-
пределения. Будем предполагать, что (Mp) удовлетворяет условиям (M.1)–
(M.3). Условие (M.3) необходимо для использования теоремы 4.8 из [22].

Определение 2.1. Пусть a ≥ 0. Тогда SE ∗a(R) := {φ ∈ C∞(R) : ea·φ ∈
S ∗(R)}. Определим сходимость в этом пространстве:

φn → 0 в SE ∗a(R) ⇔ ea·φn → 0 в S ∗(R).

Обозначим через SE ′∗a (R, E) пространство всех непрерывных отображений из
SE

∗
a(R) в E, снабженное сильной топологией.

Имеем
F ∈ SE ′∗a (R, E) ⇔ e−a·F ∈ S ′∗(R, E).

Теорема 2.2. Пусть G ∈ SE ′∗a (R, E). Тогда найдутся ультраполином P
∗-класса и функция g ∈ C(R, E) такие, что либо существуют k > 0 и C > 0,
либо для любого k > 0 существует подходящее Ck > 0, для которых

e−ax‖g(x)‖ ≤ Cke
M(k|x|), x ∈ R, G = P (d/dt)g.

Доказательство. Докажем утверждение в случае класса Берлинга. По-
скольку e−a·G ∈ S ′(Mp)(R, E), можно воспользоваться рассуждениями из [23],
чтобы показать существование ультраполинома P (Mp)-класса и функции g1 ∈
C(R, E) таких, что найдутся k > 0 и Ck > 0, для которых

‖g1(x)‖ ≤ Cke
M(k|x|) и G = eaxP (d/dt)g1(x).

Положим g(x) = eaxg1(x), x ∈ R. По формуле Лейбница имеем

eaxP (d/dt)g1(x) =
∞∑
j=0

( ∞∑
k=0

(
j + k

j

)
(−1)kakak+j

)
(eaxg1(x))(j).

Утверждение будет доказано, если покажем, что bj ≤ C Lj

Mj
, j ∈ N0, для некото-

рых C,L > 0, где bj =
∞∑
k=0

(k+j
j

)
akak+j , j ∈ N0.

Используем неравенство
(j+k

j

)
≤ 2k+1kkej , j, k ∈ N, которое следует из того,

что(
j + k

j

)
≤ (j + k)k ≤ 2kjk + 2kkk ≤ 2k(kkej + kk) = 2kkk(ej + 1), j, k ∈ N,
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где jk ≤ kkej , j, k ∈ N. Для k ≥ j неравенство очевидно. Докажем его при
k < j. Положим k = εj и заметим, что если ε ∈ (0, 1), то ε ln ε ∈ (−1, 0) и

εj ln j ≤ εj ln j + εj ln ε+ j,

что влечет jk ≤ kkej , k < j. Оценим bj с помощью неравенства

|ak+j | ≤ C
hk+j

Mk+j
,

верного для некоторых h > 0, C > 0 и того факта, что для любого ε > 0
существует Cε > 0 такое, что Mjkk ≤ Cεεk+jMk+j .

Тем самым

Mj |bj | ≤ 2
∞∑
k=0

hk+jMj2kkkejak

Mk+j
≤ 2C(he)j

∞∑
k=0

(2ha)kMjkk

Mk+j
, j ∈ N.

Выбирая ε достаточно малым, получаем сходимость последнего ряда. Стало
быть, существуют L > 0 и C > 0 такие, что |bj | ≤ CLj/Mj , j ∈ N. �

Нам понадобятся следующие оценки ультраполиномов.

Лемма 2.3. (a) Пусть PL имеем вид (1.1). Тогда существуют C,C1 > 0,
L1, L2 > 0 такие, что

e2M(L|ζ|) ≤ |PL(ζ)| ≤ CeM(L1|ζ|), если | Im ζ| < |Re ζ|
2

+
1
L

и |ap| ≤ C1L
p
2/Mp, p ∈ N0.

(b) Пусть (Lp)p — строго убывающая бесконечно малая последователь-
ность, а PLp определены по формуле (1.2). Тогда существует C > 0 такое,
что для любого k > 0 найдется Ck > 0, для которого

|PLp(ζ)| ≤ Cke
M(k|ζ|), | Im ζ| < |Re ζ|

2
+

1
L1
,

и (для другого Ck при фиксированном k > 0) |ap| ≤ Ckkp/Mp, p ∈ N0. Кроме
того, существует подчиненная функция ε(ρ), ρ ≥ 0, такая, что

e2M(ε(|ζ|)) ≤ |PLp(ζ)|, | Im ζ| < |Re ζ|
2

+
1
L
.

Доказательство. Ограничимся доказательством того, что

e2M(L|ζ|) ≤ |PL(ζ)|, | Im ζ| < |Re ζ|
2

+
1
L
.

Заметим, что для любых c > 0 из неравенства x2 − y2 ≥ 0 (ζ = x+ iy) следует,
что |1+ cζ2| ≥ c|ζ|2. Кроме того, |1+ cζ2| > c|ζ|2 для всех достаточно малых |ζ|.
Тем самым после несложных вычислений получаем∣∣∣∣1 +

L2ζ2

m2
p

∣∣∣∣ ≥ L2

m2
p

|ζ|2, | Im ζ| < |Re ζ|
2

+
1
L
.

Отсюда

|PL(ζ)| =

∣∣∣∣∣
∞∏
p=1

(
1 +

L2

m2
p

ζ2
)∣∣∣∣∣ ≥

∞∏
p=1

(
L2

m2
p

|ζ|2
)
≥ e2M(|ζ|), | Im ζ| < |Re ζ|

2
+

1
L
. �
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Лемма 2.4. Пусть PL(d/dt) и PLp(d/dt) вида (1.1) или (1.2) соответствен-
но. Отображения

PL(id/dt) : S (Mp)(R) → S
(Mp)(R), φ 7→ PL(id/dt)φ,

PLp(id/dt) : S {Mp}(R) → S
{Mp}(R), φ 7→ PLp(id/dt)φ,

являются непрерывными линейными биекциями.
Доказательство. Докажем лемму в случае класса Берлинга. Пусть φ ∈

S (Mp)(R). Тогда

F (PL(id/dt)φ)(ξ) = PL(−ξ)φ̂(ξ) = PL(ξ)φ̂(ξ), ξ ∈ R.

Стандартными рассуждениями можно показать, что PL(ξ)φ̂ ∈ S (Mp)(R). Оста-
лось доказать, что φ̂/PL(ξ) ∈ S (Mp)(R).

Заметим, что существует r > 0 такое, что для любого ξ ∈ R окружность
kξ(r) с центром в ξ радиусом r содержится в области | Im ζ| < 1/C, где вы-
полнены оценки из леммы 2.3. По формуле Коши с подходящими константами
получаем∣∣(P−1

L

)(n)(ξ)
∣∣ ≤ C

n!
rn

sup
{∣∣P−1

L (ξ + reiθ)
∣∣ : θ ∈ [0, 2π]

}
≤ C

n!
rn
eM(L(|ξ|+r)) ≤ C1

n!
rn
eM((L+1)|ξ|), ξ ∈ R, n ∈ N0.

Нетрудно показать, что для любого h > 0

sup
{
hn|(φ̂/PL)(n)(ξ)|eM(h|ξ|)

Mn
: ξ ∈ R, n ∈ N0

}
<∞,

а это равносильно тому, что φ̂/PL ∈ S (Mp)(R). �

2.2. Структурные теоремы. Пусть A — замкнутый оператор и K —

локально интегрируемая функция на [0, τ), 0 < τ ≤ ∞, и пусть �(t) :=
t∫
0
K(s) ds,

0 ≤ t ≤ τ . Напомним (см., например, [7, 20, 25]), что если существует сильно
непрерывное семейство операторов (SK(t))t∈[0,τ) таких, что

SK(t)C = CSK(t), SK(t)A ⊂ ASK(t),
t∫

0

SK(s)x ds ∈ D(A),

и при t ∈ [0, τ), x ∈ E имеет место

A

t∫
0

SK(s)x ds = SK(t)x− �(t)Cx, x ∈ E,

то (SK(t))t∈[0,τ) называется (локально) K-сверточной C-полугруппой с субгене-
ратором A.

Если τ = ∞, то говорят, что (SK(t))t≥0 — экспоненциально ограниченная
K-сверточная C-полугруппа, порожденная A, если, кроме того, существуют
M > 0 и ω ∈ R такие, что ‖SK(t)‖ ≤Meωt, t ≥ 0. Если из того, что SK(t)x = 0,
следует x = 0 для всех t ∈ [0, τ), то (SK(t))t∈[0,τ) называется невырожденной.



Структурные теоремы для ультрараспределений полугрупп 105

Следуя [18, 19], напомним определения L-ультрараспределения полугрупп
и ультрараспределения полугрупп из [1] и определим экспоненциальные ультра-
распределения полугрупп.

Определение 2.5. Пусть G ∈ D ′∗
+ (R, L(E)). Тогда G является экспонен-

циальным L-ультрараспределением полугрупп ∗-класса, если выполнены следу-
ющие условия:

(U.1) G(φ ∗ ψ) = G(φ)G(ψ), φ, ψ ∈ D∗
0 (R);

(U.2) N (G) :=
⋂

φ∈D∗
0 (R)

N(G(φ)) = {0};

(U.3) R(G) :=
⋃

φ∈D∗
0 (R)

R(G(φ)) плотно в E;

(U.4) для любого x ∈ R(G) существует функция u ∈ C([0,∞), E) такая, что

u(0) = x и G(φ)x =
∞∫
0

φ(t)u(t) dt, φ ∈ D∗(R).

(U.5) существует a ≥ 0 такое, что G ∈ SE ′∗a (R, L(E)).

Напомним, что f ∗0 g(t) :=
t∫
0
f(t− s)g(s) ds, t ∈ R.

Если G ∈ D ′∗
+ (R, L(E)) удовлетворяет условиям (U.5) и

(U.6) G(φ ∗0 ψ) = G(φ)G(ψ), φ, ψ ∈ D∗(R),
то G называется экспоненциальным предультрараспределением полугруппы, ко-
ротко пред-ЭУРПГ, ∗-класса.

Если условия (U.6), (U.5) и (U.2) выполнены для G, то G — экспоненциаль-
ное ультрараспределение полугрупп ∗-класса, коротко ЭУРПГ. Пред-ЭУРПГ G
плотно, если дополнительно выполнено условие (U.3).

Если выполнено только условие (U.6), то G называем предультрараспреде-
лением полугруппы, или пред-УРПГ.

Если выполнены (U.6) и (U.2), то G — ультрараспределение полугруппы,
коротко УРПГ. Если, кроме того, верно (U.3), то G — плотное ультрараспре-
деление полугруппы.

Замечание 2.6. Если G ∈ D ′∗
+ (R, L(E)), то условие

(U.2)′ suppG(·)x * {0} для любого x ∈ E \ {0},
равносильно (U.2).

Пусть D — банахово пространство и P ∈ D ′∗
+ (R, L(D,E)). Тогда, как и

в случае распределения полугруппы, G ∈ D ′∗
+ (R, L(E,D)) является фундамен-

тальным решением-ультрараспределением для P , если

P ∗G = δ ⊗ IE , G ∗ P = δ ⊗ ID.

Если дополнительно при некотором a ≥ 0 верно G ∈ SE ′∗a (R, L(E, [D(A)])), то
говорят, чтоG— экспоненциальное фундаментальное решение-ультрараспреде-
ление для P .

Как и для распределений, фундаментальное решение-ультрараспределение
для P ∈ D ′∗

+ (R, L(D,E)) определено однозначно.
В дальнейшем будем говорить, чтоG — фундаментальное решение-ультра-

распределение для A, если G — фундаментальное решение-ультрараспределение
для P := δ′ ⊗ ID(A) − δ ⊗A ∈ D ′∗

+ (R, L([D(A)], E)).



106 M. Костич, С. Пилипович, Д. Велинов

Следуя работе Комацу [13] по теории ультрараспределений Данжуа — Кар-
лемана — Комацу и работе Кунстмана [15] по теории ω-ультрараспределений,
определим следующие области:

�(Mp) := {λ ∈ C : Reλ ≥M(k|λ|) + C} для некоторых k > 0, C > 0,
�{Mp} := {λ ∈ C : Reλ ≥ M(k|λ|) + Ck} для любого k > 0 и соответствую-

щего Ck > 0.
Через �∗ обозначаем либо �(Mp), либо �{Mp}.
В теореме 2.7 в случае умеренного ультрараспределения полугрупп (ана-

логично в случае экспоненциально ограниченного ультрараспределения полу-
групп) используем теорему 3.5.14 из [20], где обратное преобразование Лапласа
применяется к отрезку прямой, соединяющей точки ā− i∞ и ā+ i∞, где ā > 0.
Подходящим выбором L или (Lp)p можно добиться того, что эта прямая лежит
в области | Im(iζ)| < |Re(iζ)|

2 + 1
L или | Im(iζ)| < |Re(iζ)|

2 + 1
L1

соответственно, где
выполнены указанные оценки для PL(−iλ) или PLp(−iλ). Детально поясним
это в случае Берлинга. Возьмем произвольное L ∈

(
0, 1

ā

)
и положим

K(t) =
1

2πi

ā+i∞∫
ā−i∞

eλt

PL(−iλ)
dλ,

t ≥ 0. Тогда K — экспоненциально ограниченная непрерывная функция, опре-
деленная на [0,∞). Будем просто писать K = L −1

( 1
PL(−iλ)

)
.

Дадим структурные характеристики для УРПГ и экспоненциальных УРПГ.
Некоторые из этих характеристик доказаны в [3, 13, 15, 20, 25], что мы отметим
в теореме 2.7.

Сначала сформулируем свойства.
(a) A порождает УРПГ ∗-класса G.
(a)′ A порождает ЭУРПГ ∗-класса G.
(b) A порождает УРПГ ∗-класса G такое, что для всех a > 0 класс G

имеет вид G = P a
L(−id/dt)SaK на D (Mp)((−∞, a)) в (Mp)-случае (соответственно

G = P a
Lp

(−id/dt)SaK на D{Mp}((−∞, a)) в {Mp}-случае), где SaK : (−∞, a) →
L(E, [D(A)]) непрерывна, SaK(t) = 0, t ≤ 0.

(b)′ A порождает ЭУРПГ ∗-класса G так, что G вида G = PL(−id/dt)SK на
SE

(Mp)
a (R) в (Mp)-случае (соответственно G = PLp(−id/dt)SK в {Mp}-случае),

где SK : R → L(E, [D(A)]) непрерывна, SK(t) = 0, t ≤ 0, и e−at‖Sk(t)‖ ≤
AeM(k|t|) для некоторых k > 0 и A > 0 (для всех k > 0 и соответствующих
A > 0, t ∈ R).

(c) Для любых a > 0 оператор A — генератор локальной невырожден-
ной Ka-сверточной полугруппы

(
SaKa

(t)
)
t∈[0,a), где Ka = L −1

( 1
Pa
L(−iλ)

)
в (Mp)-

случае (соответственно Ka = L −1
( 1
Pa
Lp

(−iλ)

)
в {Mp}-случае) и P a

L

(
P a
Lp

)
— уль-

традифференциальный оператор ∗-класса такой, что для 0 < a < b сужение
P b
LS

b
K (P b

Lp
SbK) на D∗((−∞, a)) равно P a

LS
a
K (P a

Lp
SaK).

(c)′ A — генератор глобальной экспоненциально ограниченной невырожден-
ной K-сверточной полугруппы (SK(t))t≥0, где K = L −1

( 1
PL(−iλ)

)
в (Mp)-случае

(K = L −1
( 1
PLp (−iλ)

)
в {Mp}-случае).

(d) Существует фундаментальное решение-ультрараспределение ∗-класса
для A, обозначаемое через G, такое, что N (G) = {0}.

(d)′ Существует фундаментальное решение-экспоненциальное ультрарас-
пределение ∗-класса G для A такое, что N (G) = {0}.
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(e) ρ(A) ⊃ �∗ и

‖R(λ : A)‖ ≤ CeM(k|λ|), λ ∈ �(Mp),

для некоторого k > 0 и C > 0 в (Mp)-случае или

‖R(λ : A)‖ ≤ Cke
M(k|λ|), λ ∈ �{Mp},

для любого k > 0 и соответствующего Ck > 0 в {Mp}-случае.
(e)′ ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Reλ > a} и

‖R(λ : A)‖ ≤ CeM(k|λ|), Reλ > a,

для некоторых a, k > 0 и C > 0 в (Mp)-случае или

‖R(λ : A)‖ ≤ Cke
M(k|λ|), Reλ > a,

для любого k > 0 и соответствующего a,Ck > 0 в {Mp}-случае.

Теорема 2.7. (a) ⇔ (d); (a)′ ⇔ (d)′; (c) ⇒ (d); (c)′ ⇒ (d)′; (d) ⇒ (e); (d)′ ⇒
(e)′; если (Mp), кроме того, удовлетворяет (M.3), то (a)′ ⇒ (c)′.

Доказательство. (a) ⇔ (d). Эта эквивалентность доказана в [25] при
N (G) 6= {0}. Утверждение (a) ⇒ (d) напрямую следует из теоремы 2(c) в [1].
Здесь дадим схему доказательства обратной импликации. Пусть G ∈ D∗′

+ (R,
L(E, [D(A)])) — фундаментальное решение-ультрараспределение ∗-класса для
A. Прямым вычислением получаем, что A — оператор, допускающий замыка-
ние.

Пусть Ã порождает G. Если (x, y) принадлежит замыканию A, то найдется
последовательность (xn, yn)n в A такая, что (xn, yn) → (x, y) при n→∞ в E×E.
Пусть φ ∈ D∗

0 (R) фиксировано. Для ϕ ∈ D∗
0 (R) имеем

‖G(ϕ)(G(−φ′)x−G(φ)y)‖
= ‖G(ϕ)[G(φ′)(xn − x)−G(φ′)xn +G(φ)(yn − y)−G(φ)yn]‖

= ‖G(ϕ)[G(φ′)(xn − x) +G(φ)(yn − y)]‖ ≤ (‖G(ϕ ∗0 φ′)‖+ ‖G(ϕ ∗0 φ‖)/k

при k ∈ N, откуда G(−φ′)x = G(φ)y для всех φ ∈ D∗
0 (R). Поскольку G — фунда-

ментальное решение-ультрараспределение ∗-класса для A, имеем A ⊂ Ã. Отсю-
да D

′∗
+ (R, [D(A)]) изоморфно подпространству в D

′∗
+ (R, [D(Ã)]). Из первой ча-

сти теоремы получаем, чтоG— фундаментальное решение-ультрараспределение
для P := δ′ ⊗ IdD[Ã]−δ ⊗ Ã. Тем самым G∗ — изоморфизм из D

′∗
+ (R, E) на

D
′∗
+ (R, [D(A)]) и на D

′∗
+ (R, [D(Ã)]), откуда D

′∗
+ (R, [D(A)]) = D

′∗
+ (R, [D(Ã)]), ста-

ло быть, [D(A)] = [D(Ã)].
Утверждение (a)′ ⇔ (d)′ доказывается аналогично в силу того, что G может

быть непрерывно продолжено на ES ∗(R) [1].
Доказательство (d) ⇒ (e) приведено в [3].
(d)′ ⇒ (e)′ [20]. Проведем доказательство в случае Берлинга, случай Румье

аналогичен. Пусть G — экспоненциальное фундаментальное решение-ультра-
распределение (Mp)-класса для A, т. е. G — фундаментальное решение-ульт-
рараспределение и G ∈ SE ′(Mp)

ω (R, L(E)) при ω ≥ 0. Пусть s > 0. Опреде-
лим функцию g ∈ E (Mp)(R) такую, что g(t) = 0 для t < −s и g(t) = 1 при
t ≥ 0. Функция G̃(λ) := G(g(t)e−λt) := G(e−ωt(g(t)e(ω−λ)t)) определена кор-
ректно, поскольку функция t 7→ g(t)e(ω−λ)t, t ∈ R, такова, что Reλ > ω для
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всех λ ∈ C, принадлежит S (Mp)(R). Так как G — фундаментальное решение-
ультрараспределение для A− ωI, при ϕ ∈ D (Mp)(R), x ∈ E, имеем

(A− ωI)G(e−ωtϕ)x = G(−e−ωtϕ′)x− ϕ(0)x.

В силу того, что D (Mp)(R) плотно в S (Mp)(R), предыдущее уравнение вы-
полнено для всех S (Mp)(R). Пусть ϕ(t) = g(t)e(ω−λ)t ∈ S (Mp)(R). Тогда
suppG ⊆ [0,∞) и получаем

AG̃(λ)x = AG(e−λtϕ)x = λG̃(λ)x− ϕ(0)x, Reλ > ω.

Отсюда (λI − A)G̃(λ)x = x, x ∈ E, Reλ > ω. Поскольку G̃(λ)A ⊆ AG̃(λ) верно
для Reλ > ω, имеем G̃(λ)(λI − A)x = x для x ∈ D(A) и Reλ > ω. Положив
ω = a, завершаем доказательство первой части утверждения.

В силу приведенных рассуждений ясно, что R(λ : A)x = G̃(λ)x при x ∈ E,
Reλ > a. Ввиду (M.1) получаем

‖R(λ : A)‖ = ‖G̃(λ)‖ = ‖G(e−ωt(g(t)e(ω−λ)t))‖

≤ C ′′ sup
t∈K

(g(t)e(ω−λ)t)(p)

Mphp
≤ C ′′ sup

t∈K

p∑
j=0

Cp
j

g(p−j)(t) · (e(ω−λ)t)(j)

Mphp

≤ C ′′ sup
t∈K

p∑
j=0

Cp
j

g(p−j)(t)
Mp−jhp−j

· (ω − λ)je(ω−λ)t

Mjhj

≤ C ′ sup
t∈K

p∑
j=0

Cp
j

(ω − λ)je(ω−λ)t

Mjhj
≤ CeM(k|λ|).

(a)′ ⇒ (c)′ Докажем утверждение в случае Берлинга с помощью указанной
структурной теоремы для элементов из SE ′(Mp)

a (L(E)):

G(φ) = 〈φ, PL(−id/dt)S(t))〉, φ ∈ S (Mp)(R),

где
e−at‖S(t)‖ ≤ eM(k|ξ|), t ∈ R,

для подходящего k > 0. Возьмем x ∈ E. По теореме 2(c) из [1] имеем

AG(φ)x = −〈φ′, PL(−id/dt)S(t)x〉 − φ(0)x для всех φ ∈ S (Mp)(R).

Поскольку 1 = PL(−id/dt)L −1(1/PL(−i·)) в смысле ультрараспределений, по-
лучаем

0 = 〈φ′(t), (PL(−id/dt)A
t∫

0

S(s)x ds− PL(−id/dt)S(t)x

+
t∫

0

L
−1(1/PL(−i·))(s)x ds)〉

=

〈
PL(id/dt)φ′(t),

A t∫
0

S(s)x ds− S(t)x+
t∫

0

L
−1(1/PL(−i·))(s)x ds

〉
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для любого φ ∈ S (Mp)(R). Предположим, что ψ ∈ D(R) и φ ∈ S (Mp)(R), так
что ψ = PL(id/dt)φ (см. лемма 2.4). Отсюда

A

t∫
0

S(s)x ds− S(t)x+
t∫

0

L
−1(1/PL(−i·))(s)x ds = const (2.1)

в смысле ультрараспределений Берлинга на (0,∞). Получим const = 0, полагая
x = 0 в (2.1). Так как левая часть в (2.1) непрерывна в R, имеем

A

t∫
0

S(s)x ds = S(t)x− �(t)x = 0, где �(t) =
t∫

0

L
−1(1/PL(−i·))(s) ds,

для всех t ≥ 0. Этим завершается доказательство (a)′ ⇒ (c)′.
Покажем (c) ⇒ (d) в случае Берлинга. Доказательство (c)′ ⇒ (d)′ анало-

гично. Определим G на D (Mp)((−∞, a)) для всех a > 0 по формуле

G := P a
L(−id/dt)SaKa

, где P a
L =

∞∑
p=0

ap(d/dt)p.

Тогда G — непрерывное линейное отображение из D (Mp)(R) в L(E), которое
коммутирует с A. Кроме того, suppG ⊂ [0,∞). Пусть φ ∈ D (Mp)((−∞, a)) и
x ∈ E. Имеем

G(−φ′)x−AG(φ)x = −
∑
p≥0

ap(−i)p
a∫

0

φ(p+1)(s)SaKa
(s)x ds

−
∑
p≥0

ap(−i)p
a∫

0

φ(p)(s)ASaKa
(s)x ds = −

∑
p≥0

ap(−i)p
a∫

0

φ(p+1)(s)SaKa
(s)x ds

+
∑
p≥0

ap(−i)p
a∫

0

φ(p+1)(s)(SaKa
(s)x− �a(s)x) ds

=
∑
p≥0

ap(−i)p
a∫

0

φ(p)(s)Ka(s)x ds = φ(0)x.

Таким образом, G ∈ D ′(Mp)(R, L(E, [D(A)])) — фундаментальное решение-уль-
трараспределение для A. Очевидно, что N (G) = {0}.

Доказательство утверждений (d)′ ⇒ (e)′, (a)′ ⇒ (c)′ и (c) ⇒ (d) в случае
Румье аналогичны и используют соответствующие структурные теоремы для
пространств S

′{Mp}(R), SE
′{Mp}
a (L(E)) и D

′{Mp}((−∞, a)). �
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