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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ВЛОЖЕНИЯ

ВЕСОВОГО КЛАССА СОБОЛЕВА

НА ОБЛАСТИ С УСЛОВИЕМ ДЖОНА

А. А. Васильева

Аннотация. Получены достаточные условия вложения весовых классов Соболева
в весовое пространство Лебега на области с условием Джона. Веса являются функ-
циями расстояния до некоторого h-множества, содержащегося в границе области.
Задача сводится к оценкам норм двухвесовых операторов суммирования на неко-
тором дереве, затем применяются полученные ранее результаты об оценках этих
норм.
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1. Введение

Пусть X, Y — множества, f1, f2 : X × Y → R+. Будем писать f1(x, y) .
y

f2(x, y) (или f2(x, y) &
y
f1(x, y)), если для любого y ∈ Y существует c(y) > 0

такое, что f1(x, y) ≤ c(y)f2(x, y) для любого x ∈ X; f1(x, y) �
y
f2(x, y), если

f1(x, y) .
y
f2(x, y) и f2(x, y) .

y
f1(x, y).

Пусть | · | — норма на Rd, E,E′ ⊂ Rd, x ∈ Rd. Положим

diam|·|E = sup{|y − z| : y, z ∈ E}, dist|·|(x,E) = inf{|x− y| : y ∈ E},

dist|·|(E′, E) = inf{|x− y| : x ∈ E, y ∈ E′}.

Для x ∈ Rd, a > 0 обозначим через Ba(x) евклидов шар радиуса a с центром в
точке x.

Определение 1. Пусть � ⊂ Rd — ограниченная область, a > 0. Говорят,
что � принадлежит FC(a), если найдется точка x∗ ∈ � такая, что для любого
x ∈ � существует кривая γx : [0, T (x)] → � со следующими свойствами:

1) γx ∈ AC[0, T (x)],
∣∣dγx(t)

dt

∣∣ = 1 п. в.,
2) γx(0) = x, γx(T (x)) = x∗,
3) для любого t ∈ [0, T (x)] выполнено включение Bat(γx(t)) ⊂ �.
Определение 2. Говорят, что � удовлетворяет условию Джона, если � ∈

FC(a) для некоторого a > 0.
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Для ограниченной области условие Джона совпадает с условием гибкого
конуса (см. определение в [1]). В работах Ю. Г. Решетняка [2, 3] найдено инте-
гральное представление для функций на области �, удовлетворяющих условию
Джона, через их производные порядка r. Из этого интегрального представ-
ления следует, что при p > 1, 1 ≤ q < ∞ и r

d + 1
q −

1
p ≥ 0 (соответственно

r
d + 1

q −
1
p > 0) класс W r

p (�) непрерывно (соответственно компактно) вложен в
пространство Lq(�) (т. е. условия непрерывного и компактного вложения такие
же, как для � = [0, 1]d).

Замечание 1. Если � ∈ FC(a), x∗ из определения 1, то

diam|·|� .
d,a,|·|

dist|·|(x∗, ∂�). (1)

Пусть � ⊂ Rd — ограниченная область (т. е. ограниченное открытое связное
множество), g, v : � → (0,∞) — измеримые функции. Для каждой измеримой
векторнозначной функции ψ : �→ Rl, ψ = (ψk)1≤k≤l, и для каждого p ∈ [1,∞]
положим

‖ψ‖Lp(�) = ‖ max
1≤k≤l

|ψk|‖p =
(∫
�

max
1≤k≤l

|ψk(x)|p dx
)1/p

.

Пусть β̄ = (β1, . . . , βd) ∈ Zd+ := (N ∪ {0})d, |β̄| = β1 + · · · + βd. Для каждой
обобщенной функции f на � обозначим ∇rf = (∂rf/∂xβ̄)|β̄|=r (здесь частные
производные берутся в обобщенном смысле), lr,d — число компонент обобщенной
вектор-функции ∇rf . Положим

W r
p,g(�) = {f : �→ R | ∃ψ : �→ Rlr,d : ‖ψ‖Lp(�) ≤ 1,∇rf = g · ψ}

(соответствующую функцию ψ будем обозначать через ∇rf
g ),

‖f‖Lq,v(�) = ‖f‖q,v = ‖fv‖Lq(�), Lq,v(�) = {f : �→ R| ‖f‖q,v <∞} .

Множество W r
p,g(�) будем называть весовым классом Соболева. Отметим, что

W r
p,1(�) = W r

p (�).

Далее считаем, что � ⊂
(
− 1

2 ,
1
2

)d (где � — замыкание �).
Свойства весовых пространств Соболева и их обобщений описаны в книгах

[4–9] и в обзорной статье [10]. Достаточные условия ограниченности и ком-
пактности вложений весовых пространств Соболева в весовое пространство Lq
получены например, в [4, 5, 11–15]. Отметим, что в этих работах определение
весового класса Соболева включало не только условия на производные порядка
r, но и на производные меньших порядков. Более подробная история вопроса
описана в [16].

Обозначим через H множество неубывающих положительных функций, оп-
ределенных на (0, 1].

Введем понятие h-множества в соответствии с [17].
Определение 3. Пусть � ⊂ Rd — непустой компакт, h ∈ H. Будем го-

ворить, что � является h-множеством, если существуют c∗ ≥ 1 и конечная
счетно-аддитивная мера µ на Rd такие, что suppµ = � и для любых x ∈ � ,
t ∈ (0, 1] выполнено

c−1
∗ h(t) ≤ µ(Bt(x)) ≤ c∗h(t). (2)

Заметим, что мера µ неотрицательна.
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Всюду далее считаем, что 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞, r ∈ N, δ := r + d
q −

d
p > 0.

Пусть g(x) = ϕg(dist(x, � )), v(x) = ϕv(dist(x, � )), ϕg, ϕv : (0,∞) → (0,∞).
Предположим, что существует c0 ≥ c∗ такое, что

h(t)
h(s)

≤ c0,
ϕg(t)
ϕg(s)

≤ c0,
ϕv(t)
ϕv(s)

≤ c0, j ∈ N, t, s ∈ [2−j−1, 2−j+1]. (3)

Для таких функций g и v получены достаточные условия существования непре-
рывного вложения W r

p,g(�) в Lq,v(�) (см. теоремы 1–3). В теореме 1 усло-
вием вложения является ограниченность некоторого весового оператора сум-
мирования на дереве, которое строится по области и множеству � . Эта тео-
рема доказывается так же, как теорема 2 из [18], в которой функции h, ϕg,
ϕv имели вид h(t) = tθ| log t|γτ(| log t|), ϕg(t) = t−βg | log t|−αgρg(| log t|), ϕv(t) =
t−βv | log t|−αvρv(| log t|), где τ , ρg, ρv : (0,∞) → (0,∞) — абсолютно непрерыв-

ные функции, lim
y→∞

yτ ′(y)
τ(y) = lim

y→∞

yρ′g(y)
ρg(y)

= lim
y→∞

yρ′v(y)
ρv(y)

= 0, 0 ≤ θ < d, βv < d−θ
q ,

βg + βv = δ − θ
( 1
q −

1
p

)
+. Достаточным условием вложения W r

p,g(�) в Lq,v(�)
являлось неравенство αg+αv > (1−γ)

( 1
q−

1
p

)
+. Оценка нормы оператора сумми-

рования при βv < d−θ
q получается достаточно просто, однако этот простой метод

неприменим в случае βv = d−θ
q . Здесь с помощью оценок, полученных в [19],

доказываются теоремы 2, 3. Из этих теорем (см. также следствие 1) несложно
вывести, что при θ > 0, βv = d−θ

q , αv > 1−γ
q достаточным условием вложения

является неравенство αg + αv >
1
q в случае p < q и αg + αv > 1 + (1− γ)

( 1
q −

1
p

)
в случае p ≥ q.

Отметим, что в силу (3) можно считать |(x1, . . . , xd)| = max
1≤i≤d

|xi|. Далее

обозначаем dist := dist|·|, diam := diam|·|.

2. Обозначения

Будем обозначать через A, intA, ∂A, cardA соответственно замыкание,
внутренность, границу, мощность множества A. Если множество A содержится
в некотором (d − 1)-мерном аффинном подпространстве L ⊂ Rd, то внутрен-
ность множества A относительно индуцированной топологии пространства L
будем обозначать через intd−1A. Размерностью dimA выпуклого множества A
будем называть размерность аффинной оболочки A.

Пусть (�,�, ν) — пространство с мерой. Говорят, что множества A, B ⊂ �
не перекрываются, если ν(A ∩ B) = 0. Пусть m ∈ N ∪ {∞}, E, E1, . . . , Em ⊂ �
— измеримые множества. Будем говорить, что {Ei}mi=1 — разбиение E, если

множества Ei попарно не перекрываются и ν
[(

m⋃
i=1

Ei

)
4 E

]
= 0.

Для каждого куба K со сторонами, параллельными осям координат, и
s ∈ Z+ обозначим через �s(K) разбиение K на 2sd одинаковых по размеру
неперекрывающихся кубов, �(K) :=

⋃
s∈Z+

�s(K).

Пусть G — граф с не более чем счетным числом вершин. Всюду далее
предполагаем, что граф не имеет кратных ребер и петель. Множество вер-
шин G будем обозначать через V(G ), множество ребер — через E(G ). Две
различные вершины, являющиеся концами одного и того же ребра, будем назы-
вать соседними; ребра будем отождествлять с парами соседних вершин. Если
ξi ∈ V(G ), 1 ≤ i ≤ n, причем вершины ξi и ξi+1 являются соседними для любого
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i = 1, . . . , n− 1, то последовательность (ξ1, . . . , ξn) будем называть путем; если
все вершины ξi различны, то такой путь будем называть простым; если n ≥ 4,
(ξ1, . . . , ξn−1) — простой путь и ξ1 = ξn, то такой путь будем называть циклом.
Граф будем называть связным, если любые его две вершины можно соединить
конечным путем. Если связный граф не имеет циклов, то он называется дере-
вом.

Пусть (T , ξ0) — дерево с выделенной вершиной (корнем) ξ0. Тогда на мно-
жестве V(T ) естественным образом вводится частичный порядок: ξ′ > ξ, если
существует простой путь (ξ0, ξ1, . . . , ξn, ξ′) такой, что ξ = ξk для некоторого
k ∈ 0, n; при этом расстоянием между ξ и ξ′ назовем величину ρT (ξ, ξ′) =
ρT (ξ′, ξ) = n+ 1− k. Кроме того, положим ρT (ξ, ξ) = 0. Если ξ′ > ξ или ξ′ = ξ,
то будем писать ξ′ ≥ ξ и обозначим [ξ, ξ′] := {ξ′′ ∈ V(T ) : ξ ≤ ξ′′ ≤ ξ′}.

Для j ∈ Z+, ξ ∈ V(T ) обозначим

Vj(ξ) := VT
j (ξ) := {ξ′ ≥ ξ : ρT (ξ, ξ′) = j}.

Для вершины ξ ∈ V(T ) обозначим через Tξ = (Tξ, ξ) поддерево в T , множе-
ством вершин которого является {ξ′ ∈ V(T ) : ξ′ ≥ ξ}. Введенный частичный
порядок на дереве T индуцирует частичный порядок на каждом его поддереве.

Пусть W ⊂ V(T ). Будем говорить, что G ⊂ T — максимальный подграф
на множестве вершин W, если V(G ) = W и любые две соседние в T вершины
ξ′, ξ′′ ∈ W также соседние в G .

Пусть G — конечное дизъюнктное объединение деревьев с выделенной вер-
шиной. Частичный порядок на каждом дереве индуцирует частичный порядок
на G (вершины, принадлежащие различным деревьям, считаем несравнимыми).
Обозначим через Vmax(G ) и Vmin(G ) соответственно множество максимальных
и минимальных вершин в G .

3. Дискретное неравенство Харди
на дереве: предварительные сведения

Пусть G — дизъюнктное объединение деревьев (Tj , ξj), 1 ≤ j ≤ k. Для
функции f : V(G ) → R положим ‖f‖lp(G ) =

( ∑
ξ∈V(G )

|f(ξ)|p
)1/p при 1 ≤ p < ∞,

‖f‖l∞(G ) = sup
ξ∈V(G )

|f(ξ)|. Пусть u, w : V(G ) → (0,∞) — весовые функции.

Определим оператор суммирования Su,w,G по формуле

Su,w,G f(ξ) = w(ξ)
∑
ξ′≤ξ

u(ξ′)f(ξ′), ξ ∈ V(G ), f : V(G ) → R.

Пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞. Обозначим через Sp,q
G ,u,w норму оператора Su,w,G : lp(G ) →

lq(G ), т. е. минимальную константу C в неравенстве( ∑
ξ∈V(G )

wq(ξ)
∣∣∣∑
ξ′≤ξ

u(ξ′)f(ξ′)
∣∣∣q)1/q

≤ C
( ∑
ξ∈V(G )

|f(ξ)|p
)1/p

, f : V(G ) → R.

Так как для функций f ≥ 0 выполнено

‖Su,w,G f‖lq(G ) ≥
( ∑
ξ∈V(G )

wq(ξ)uq(ξ)fq(ξ)
)1/q

,
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то

Sp,q
G ,u,w ≥


sup

ξ∈V(G )
u(ξ)w(ξ), если p ≤ q,

( ∑
ξ∈V(G )

(u(ξ)w(ξ))
pq
p−q
) 1
q−

1
p , если p > q.

(4)

В самом деле, если p ≤ q, то рассматриваем f(ξ) = 1 при ξ = ξ̃, f(ξ) = 0 при
ξ 6= ξ̃ и затем берем супремум по ξ̃. При p > q утверждение следует из того,
что точная константа в неравенстве Гёльдера равна 1.

В [20] получены двусторонние оценки нормы весового оператора интегри-
рования на метрическом дереве. Применяя этот результат, можно вывести ана-
логичные оценки для оператора суммирования при p ≤ q (см. [19]). Эти оценки
имеют достаточно сложный вид. При дополнительных условиях на веса в [19]
были получены более простые и удобные для приложений оценки. Приведем
соответствующие результаты.

Теорема A. Пусть A — дерево, 1 < p < q < ∞. Предположим, что
существуют K ≥ 1, l0 ∈ N и λ ∈ (0, 1) такие, что

cardVA
1 (ξ) ≤ K, ξ ∈ V(A ), (5)

u(ξ′)
u(ξ)

≤ K,
‖w‖lq(Aξ′′ )
‖w‖lq(Aξ)

≤ λ, ξ ∈ V(A ), ξ′ ∈ VA
1 (ξ), ξ′′ ∈ VA

l0 (ξ). (6)

Тогда Sp,q
A ,u,w �

K,λ,l0,p,q
sup

ξ∈V(A )
u(ξ)‖w‖lq(Aξ).

Теперь рассмотрим случай p ≥ q.
Пусть N ∈ N ∪ {+∞}, (A , ξ0) — дерево такое, что Vmax(A ) = VA

N (ξ0).
Предположим, что существуют функция ψ : R+ → R+ и константа C∗ ≥ 1
такие, что ψ(0) = 0 и для любого 0 ≤ j ≤ j′ < N + 1, ξ ∈ VA

j (ξ0)

C−1
∗ · 2ψ(j′)−ψ(j) ≤ cardVA

j′−j(ξ) ≤ C∗ · 2ψ(j′)−ψ(j). (7)

Пусть u, w : V(A ) → (0,∞),

u(ξ) = uj , w(ξ) = wj для ξ ∈ VA
j (ξ0), (8)

1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.
Положим ŵj = wj · 2

ψ(j)
q , ûj = uj · 2−

ψ(j)
p , 0 ≤ j < N + 1. Через Sp,q

û,ŵ

обозначим минимальную константу C в неравенстве(
N∑
j=0

ŵqj

(
j∑
i=0

ûiϕi

)q) 1
q

≤ C

(
N∑
j=0

ϕpj

) 1
p

, ϕj ≥ 0, 0 ≤ j < N + 1.

Теорема B. Пусть 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ и выполнены условия (7), (8). Тогда
Sp,q
A ,u,w �

p,q,C∗
Sp,q
û,ŵ; если C∗ = 1, то Sp,q

A ,u,w = Sp,q
û,ŵ

.

Оценки Sp,q
û,ŵ

получены в [21–23].

Теорема C. Пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞, u = {un}n∈Z+ , w = {wn}n∈Z+ — неотри-
цательные последовательности такие, что

Mu,w := sup
m∈Z+

( ∞∑
n=m

wqn

) 1
q
(

m∑
n=0

up
′

n

) 1
p′

<∞ при 1 < p ≤ q <∞,
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Mu,w :=

( ∞∑
m=0

(( ∞∑
n=m

wqn

) 1
p
(

m∑
n=0

up
′

n

) 1
p′
) pq
p−q

wqm

) 1
q−

1
p

<∞ при 1 ≤ q < p ≤ ∞.

Пусть Sp,q
u,w — минимальная константа C в неравенстве( ∞∑

n=0

∣∣∣∣∣wn
n∑
k=0

ukfk

∣∣∣∣∣
q)1/q

≤ C

(∑
n∈Z+

|fn|p
)1/p

, {fn}n∈Z+ ∈ lp.

Тогда Sp,q
u,w �

p,q
Mu,w.

4. Сведение к дискретному
неравенству Харди на дереве

Всюду считаем, что функции h, ϕg, ϕv удовлетворяют (3), r + d
q −

d
p > 0.

Обозначим Z = (p, q, r, d, a, c0, h, g, v).
Пусть � ⊂ �

([
− 1

2 ,
1
2

]d) — семейство попарно не перекрывающихся кубов.
Определение 4. Пусть G — граф, F : V(G ) → � — биекция. Будем

говорить, что отображение F согласовано со структурой графа G , если выпол-
нено следующее условие: для любых соседних вершин ξ′, ξ′′ ∈ V(G ) множество
�ξ′,ξ′′ := F (ξ′) ∩ F (ξ′′) имеет размерность d− 1.

Пусть (T , ξ∗) — дерево, F : V(T ) → � — биекция, согласованная со струк-

турой дерева T . Для соседних вершин ξ′, ξ′′ обозначим
◦
� ξ′,ξ′′ = intd−1 �ξ′,ξ′′ и

для каждого поддерева T ′ в T положим

�T ′,F =
( ⋃
ξ∈V(T ′)

intF (ξ)
)
∪
( ⋃

(ξ′,ξ′′)∈E(T ′)

◦
� ξ′,ξ′′

)
.

Сформулируем теорему Уитни о покрытии (см., например, [24, с. 562]).

Теорема D. Пусть � ⊂
[
− 1

2 ,
1
2

]d — открытое множество. Тогда существует
семейство замкнутых попарно не перекрывающихся кубов �(�) = {�j}j∈N ⊂
�
([
− 1

2 ,
1
2

]d) со следующими свойствами:
1) � =

⋃
j∈N

�j ;

2) dist(�j , ∂�) �
d

2−m(�j);

3) если dim(�i ∩�j) = d− 1, то m(�j)− 2 ≤ m(�i) ≤ m(�j) + 2.
Пусть � ∈ FC(a). Обозначим через �(�) покрытие из теоремы D . В [25]

доказана следующая

Лемма 1. Пусть a > 0, � ⊂
[
− 1

2 ,
1
2

]d, � ∈ FC(a). Тогда существуют дерево
T с корнем и отображение F : V(T ) → �(�), согласованное со структурой
дерева T , со следующим свойством: для любого поддерева T ′ в дереве T

�T ′,F ∈ FC(b∗), где b∗ = b∗(a, d) > 0.

Пусть {(Dj,i, ξ̂j,i)}j≥j∗,i∈Ĩj — разбиение дерева T на непустые поддеревья.
Будем говорить, что дерево Dj′,i′ следует за деревом Dj,i, если ξ̂j,i < ξ̂j′,i′ и
{ξ ∈ T : ξ̂j,i ≤ ξ < ξ̂j′,i′} ⊂ V(Dj,i). Назовем это разбиение регулярным, если
j′ = j+1 для любых j, j′ ≥ j∗, i ∈ Ĩj , i′ ∈ Ĩj′ таких, что Dj′,i′ следует за деревом
Dj,i.
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В [16] были определены регулярное разбиение {(Dj,i, ξ̂j,i)}j≥j∗,i∈Ĩj дерева
T и число s̄ = s̄(a, d) ∈ N, удовлетворяющие следующим условиям:

1) для любых j ≥ j∗, i ∈ Ĩj

diam�Dj,i,F �
a,d

2−s̄j ; (9)

2) для любого x ∈ �Dj,i,F

dist|·|(x, � ) �
a,d

2−s̄j . (10)

При этом можно считать, что s̄ ≥ 4 и Ĩj∗ = {1}. Отметим также, что поскольку
Dj,i ⊂ �Tξ̂j,i ,F

и �Tξ̂j,i ,F ∈ FC(b∗) (см. лемму 1), из (1) и (9) следует, что

diam�Tξ̂j,i ,F
�
a,d

2−s̄j . (11)

Для j ≥ j∗, t ∈ Ĩj , l ∈ Z+ определяем Ĩ lj,t по формуле

Ĩ lj,t = {i ∈ Ĩj+l :, ξ̂j+l,i ≥ ξ̂j,t}. (12)

Пусть A — дерево с множеством вершин {ηj,i}j≥j∗,i∈Ĩj и множеством ребер,
определенных равенствами VA

1 (ηj,i) = {ηj+1,s}s∈Ĩ1j,i .
В [18] доказано, что

VA
l (ηj,i) =

{
ηj+l,t : t ∈ Ĩ lj,i

}
, cardVA

l (ηj,i) ≤ K0
h(2−s̄j)

h(2−s̄(j+l))
, j, l ∈ Z+, (13)

где K0 = K0(Z).
Обозначим черезPr−1(Rd) пространство полиномов на Rd степени не выше

r − 1. Для измеримого подмножества E ⊂ Rd положим

Pr−1(E) = {f |E : f ∈Pr−1(Rd)}.

Пусть

u(ηj,i) = uj = ϕg(2−s̄j) · 2−(r− d
p )s̄j , w(ηj,i) = wj = ϕv(2−s̄j) · 2−

ds̄j
q , (14)

�[ηj,i] := �j,i := �Dj,i,F . (15)

Далее, если D ⊂ A — поддерево, то положим �[D ] =
⋃

ξ∈V(D)
�[ξ].

Следующая теорема доказывается так же, как теорема 2 из [18], с учетом
(4).

Теорема 1. Пусть функции u, w определены формулой (14), Sp,q
A ,u,w <∞.

Тогда W r
p,g(�) ⊂ Lq,v(�) и для любой вершины ξ∗ ∈ V(A ) существует линейный

непрерывный оператор P : Lq,v(�) →Pr−1(�) такой, что для любого поддере-
ва D ⊂ A с минимальной вершиной ξ∗ и для любой функции f ∈ W r

p,g(�)
выполнено

‖f − Pf‖Lq,v(�[D]) .
Z

Sp,q
D,u,w

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(�[D])

.

В случае 1 < p < q <∞ получаем следующий результат.
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Теорема 2. Пусть u, w определены формулой (14), 1 < p < q <∞. Пред-
положим, что существуют l0 ∈ N и λ ∈ (0, 1) такие, что

‖w‖lq(Aξ′ )
w(ξ)

≤ λ, ξ ∈ V(A ), ξ′ ∈ VA
l0 (ξ). (16)

Пусть sup
ξ∈V(A )

u(ξ)‖w‖lq(Aξ) <∞. Тогда W r
p,g(�) ⊂ Lq,v(�) и для любой вершины

ξ∗ ∈ V(A ) существует линейный непрерывный оператор P : Lq,v(�) →Pr−1(�)
такой, что для любого поддерева D ⊂ A с минимальной вершиной ξ∗ и для
любой функции f ∈W r

p,g(�) выполнено

‖f − Pf‖Lq,v(�[D]) .
Z

sup
ξ∈V(D)

u(ξ)‖w‖lq(Dξ)
∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(�[D])

.

Доказательство. В силу теоремы 1 достаточно проверить условия тео-
ремы A. Соотношение (5) и первое неравенство (6) следует из (13), (14) и (3),
второе соотношение (6) — из (16). �

Применяя (13), получаем

Следствие 1. Пусть u, w определены формулой (14), 1 < p < q < ∞.
Предположим, что существуют l0 ∈ N и λ ∈ (0, 1) такие, что( ∞∑

i=j+l0

h(2−s̄(j+l0))
h(2−s̄i) wqi

)1/q

wj
≤ λ, j ≥ j∗.

Пусть

sup
j≥j∗

uj

( ∞∑
i=j

h(2−s̄j)
h(2−s̄i)

wqi

)1/q

<∞.

ТогдаW r
p,g(�) ⊂ Lq,v(�) и для любого j0 ≥ j∗ и любой вершины ξ∗ ∈ VA

j0−j∗(ηj∗,1)
существует линейный непрерывный оператор P : Lq,v(�) →Pr−1(�) такой, что
для любого поддерева D ⊂ A с минимальной вершиной ξ∗ и для любой функции
f ∈W r

p,g(�) выполнено

‖f − Pf‖Lq,v(�[D]) .
Z

sup
j≥j0

uj

(∑
i≥j

h(2−s̄j)
h(2−s̄i)

wqi

) 1
q ∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(�[D])

.

Рассмотрим случай p ≥ q.
Для дерева (D , ξ0), n ∈ Z+ обозначим через [D ]≤n поддерево в D такое, что

V([D ]≤n) =
n⋃
j=0

VD
j (ξ0);

кроме того, положим
V≥n(D) =

⋃
j≥n

VD
j (ξ0).

Если граф G является дизъюнктным объединением деревьев (Di, ξi), 1 ≤ i ≤ m,

то полагаем V≥n(G ) =
m⋃
i=1

V≥n(Di).
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Пусть ξ∗ = ηj0,i0 ∈ V(A ), D = [Aξ∗ ]≤N−j0 . Получим оценку сверху для
величины Sp,q

D,u,w, пользуясь результатами из § 3. Отметим, что дерево D мо-
жет не удовлетворять условию (7): из (13) следует только оценка сверху для
количества вершин. Поэтому нам понадобятся дополнительные построения.

Пространством однородного типа называется множество X с квазиметри-
кой ρ и неотрицательной борелевской мерой µ такой, что

µ(B(x, 2R)) ≤ A1µ(B(x,R)),

где B(x,R) — шар радиуса R с центром в точке x и A1 не зависит от x, R.
В частности, если функция h ∈ H удовлетворяет (3), то h-множество в Rd (с
метрикой, индуцированной стандартной метрикой на Rd, и мерой µ из опреде-
ления 3) является пространством однородного типа.

В [26] построено разбиение пространства однородного типа на множества,
являющиеся аналогами диадических кубов. Сформулируем частный случай
этого результата для h-множества � ⊂

[
− 1

2 ,
1
2

]d.
Теорема E. Для любого m ≥ 4 существует семейство открытых в � под-

множеств {�j,i}j∈Z+,i∈Îj ⊂ � со следующими свойствами:
1) µ

(
�\

⋃
i∈Îj

�j,i

)
= 0, j ∈ Z+;

2) если l ≥ k, то либо �l,i ⊂ �k,t, либо �l,i ∩�k,t = ∅;
3) для любого (j, i) и l < j существует единственное t ∈ Îl такое, что �l,t ⊃

�j,i;
4) diam�j,i . 2−mj ;
5) каждое множество �j,i содержит шар множества � радиуса Rj � 2−mj

(т. е. существует zj,i ∈ � такое, что {x ∈ � : |x− zj,i| ≤ Rj} ⊂ �j,i).
При этом можно считать, что Î0 = {1}.
Замечание 2. Условие m ≥ 4 получается из оценок, возникающих при до-

казательстве теоремы в частном случае, когда квазиметрика является метрикой
(см. с. 608, 609 работы [26]).

Замечание 3. Из (2) и утверждения 1 теоремы E следует, что
⋃
i∈Îj

�j,i

всюду плотно в � .

Семейству множеств {�j,i}j∈Z+,i∈Îj соответствует дерево Â = Â (m) с мно-

жеством вершин {ζj,i}j∈Z+,i∈Îj такое, что ζj′,i′ ∈ VÂ
1 (ζj,i) тогда и только тогда,

когда j′ = j + 1 и �j′,i′ ⊂ �j,i.
Пусть m = s̄(a, d) (напомним, что s̄ ≥ 4).

Предложение 1. Выполнено соотношение

cardVÂ
j′′−j′(ζ) �

a,d,c0

h(2−s̄j
′
)

h(2−s̄j′′)
, j′′ ≥ j′, ζ ∈ VÂ

j′ (ζ0,1). (17)

Доказательство. В самом деле, пусть ζ = ζj′,i. Тогда

cardVÂ
j′′−j′(ζ) = card{t ∈ Îj′′ : �j′′,t ⊂ �j′,i}.

Из теоремы E (пп. 4, 5), (2) и (3) следует, что

µ(�j′,i) �
a,d,c0

h(2−s̄j
′
), µ(�j′′,t) �

a,d,c0
h(2−s̄j

′′
),
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а из пп. 1, 2 теоремы E — что∑
t:�j′′,t⊂�j′,i

µ(�j′′,t) = µ(�j′,i).

Отсюда получаем (17). �

Лемма 2. Пусть ξ∗ = ηj0,t0 ∈ V(A ), j0 < N <∞, D = [Aξ∗ ]≤N−j0 , u∗, w∗ :
V(Â ) → (0,∞), u∗(ζj,i) = uj , w∗(ζj,i) = wj , где uj , wj определены формулой
(14). Тогда существует i0 ∈ Îj0 такое, что для дерева D∗ = Âζj0,i0

∩ [Â ]≤N
выполнено Sp,q

D,u,w .
a,d,c0,p,q

Sp,q
D∗,u∗,w∗

.

Перед тем как доказывать эту лемму, введем некоторые обозначения.
Пусть T , T1, . . . ,Tk — деревья, не имеющие общих вершин, ξ1, . . . , ξk ∈

V(T ), ηj ∈ V(Tj), j = 1, . . . , k (k ∈ N∪{∞}). Обозначим через J(T ,T1, . . . ,Tk;
ξ1, η1, . . . , ξk, ηk) дерево, получающееся из T , T1, . . . ,Tk соединением ребром
вершин ξj и ηj , j = 1, . . . , k.

Пусть (D , ζ∗) — дерево, ξ ∈ V(D), n ∈ N, T = {A1, . . . , An} — разбиение
VD

1 (ξ) на непустые множества, Aj = {ωj,i}
kj
i=1. Определим граф Gξ,T (D) следу-

ющим образом.
1. Пусть ξ = ζ∗. Возьмем множество {ηj}nj=1, не пересекающееся с V(D).

Через Gξ,T (D) обозначим граф, являющийся дизъюнктным объединением де-
ревьев D̃j := J({ηj},Dωj,1 , . . . ,Dωj,kj ; ηj , ωj,1, . . . , ηj , ωj,kj ) с корнем ηj , 1 ≤ j ≤ n.

2. Пусть ξ > ζ∗, η — вершина, предшествующая ξ. Положим

Gξ,T (D) = J(D\Dξ, D̃1, . . . , D̃n; η, η1, . . . , η, ηn),

где вершины ηj и деревья D̃j определены в п. 1 для дерева Dξ. В качестве корня
дерева Gξ,T (D) берем ζ∗.

Замечание 4. Выполнены равенства

Vmax(Gξ,T (D)) = Vmax(D), VGξ,T (D)
1 (ηj) = Aj , 1 ≤ j ≤ n.

Пусть ū, w : V(D) → (0,∞), ξ ∈ V(D), T = {A1, . . . , An} — разбиение VD
1 (ξ)

на непустые множества. Определим веса ūξ,T и wξ,T на графе Gξ,T (D) следу-

ющим образом. Если ζ ∈ V(D)\V(Dξ) или ζ ∈
n⋃
j=1

kj⋃
i=1

V(Dωj,i), то полагаем

ūξ,T (ζ) = u(ζ), wξ,T (ζ) = w(ζ); если ζ = ηj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}, то
полагаем ūξ,T (ηj) = n

1
pu(ξ), wξ,T (ηj) = n−

1
qw(ξ).

В [19] доказано следующее утверждение.

Лемма 3. Для любых 1 ≤ p, q ≤ ∞ выполнена оценка

Sp,q
D,ū,w ≤ Sp,q

Gξ,T (D),ūξ,T ,wξ,T
.

Следствие 2. Пусть (D , ξ∗) — дерево, ū, w : V(D) → (0,∞). Пусть j ∈ Z+,
VD
j (ξ∗)\Vmax(D) = {ξ1, . . . , ξm}, Tk — разбиения множеств VD

1 (ξk), cardTk ≤ C,
1 ≤ k ≤ m. Положим

D̃ = Gξm,Tm(. . . Gξ2,T2(Gξ1,T1(D))),

ũ = (((ū)ξ1,T1)ξ2,T2 . . . )ξm,Tm , w̃ = (((w)ξ1,T1)ξ2,T2 . . . )ξm,Tm .
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Обозначим W = VD̃
j (ξ∗)\Vmax(D̃), если j ≥ 1, и W = Vmin(D̃), если j = 0.

Тогда
1) Vmax(D̃) = Vmax(D), V(D̃)\W = V(D)\l(VD

j (ξ∗)\Vmax(D)r);
2) [D̃ ]≤j−1 = [D ]≤j−1, V≥j′(D̃) = V≥j′(D), j′ ≥ j + 1, и для любого ξ ∈

V([D ]≤j−1) выполнено Vmax(D̃) ∩V(D̃ξ) = Vmax(D) ∩V(Dξ);
3) для любой вершины ξ ∈ W найдется k ∈ {1, . . . ,m} такое, что VD̃

1 (ξ) ∈
Tk;

4) если ξ ∈ V(D̃)\W, то ξ ∈ V(D) и ũ(ξ) = ū(ξ), w̃(ξ) = w(ξ); если ξ ∈ W,
то ũ(ξ) �

C
ū(ξ), w̃(ξ) �

C
w(ξ);

5) Sp,q
D,ū,w ≤ Sp,q

D̃,ũ,w̃
.

Доказательство леммы 2. Положим �j = {�j,t}t∈Îj (см. теорему E).
Шаг 1. Пусть ξ — максимальная вершина дерева D , ξ ∈ VD

j−j0(ξ∗), j0 +1 ≤
j ≤ N . Из (10), (15) и замечания 3 следует, что существует множество�(ξ) ∈ �j
такое, что

dist(�[ξ],�(ξ)) .
a,d

2−s̄j . (18)

Обозначим �(ξ) = {�(ξ)}.
Пусть ξ ∈ VD

j−j0(ξ∗) не максимальна. Положим

�(ξ) = {K ∈ �j : ∃ζ ∈ V(Dξ) ∩Vmax(D),�(ζ) ⊂ K}. (19)

Пусть K ∈ �(ξ), вершина ζ такая, как в (19). Тогда ζ ≥ ξ, так что ζ = ηj′,i′ ,
j′ ≥ j, i′ ∈ Ĩj′ , и �[ζ]⊂�Tξ̂j,i ,F в силу (12), (13) и (15). Из (9), (11) и (15) следует,
что

diam�[ξ] �
a,d

2−s̄j , diam�[ζ] �
a,d

2−s̄j
′
, dist(�[ζ], �[ξ]).

a,d
2−s̄j . (20)

Поэтому

dist(K,�[ξ])
(19)
≤ dist(�(ζ), �[ζ]) + diam�[ζ] + dist(�[ζ], �[ξ])

(18),(20)
.

a,d,c0

2−s̄j . (21)

В силу (19)–(21) и п. 4 теоремы E

diam{x ∈ K : K ∈ �(ξ)} .
a,d,c0

2−s̄j .

С другой стороны, элементы �j попарно не пересекаются и содержат шар в �
радиуса Rj � 2−s̄j (см. п. 5 теоремы E). Попарные расстояния между центрами
этих шаров больше Rj , поэтому

card�(ξ) .
a,d,c0

1. (22)

Шаг 2. Построим граф Gj0 и функции u(j0), w(j0) : V(Gj0) → (0,∞) со
следующими свойствами:

1) Sp,q
D,u,w ≤ Sp,q

Gj0 ,u
(j0),w(j0) ;

2) Gj0 является конечным объединением деревьев (D̃l, ξ̃l), 1 ≤ l ≤ l∗ .
a,d,c0

1,

таких, что VD̃l
k (ξ̃l) = ∅ при k > N − j0;

3) если ξ ∈ VD̃l
j′−j0(ξ̃l), j0 ≤ j′ ≤ N , то u(j0)(ξ) �

a,d,c0
uj′ , w(j0)(ξ) �

a,d,c0
wj′ ;



76 А. А. Васильева

4) существует отображение Kj0 : V(Gj0) →
N⋃

j′=j0
�j′ со следующими свой-

ствами:
(a) если ξ ∈ VD̃l

j′−j0(ξ̃l) для некоторого l ∈ {1, . . . , l∗}, j0 ≤ j′ ≤ N , то
Kj0(ξ) ∈ �j′ ;

(b) если ξ < ξ′, ξ, ξ′ ∈ V(Gj0), то Kj0(ξ) ⊃ Kj0(ξ′);
(c) для любого j0 ≤ j′ ≤ N , 1 ≤ l ≤ l∗, Q ∈ �j′ выполнено

card
{
ξ ∈ VD̃l

j′−j0(ξ̃l) : Kj0(ξ) = Q
}

.
a,d,c0

1.

Этот граф будет получен на последнем шаге индукционного построения,
которое описано ниже.

Шаг 3. Для j0 ≤ j ≤ N определим граф Gj и функции u(j), w(j) : V(Gj) →
(0,∞) со следующими свойствами:

1) Sp,q
D,u,w ≤ Sp,q

Gj ,u(j),w(j) ;
2) если j ≥ j0 + 1, то Gj является деревом с минимальной вершиной ξ∗,

VGj

k (ξ∗) = ∅ при k > N − j0, [Gj ]≤j−1−j0 = [D ]≤j−1−j0 , u(j)(ξ) = u(ξ), w(j)(ξ) =
w(ξ) для ξ ∈ V([Gj ]≤j−1−j0);

3) если j = j0, то Gj0 является конечным объединением деревьев (D̃l, ξ̃l),
1 ≤ l ≤ l∗ .

a,d,c0

1, таких, что VD̃l
k (ξ̃l) = ∅ при k > N − j0;

4) Vmax(Gj) = Vmax(D) и для любой вершины ξ ∈ [Gj ]≤j−1−j0 выполнено
Vmax(Gj) ∩V((Gj)ξ) = Vmax(D) ∩V(Dξ);

5) V≥j′−j0(Gj) = V≥j′−j0(Gj′), j′ ≥ j;
6) если ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), ξ ∈ VGj

j′−j0(ξ∗∗), j ≤ j′ ≤ N , то u(j)(ξ) �
a,d,c0

uj′ ,

w(j)(ξ) �
a,d,c0

wj′ ;

7) существует отображение Kj : V≥j−j0(Gj) →
N⋃
j′=j

�j′ со следующими свой-

ствами:
(a) Kj |V≥j′−j0 (Gj′ ) = Kj′ , j ≤ j′ ≤ N ; если ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), ξ ∈ VGj

j′−j0(ξ∗∗),
то Kj(ξ) ∈ �j′ ;

(b) если ζ ∈ Vmax(Gj), то Kj(ζ) = �(ζ);
(c) если ξ < ξ′, ξ ∈ V≥j−j0(Gj), то Kj(ξ) ⊃ Kj(ξ′);
(d) если j ≥ j0 + 1, то для любого ξ ∈ VGj

j−1−j0(ξ∗)\Vmax(Gj) существуют
разбиение Tξ множества VGj

1 (ξ) на непустые подмножества и биекция
bξ : �(ξ) → Tξ такая, что

bξ(�) =
{
ξ′ ∈ VGj

1 (ξ) : Kj(ξ′) ⊂ �
}
; (23)

(e) если ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), ξ ∈ VGj

j−j0(ξ∗∗), то существует такая вершина ξ′ ∈
VD
j−j0(ξ∗), что Kj(ξ) ∈ �(ξ′); при этом если ξ ∈ Vmax(Gj), то ξ′ = ξ,

а если ξ /∈ Vmax(Gj), то ξ′ /∈ Vmax(Gj+1) и bξ′(Kj(ξ)) = VGj

1 (ξ), где
биекция bξ′ определена в соответствии с п. 7(d) для j + 1;

(f) для любых ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), j′ ≥ j, Q ∈ �j′ выполнено

card
{
ξ ∈ VGj

j′−j0(ξ∗∗) : Kj(ξ) = Q
}

.
a,d,c0

1.
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(Если j = j0 и ξ∗∗ = ξ̃l, то VGj

j′−j0(ξ∗∗) = VD̃l
j′−j0(ξ̃l).)

Проведем индукцию по j.
База индукции. Положим GN = D , u(N) = u, w(N) = w, KN (ξ) = �(ξ),

ξ ∈ VD
N−j0(ξ∗). Достаточно проверить свойства 7(d) и 7(f).

Докажем 7(d). Для ξ ∈ VD
N−1−j0(ξ∗)\Vmax(D), K ∈ �(ξ) положим bξ(K) ={

ζ ∈ VD
1 (ξ) : K ⊃ �(ζ)

}
. В силу (19) множество bξ(K) непусто и для любого

ζ ∈ VD
1 (ξ) найдется множество K ∈ �(ξ) такое, что ζ ∈ bξ(K) (см. также

п. 3 теоремы E). Если K1, K2 ∈ �(ξ), K1 6= K2, то K1 ∩ K2 = ∅ в силу п. 2
теоремы E. Значит, bξ(K1) ∩ bξ(K2) = ∅. Тем самым Tξ := {bξ(K) : K ∈ �(ξ)}
является разбиением множества VD

1 (ξ) и отображение bξ биективно.
Докажем 7(f). Пусть Q ∈ �N . В силу п. 4 теоремы E diamQ . 2−s̄N .

С другой стороны, если ζ ∈ VD
N−j0(ξ∗), то в силу (1), (9), (15) множество �[ζ]

содержит шар радиуса R̃�
a,d

2−s̄N и diam�[ζ]�
a,d

2−s̄N . Отсюда и из (18) получаем

утверждение (оценивается количество вершин ζ ∈ VD
N−j0(ξ∗) таких, что Q =

�(ζ)).
Индукционный переход. Пусть для j0 ≤ j ≤ N−1 построены граф Gj+1

и функции u(j+1), w(j+1) : V(Gj+1) → (0,∞) со свойствами 1–7. Определим
граф Gj .

Пусть VGj+1
j−j0 (ξ∗)\Vmax(Gj+1) = {ξ1, . . . , ξm}. Определим разбиения Tξk мно-

жества VGj+1
1 (ξk) (1 ≤ k ≤ m) и биекцию bξk : �(ξk) → Tξk в соответствии со

свойством 7(d) дерева Gj+1 и отображения Kj+1. Отметим, что

cardTξk = card�(ξk)
(22)
.

a,d,c0

1. (24)

Положим
Gj = Gξm,Tξm (. . . Gξ2,Tξ2 (Gξ1,Tξ1 (Gj+1))),

u(j) = (((u(j+1))ξ1,Tξ1 )ξ2,Tξ2 . . . )ξm,Tξm , w(j) = (((w(j+1))ξ1,Tξ1 )ξ2,Tξ2 . . . )ξm,Tξm .

Из построения, оценки (24), предположения индукции и следствия 2 получаем
свойства 1–6.

Положим W̃ = VGj

j−j0(ξ∗), если j ≥ j0 + 1, W̃ = Vmin(Gj), если j = j0.
Определим отображение Kj . Положим Kj |V≥j+1−j0 (Gj) = Kj+1. Пусть η ∈

W̃. Если η ∈ Vmax(Gj), то полагаем Kj(η) = �(η) ∈ �(η). Пусть η /∈ Vmax(Gj).
Тогда VGj

1 (η) ∈ Tξk для некоторого k ∈ {1, . . . ,m} (см. п. 3 следствия 2). Пола-
гаем

Kj(η) = b−1
ξk

(
VGj

1 (η)
)
∈ �(ξk). (25)

Из построения, предположения индукции, (19) и уже доказанных свойств 2 и 4
следуют свойства 7(a), 7(b), 7(e).

Проверим свойство 7(c). В силу предположения индукции для этого доста-
точно рассмотреть ξ ∈ W̃, ξ′ ∈ VGj

1 (ξ). В силу п. 3 следствия 2 VGj

1 (ξ) ∈ Tξk

для некоторого 1 ≤ k ≤ m, bξk(Kj(ξ))
(25)
= VGj

1 (ξ), т. е. ξ′ ∈ bξk(Kj(ξ)). По
уже доказанному свойству 7(a) и предположению индукции (см. свойство 7(d)

с j + 1 вместо j) имеем Kj(ξ′) = Kj+1(ξ′)
(23)
⊂ Kj(ξ).

Проверим свойство 7(d) (для j ≥ j0+1). Пусть ξ ∈ VGj

j−1−j0(ξ∗)\Vmax(Gj) =
VD
j−1−j0(ξ∗)\Vmax(D) (в силу уже доказанных свойств 2 и 4 графа Gj), Q ∈ �(ξ).
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Положим

bξ(Q) =
{
ξ′ ∈ [ξ, ζ] ∩VGj

1 (ξ) : ζ ∈ Vmax(Gj), ζ ≥ ξ,Kj(ζ) ⊂ Q
}
. (26)

Покажем, что множество bξ(Q) непусто. В самом деле, по определению �(ξ),
существует ζ ∈ Vmax(D) ∩ V(Dξ) такое, что �(ζ) ⊂ Q. Из свойства 4 графа
Gj следует, что ζ ∈ Vmax(Gj) ∩ V((Gj)ξ). В силу свойства 7(b) �(ζ) = Kj(ζ).
Значит, Kj(ζ) ⊂ Q.

По доказанному свойству 7(c) дляQ ∈ �(ξ), ξ′ ∈ bξ(Q) и ζ из (26) выполнено
Kj(ζ) ⊂ Kj(ξ′). Значит, в силу (26) и пп. 2, 3 теоремы E

Kj(ξ′) ⊂ Q, ξ′ ∈ bξ(Q). (27)

Докажем, что для различных Q ∈ �(ξ) множества bξ(Q) не пересекаются
и образуют разбиение множества VGj

1 (ξ). Пусть Q′, Q′′ ∈ �(ξ), Q′ 6= Q′′. Если
ξ′ ∈ bξ(Q′) ∩ bξ(Q′′), то из (27) следует, что Kj(ξ′) ⊂ Q′ и Kj(ξ′) ⊂ Q′′. Снова
в силу п. 2 теоремы E имеем Q′ ∩Q′′ = ∅; противоречие. Остается проверить,
что для любой вершины ξ′ ∈ VGj

1 (ξ) найдется множество Q ∈ �(ξ) такое, что
ξ′ ∈ bξ(Q). В самом деле, пусть ζ ∈ Vmax(Gj), ζ ≥ ξ′. Тогда ζ ≥ ξ. В силу
уже доказанных свойств 2 и 4 ζ ∈ Vmax(D) ∩V(Dξ). Так как ξ′ ∈ VGj

j−j0(ξ∗) и
ζ ≥ ξ′, то �(ζ) ∈ �j′ , j′ ≥ j (см. начало шага 1). Из п. 3 теоремы E следует, что
найдется множество Q ∈ �j−1 такое, что Q ⊃ �(ζ). Тогда Q ∈ �(ξ) (см. (19)) и
ξ′ ∈ bξ(Q) по определению (26) и свойству 7(b).

Положим Tξ := bξ(�(ξ)). Тогда Tξ — разбиение VGj

1 (ξ), bξ : �(ξ) → Tξ —
биекция и bξ(Q) ⊂ {ξ′ ∈ VGj

1 (ξ) : Kj(ξ′) ⊂ Q} в силу (27). Докажем обрат-
ное включение. Пусть ξ′ ∈ VGj

1 (ξ), Q ∈ �(ξ), Kj(ξ′) ⊂ Q. Тогда ξ′ ∈ bξ(�)

для некоторого � ∈ �(ξ). Значит, Kj(ξ′)
(27)
⊂ �, и поэтому � = Q (см. п. 2

теоремы E).
Докажем свойство 7(f). В силу свойства 7(a) достаточно рассмотреть j′ = j.

Если Q = Kj(ξ), то в силу свойства 7(e) существует η = η(ξ) ∈ VD
j−j0(ξ∗) такое,

что Q ∈ �(η). При этом если ξ ∈ Vmax(Gj), то η = ξ ∈ Vmax(Gj+1), иначе
η /∈ Vmax(Gj+1) и bη(Kj(ξ)) = VGj

1 (ξ). Отметим, что различным вершинам ξ,
таким, что Q = Kj(ξ), соответствуют различные η(ξ). В самом деле, достаточно
рассмотреть случай η /∈ Vmax(Gj+1). Если Q = Kj(ξ) = Kj(ξ̃) и η(ξ) = η(ξ̃) = η,
то VGj

1 (ξ) = bη(Q) = VGj

1 (ξ̃) и ξ = ξ̃.
Значит, достаточно доказать, что

card
{
η ∈ VD

j−j0(ξ∗) : Q ∈ �(η)
}

.
a,d,c0

1. (28)

Если Q ∈ �(η), то в силу (19) существует ζ ∈ Vmax(D) ∩ V(Dη) такое, что
�(ζ) ⊂ Q. Поэтому

dist(�[η], Q) ≤ dist(�[η], �[ζ]) + dist(�[ζ],�(ζ)) + diam�[ζ] .
a,d,c0

2−s̄j (29)

с учетом (9), (11), (15), (18). Ввиду (19) Q ∈ �j , так что diamQ . 2−s̄j (см. п. 4

теоремы E). Далее, diam�[η]
(9),(15)
�
a,d

2−s̄j . Из (1) следует, что �[η] содержит шар

радиуса R(η) �
a,d

2−s̄j . Это вместе с (29) дает (28).
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Шаг 4. В силу свойств 1 и 2 графа Gj0 (см. шаг 2)

Sp,q
D,u,w ≤ Sp,q

Gj0 ,u
(j0),w(j0) .

a,d,c0,p,q
max

1≤l≤l∗
Sp,q

D̃l,u(j0),w(j0) . (30)

Пусть максимум правой части достигается на номере l0. Положим (D̃ , ξ̃∗) =
(D̃l0 , ξ̃l0), ũ(ξ) = uj , w̃(ξ) = wj , ξ ∈ VD̃

j−j0(ξ̃∗). По (30) и свойству 3 графа Gj0
имеем Sp,q

D,u,w .
a,d,c0,p,q

Sp,q

D̃,ũ,w̃
.

Оценим сверху Sp,q

D̃,ũ,w̃
. Рассмотрим максимальный подграф D̂ в Â на мно-

жестве вершин {ζj,i : ∃ξ ∈ V(D̃), Kj0(ξ) = �j,i}. Тогда D̂ является деревом.
В самом деле, card{i : ζj0,i ∈ D̂} = 1. Далее, пусть ζj,i ∈ V(D̂). Тогда j ≥ j0,
Kj0(ξ) = �j,i для некоторой вершины ξ ∈ V(D̃). Пусть ζj′,i′ ∈ V(Â ), j′ ≥ j0,
ζj′,i′ ≤ ζj,i. Из определения Â следует, что �j′,i′ ⊃ �j,i. Рассмотрим вершину
η ∈ VD̃

j′−j0(ξ̃∗), η ≤ ξ. В силу свойства 4(b) графа Gj0 , Kj0(η) ⊃ Kj0(ξ). Зна-
чит, ввиду свойства 4(a) графа Gj0 и п. 2 теоремы E Kj0(η) = �j′,i′ , так что
ζj′,i′ ∈ V(D̂).

Обозначим через ξ̂∗ минимальную вершину D̂ . Тогда ξ̂∗ = ζj0,i0 для неко-
торого i0. Для ζj,i ∈ V(D̂) положим

Vζj,i = {ξ ∈ V(D̃) : Kj0(ξ) = �j,i}.
По свойству 4(a) графа Gj0

Vζj,i ⊂ VD̃
j−j0(ξ̃∗). (31)

В силу свойства 4(c) для любого ζ ∈ V(D̂)

cardVζ .
a,d,c0

1. (32)

Кроме того, если ξ ∈ Vζ , ξ′ ∈ Vζ′ , ξ′ ≤ ξ, то ζ ′ ≤ ζ. В самом деле, если ζ = ζj,i,
ζ ′ = ζj′,i′ , Kj0(ξ) = �j,i, Kj0(ξ′) = �j′,i′ , ξ ≥ ξ′, то по свойству 4(b) графа Gj0
имеем �j,i ⊂ �j′,i′ . Из определения дерева Â следует, что ζj,i ≥ ζj′,i′ .

Пусть ‖f‖
lp(D̃) = 1. Для ζ ∈ V(D̂) положим

ϕ(ζ) =
(∑
ξ∈Vζ

|f(ξ)|p
) 1
p

.

Тогда ‖ϕ‖
lp(D̂) = 1. Напомним, что функции u∗, w∗ определены в формулировке

леммы. Если ξ ∈ Vζ , ξ′ ∈ Vζ′ , ξ′ ≤ ξ, то ũ(ξ′)f(ξ′) ≤ u∗(ζ ′)ϕ(ζ ′) (по определению
функций ũ и u∗ и (31)), так что∑

ξ′≤ξ

ũ(ξ′)f(ξ′) ≤
∑
ζ′≤ζ

u∗(ζ ′)ϕ(ζ ′).

Отсюда и из определения функций ũ, w̃, u∗, w∗ и (30) получаем∑
ξ∈V(D̃)

w̃q(ξ)
(∑
ξ′≤ξ

ũ(ξ′)f(ξ′)
)q (32)

.
a,d,c0

∑
ζ∈V(D̂)

wq∗(ζ)
(∑
ζ′≤ζ

u∗(ζ ′)ϕ(ζ ′)
)q
≤
[
Sp,q

D̂,u∗,w∗

]q
.

Остается воспользоваться тем, что D̂ ⊂ D∗ := Âζj0,i0 ∩ [Â ]≤N . �
Из этой леммы и теорем B, C, предложения 1 и теоремы Б. Леви получаем

следующий результат.
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Теорема 3. Пусть p ≥ q, ξ∗ ∈ VA
j0 (ξ0), функции u, w на V(A ) определены

формулой (14). Положим

ŵj = wj ·
(
h(2−s̄j0)
h(2−s̄j)

) 1
q

, ûj = uj ·
(
h(2−s̄j)
h(2−s̄j0)

) 1
p

, j0 ≤ j < N + 1.

Пусть

Mû,ŵ(j0) := sup
j0≤j<∞

( ∞∑
i=j

ŵqi

) 1
q
(

j∑
i=j0

ûp
′

i

) 1
p′

<∞, 1 < p = q <∞,

Mû,ŵ(j0) :=

( ∞∑
j=j0

(( ∞∑
i=j

ŵqi

) 1
p
(

j∑
i=j0

ûp
′

i

) 1
p′
) pq
p−q

ŵqj

) 1
q−

1
p

<∞, q < p.

Тогда W r
p,g(�[Aξ∗ ]) ⊂ Lq,v(�[Aξ∗ ]) и существует линейный непрерывный опе-

ратор P : Lq,v(�) → Pr−1(�) такой, что для любого поддерева D ⊂ Aξ∗ с
минимальной вершиной ξ∗ и для любой функции f ∈W r

p,g(�) выполнено

‖f − Pf‖Lq,v(�[D]) .
Z

Mû,ŵ(j0)
∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(�[D])

.
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