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Аннотация. Устанавливается связь между областями целостности, проективны-
ми конечнопорожденными модулями над ними, дифференцированиями области це-
лостности и (−1, 1)-супералгебрами векторного типа. Изучаются свойства универ-
сальных ассоциативных обертывающих простых йордановых супералгебр вектор-
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Примеры бесконечномерных простых йордановых супералгебр можно по-
лучить, используя процесс удвоения Кантора, из ассоциативной суперкоммута-
тивной супералгебры, на которой задана йорданова скобка (см. [1–3]). Если
йорданова скобка задана на ассоциативно-коммутативной алгебре, то четная
часть полученной йордановой супералгебры ассоциативна, а нечетная часть яв-
ляется однопорожденным модулем над четной частью. Аналогичным образом
получаются простые (−1, 1)-супералгебры из дифференциально простых отно-
сительно одного дифференцирования, ассоциативных коммутативных алгебр.
В [4] описаны простые (−1, 1)-супералгебры характеристики 6= 2, 3. Оказалось,
что четная часть A такой супералгебры является ассоциативно-коммутативной
алгеброй, а нечетная часть M — конечнопорожденным ассоциативным и ком-
мутативным A-модулем. Умножение в M задается с помощью фиксированных
конечных множеств дифференцирований и элементов алгебры A. При неко-
торых ограничениях на алгебру A нечетная часть M является однопорожден-
ным A-модулем, а исходная (−1, 1)-супералгебра — скрученной супералгеброй
векторного типа относительно одного дифференцирования. Полученные в [4]
(−1, 1)-супералгебры будем также называть (−1, 1)-супералгебрами векторного
типа. Следует отметить, что присоединенная йорданова супералгебра для про-
стой (−1, 1)-супералгебры является унитальной простой специальной суперал-
геброй с ассоциативной четной частью.

В [5, 6] описаны унитальные простые специальные йордановы супералгебры
с ассоциативной четной частью A, нечетная часть M которых является ассоциа-
тивным A-модулем. В этом случае если супералгебра не является супералгеброй
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невырожденной билинейной суперформы, то ее четная часть A — дифференци-
ально простая алгебра, а нечетная часть M — конечнопорожденный проектив-
ный A-модуль ранга 1. Здесь так же, как и для (−1, 1)-супералгебр, умножение
в M задается с помощью фиксированных конечных множеств дифференциро-
ваний и элементов алгебры A. И. П. Шестаковым в [6] построен новый пример
унитальной простой йордановой супералгебры векторного типа над полем дей-
ствительных чисел, у которой нечетная часть не является однопорожденным
модулем. Примеры новых унитальных простых йордановых супералгебр век-
торного типа над другими полями построены в [7, 8]. Данные примеры отвечают
на вопрос Кантарини — Каца из [9]. Отметим, что в построенных примерах про-
стых йордановых супералгебр нечетная часть является двупорожденным моду-
лем над четной частью. В [10] приведены первичные йордановы супералгебры
векторного типа над полем действительных чисел, у которых нечетная часть
как модуль порождается более чем двумя элементами. В [11] найдены необ-
ходимые и достаточные условия в терминах алгебры Ли дифференцирований
области целостности, позволяющие строить йордановы супералгебры векторно-
го типа, четная часть которых является исходной областью целостности.

В данной работе изучаются аналогичные вопросы для (−1, 1)-супералгебр.
В частности, приводятся новые примеры простых и первичных (−1, 1)-супер-
алгебр векторного типа, у которых нечетная часть порождается как модуль
двумя элементами в случае простых супералгебр и произвольным числом эле-
ментов в случае первичных супералгебр. Также описаны некоторые свойства
универсальных обертывающих простых йордановых супералгебр векторного ти-
па. В частности доказано, что четная часть универсальной обертывающей со-
держит два центральных ортогональных идемпотента, сумма которых равна
единице.

§ 1. Йордановы и (−1, 1)-супералгебры

Пусть F — поле характеристики, не равной 2. Тогда Z2-градуированной ал-
геброй или супералгеброй будем называть алгебру A = A0⊕A1, где компоненты
A0, A1 умножаются по правилу

AiAj ⊆ Ai+j(mod 2).

Векторное подпространство A0 — четная часть супералгебры A, A1 — нечет-
ная. Определим для однородных элементов x ∈ A0 ∪ A1 функцию четности,
полагая

|x| = i при x ∈ Ai.

Пусть G — алгебра Грассмана над F, т. е. ассоциативная алгебра, заданная
образующими 1, e1, e2, . . . и определяющими соотношениями

eiej = −ejei.

Произведения 1, ei1 . . . eik , где i1 < i2 < · · · < ik, образуют базис алгебры G.
Пусть G0, G1 — подпространства, порожденные соответственно произведени-
ями четной и нечетной длины. Тогда G = G0 + G1 — супералгебра. Пусть
A = A0 + A1 — произвольная супералгебра. Рассмотрим тензорное произведе-
ние G⊗A над полем F. Тогда G(A) = G0⊗A0 +G1⊗A1 является подалгеброй в
алгебре G⊗A и называется грассмановой оболочкой супералгебры А. Суперал-
гебра A называется йордановой супералгеброй тогда и только тогда, когда ее
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грассманова оболочка G(A) — йорданова алгебра, т. е. в G(A) выполняются
тождества

xy = yx, (x2y)x = x2(yx).

Супералгебра A называется (−1, 1)-супералгеброй, если ее грассманова оболочка
является (−1, 1)-алгеброй, т. е. выполняются тождества

(x, y, y) = 0, (x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) = 0,

где (x, y, z) = (xy)z − x(yz) — ассоциатор элементов x, y, z.
После линеаризации тождеств получим, что в A для однородных элементов

должны быть выполнены тождества

(x, y, z) + (−1)|y||z|(x, z, y) = 0; (1)

(x, y, z) + (−1)|x||y|+|x||z|(y, z, x) + (−1)|x||z|+|y||z|(z, x, y) = 0. (2)

Пример 1. Пусть � — коммутативная ассоциативная супералгебра над F,
D — ненулевое четное дифференцирование � , т. е. D(�i) ⊆ �i и γ ∈ �0. Через
� ξ обозначим изоморфную копию пространства � . На прямой сумме векторных
пространств B(� ,D, γ) = � + � ξ определим умножение, полагая

a · b = ab, a · bξ = (ab)ξ, aξ · b = (−1)|b|abξ,

aξ · bξ = (−1)|b|(γab+ 2D(a)b+ aD(b)),

где a, b ∈ �0 ∪ �1 и ab — произведение в алгебре � . Определим на B(� ,D, γ)
Z2-градуировку, полагая

B(� ,D, γ)0 = �0 + �1ξ,B(� ,D, γ)1 = �1 + �0ξ.

Тогда B(� ,D, γ) является (−1, 1)-супералгеброй и называется скрученной су-
пералгеброй векторного типа [4].

Пусть B = B0+B1 — (−1, 1)-супералгебра. Тогда векторное пространство B
с новым умножением для однородных элементов

a�s b =
1
2
(ab+ (−1)|a||b|ba)

будет йордановой супералгеброй, которую обозначим через B(+)s .

Одним из способов получения йордановых алгебр является конструкция
Кантора [1]. Пусть (� , ·) — произвольная ассоциативная коммутативная су-
пералгебра с билинейной суперкососимметрической операцией { , }, которую бу-
дем называть скобкой. Построим по (� , ·) новую супералгебру, которую будем
называть дублем Кантора. Пусть J(� ) = � + � ξ, где � ξ — изоморфная копия
� . Введем на J(� ) умножение • следующим образом:

a • b = ab, a • bξ = (ab)ξ, aξ • b = (−1)|b|(ab)ξ, aξ • bξ = (−1)|b|{a, b},

где a, b ∈ �0 ∪ �1, а ab — произведение элементов a и b в алгебре � . Полученную
супералгебру обозначим через J(� , { , }). Скобка { , } называется йордановой,
если J(� , { , }) является йордановой супералгеброй. Четная часть супералгебры
J(� , { , }) — пространство �0 + �1ξ, нечетная — �1 + �0ξ.

Пример 2. Пусть (� , ·) — ассоциативная коммутативная супералгебра с
ненулевым четным дифференцированием ∂. Определим скобку следующим об-
разом:

{a, b} = ∂(a)b− a∂(b).
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Тогда J(� , { , }) — йорданова супералгебра (см. [2, 12]), которая называется йор-
дановой супералгеброй векторного типа и обозначается через J(� , ∂). В этом
случае скобка { , } называется йордановой скобкой векторного типа. Заметим
(см. [2, 12]), что B(� ,D, γ)(+)s будет йордановой супералгеброй векторного типа
J
(
� , 1

2D
)
. Действительно, пусть a+bξ, c+dξ ∈ �0+�1ξ, a1+b1ξ, c1+d1ξ ∈ �1+�0ξ.

Тогда

(a+ bξ + a1 + b1ξ)�s (c+ dξ + c1 + d1ξ) = (a+ bξ)�s (c+ dξ)
+ (a+ bξ)�s (c1 + d1ξ) + (a1 + b1ξ)�s (c+ dξ) + (a1 + b1ξ)�s (c1 + d1ξ).

Теперь получаем

(a+ bξ)�s (c+ dξ) =
1
2
((a+ bξ) · (c+ dξ) + (c+ dξ) · (a+ bξ))

= ac+ (ad)ξ + (bc)ξ − 1
2
(γbd+ 2D(b)d+ bD(d))− 1

2
(γdb+ 2D(d)b+ dD(b))

= ac+ (ad)ξ + (bc)ξ − 1
2
(D(b)d− bD(d)) = (a+ bξ) • (c+ dξ),

(a1 + b1ξ)�s (c1 + d1ξ) =
1
2
((a1 + b1ξ) · (c1 + d1ξ)− (c1 + d1ξ) · (a1 + b1ξ))

= a1c1 + (a1d1)ξ − (b1c1)ξ +
1
2
(D(b1)d1 − b1D(d1)) = (a1 + b1ξ) • (c1 + d1ξ).

Аналогично

(a+bξ)�s(c1+d1ξ) = (a+bξ)•(c1+d1ξ), (a1+b1ξ)�s(c+dξ) = (a1+b1ξ)•(c+dξ).

Поэтому B(� ,D, γ)(+)s = J
(
� , 1

2D
)
.

Напомним определение специальности йордановой супералгебры. Пусть
B = B0 +B1 — ассоциативная супералгебра с операцией умножения ∗. Так же,
как и в случае (−1, 1)-супералгебр, определим на пространстве B суперсиммет-
рическое произведение

a�s b =
1
2
(a ∗ b+ (−1)|a||b|b ∗ a), a, b ∈ B0 ∪B1.

Тогда получим йорданову супералгебру B(+)s.
Йорданова супералгебра J = J0 +J1 называется специальной, если она вло-

жима (как Z2-градуированная алгебра) в супералгебру B(+)s для подходящей
ассоциативной Z2-градуированной алгебры B.

Тождество (1) означает, что любая (−1, 1)-супералгебра правоальтернатив-
ная. Хорошо известно (см., например, [12]), что для любой правоальтерна-
тивной супералгебры B супералгебра B(+)s является специальной йордановой
супералгеброй.

Действительно, можно считать, что B — унитальная алгебра. Рассмотрим
ассоциативную супералгебру

EndB = End0B + End1B, где EndiB = {φ ∈ EndB | φ(Bj) ⊆ Bj+i, j = 1, 0}.

Если a ∈ Bi, то оператор правого умножения Ra на элемент a принадлежит
EndiB. Тогда отображение R : B(+)s → (EndB)(+)s , сопоставляющее a 7→ Ra,
является вложением супералгебр.

Отсюда следует специальность йордановой супералгебры J(� , ∂). В [2, 13]
приведено другое доказательство этого утверждения.

Описание простых (−1, 1)-супералгебр дает
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Теорема [4]. Пусть B = A+M — простая (−1, 1)-супералгебра над полем
характеристики не 2, 3, с четной частью A и нечетной частью M . Тогда A —
ассоциативная коммутативная алгебра, M — ассоциативный коммутативный
A-модуль. Кроме того, существуют такие элементы x1, . . . , xn ∈ M , что M =
Ax1 + · · ·+Axn, и произведение в M задается равенством

axi · bxj = γijab+ 2Dij(a)b+ aDji(b), i, j = 1, . . . , n, (3)

где γij ∈ A и дифференцирования Dij алгебры A удовлетворяют условиям

γijxk − γikxj = (γjk − γkj)xi, (4)

Dij = Dji, Dij(a)xk = Dik(a)xj (5)

для любых i, j, k = 1, . . . , n, a ∈ A. Алгебра A дифференциально простая отно-
сительно множества дифференцирований � = {Dij | i, j = 1, . . . , n} и потому
унитальна. Модуль M является проективным A-модулем ранга 1.

Отметим некоторые свойства четной и нечетной частей супералгебры B,
удовлетворяющей условию теоремы, которая не изоморфна алгебре B(� ,D, γ),
где � — ассоциативная коммутативная алгебра. В этом случае характеристика
поля равна 0. Модуль M не имеет A-кручений. Как показано в [4], для x, y ∈M
отображение Dx,y : A 7→ A, заданное правилом Dx,y(a) = 1

2 (a, x, y), являет-
ся дифференцированием. Поскольку B — правоальтернативная супералгебра,
Dx,y = Dy,x. Справедливы равенства

bDx,y(a) = Dbx,y(a) = Dx,by(a), Dx,y(a)Du,v(a) = Du,y(a)Dx,v(a)

для любых a, b ∈ A и x, y ∈ M . Более того, Dij = Dxi,xj для i, j = 1, . . . , n. Из
Dij(a)xk = Dik(a)xj получаем, что Dij(a)xk · xl = Dik(a)xj · xl и xl ·Dij(a)xk =
xl ·Dik(a)xj для любого a ∈ A. Тогда в силу (3) γij = xi · xj и

γklDij + 2DklDij = γjlDik + 2DjlDik,

γlkDij +DlkDij = γljDik +DljDik, i, j, k, l = 1, . . . , n.

Пусть M∗ = HomA(M,A). Для элемента a определим ā ∈ (M ⊗A M)∗,
полагая ā(x⊗y) = Dx,y(a). Аналогично [11] линейное отображение − : A 7→ (M⊗
M)∗, заданное правилом − : a 7→ ā, является дифференцированием алгебры A
в A-модуль (M ⊗A M)∗.

В дальнейшем все кольца рассматриваются как алгебры над полем харак-
теристики нуль.

Пусть теперь A — ассоциативное коммутативное кольцо с единицей без де-
лителей нуля (область целостности) и M — конечнопорожденный проективный
A-модуль ранга rk(M) = 1. Пусть − : A 7→ (M ⊗A M)∗ — ненулевое линейное
отображение. Предположим, что

ab = ab̄+ bā

для любых a, b ∈ A. По определению отображения − получаем, что каждая
пара элементов x, y ∈ M задает дифференцирование Dx,y : A 7→ A по правилу
Dx,y(a) = ā(x⊗ y). Тогда (см. [11])

Dx,y = Dy,x, Dax,y = aDx,y, Dx,y(a)z = Dz,y(a)x (6)

для a ∈ A и x, y, z ∈M .
Пусть x1, . . . , xn — порождающие A-модуля M , т. е. M = Ax1 + · · ·+ Axn.

Положим Dij = Dxi,xj , i, j = 1, . . . , n. Тогда Dij = Dji.



(−1, 1)-супералгебры векторного типа 525

Предложение 1. Для любого a ∈ A имеют место равенства

Dij(a)Dkl = Dkl(a)Dij , Dij(a)Dkl = Dkj(a)Dil.

Доказательство аналогично доказательству предложения 3 из [11].

Зафиксируем в кольце A элементы γij , где i, j = 1, . . . , n.

Предложение 2. Предположим, что для любых i, j, k, l = 1, . . . , n выпол-
няются равенства

γlkDij +DlkDij = γljDik +DljDik, (7)

γklDij + 2DklDij = γjlDik + 2DjlDik. (8)

Тогда имеет место (4), т. е. для любых i, j, k = 1, . . . , n

γijxk − γikxj = (γjk − γkj)xi.

Доказательство. Из (7) и (8) получаем

(γkl − 2γlk)Dij = (γjl − 2γlj)Dik.

Поэтому
D(γkl−2γlk)xj ,xi(a) = D(γjl−2γlj)xk,xi(a)

для любого a ∈ A. Следовательно,

ā((γkl − 2γlk)xj ⊗ xi) = ā((γjl − 2γlj)xk ⊗ xi).

Тогда в силу условий на кольцо A и модуль M (см. [11])

(γkl − 2γlk)xj = (γjl − 2γlj)xk.

Из (8) и (6) получаем

2DklDij = −γklDij + γjlDik + 2DjlDik = −γklDij + γjlDik + 2DljDki

= −γklDij + γjlDik − γljDki + γijDkl + 2DijDkl.

Тогда

2[Dkl, Dij ] = 2(DklDij −DijDkl) = −γklDij + (γjl − γlj)Dki + γijDkl

для любых i, j, k, l = 1, . . . , n. Следовательно,

2[Dlk, Dij ] = −γlkDij + (γjk − γkj)Dli + γijDlk.

Отсюда

2[Dkl, Dij ]− 2[Dlk, Dij ] = (γlk − γkl)Dij + (γjl − γlj)Dki + (γkj − γjk)Dli = 0.

Аналогично предыдущему

(γlk − γkl)xj + (γjl − γlj)xk + (γkj − γjk)xl = 0.

Ввиду доказанного выше получаем

−γlkxj + γljxk + (γkj − γjk)xl = 0.

Следовательно,
γljxk − γlkxj = (γjk − γkj)xl.
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Предложение 3. Предположим, что для любых i, j, k, l = 1, . . . , n выпол-
няются равенства

γlkDij +DlkDij = γljDik +DljDik, γijxk − γikxj = (γjk − γkj)xi.

Тогда имеет место (8), т. е. для любых i, j, k = 1, . . . , n

γklDij + 2DklDij = γjlDik + 2DjlDik.

Доказательство. В силу (6), (7) получаем

γlkDij +DlkDij = γljDik +DljDik, γjiDkl +DjiDkl = γjlDik +DjlDik.

Поэтому ввиду (6)

[Dij , Dkl] = γlkDij − γjiDkl + (γjl − γlj)Dik.

Тогда при j = l
[Dij , Dkj ] = γjkDij − γjiDkj .

По условию предложения

[Dij , Dkj ] = Dγjkxi,xj +D−γjixk,xj = Dγjkxi−γjixk,xj = −(γik − γki)Djj .

В силу предложения 5 из [11]

(γij − γji)Dlk +DijDlk = (γlj − γjl)Dik +DljDik.

Так как γjiDkl +DjiDkl = γjlDik +DjlDik, складывая два последних равенства
и поменяв индексы i с k, j с l, получим

γklDij + 2DklDij = γjlDik + 2DjlDik.

Аналогично доказывается

Предложение 4. Предположим, что для любых i, j, k, l = 1, . . . , n выпол-
няются равенства

γklDij + 2DklDij = γjlDik + 2DjlDik, γijxk − γikxj = (γjk − γkj)xi.

Тогда имеет место (7), т. е. для любых i, j, k = 1, . . . , n

γlkDij +DlkDij = γljDik +DljDik.

Предложение 5. Предположим, что для любых i, j, k, l = 1, . . . , n выпол-
няются равенства

[Dik, Dkj ] = −(γij − γji)Dkk, (9)

2[Dik, Dkj ] = γjkDik − γikDkj . (10)

Тогда имеют место равенства (7), (8).
Доказательство. Сначала докажем, что имеет место (4), т. е.

γijxk − γikxj = (γjk − γkj)xi.

Для любого a ∈ A из (9) и (10) получаем

−2(γij − γji)Dkk(a) = γjkDik(a)− γikDkj(a).
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Тогда
−2(γij − γji)ā(xk ⊗ xk) = γjkā(xi ⊗ xk)− γik(xj ⊗ xk).

Поэтому
−2(γij − γji)xk = γjkxi − γikxj .

В силу (9) и следствия из [11] имеем

(γij − γji)xk = (γik − γki)xj + (γkj − γjk)xi.

Следовательно, (γij − γji)xk = γkixj − γkjxi.
Пусть G(l.k.i, j) = DlkDij −DljDik. Тогда для любого a ∈ A ввиду предло-

жения 1 получаем

Dii(a)G(l.k.i, j) = Dii(a)(DlkDij −DljDik)
= Dil(a)(DikDij −DijDik) = −(γkj − γjk)Dil(a)Dii = −(γkj − γjk)Dii(a)Dil.

Так как A — область целостности, по (4)

G(l.k.i, j) = −(γkj − γjk)Dil = (γjk − γkj)Dil = γljDik − γlkDij .

Отсюда γlkDij +DlkDij = γljDik+DljDik. Аналогично доказывается, что имеет
место (8).

Следствие. Равенства (7), (8) и (9), (10) эквивалентны.
Доказательство. В силу предложения 5 достаточно доказать, что из (7)

и (8) следует (9), (10).
Пусть имеют место (7) и (8). Тогда по предложению 2

γijxk − γikxj = (γjk − γkj)xi.

Как показано в предложении 3, справедливо

[Dij , Dkj ] = −(γik − γki)Djj ,

т. е. имеет место (9).
Ввиду предложения 2

2[Dlk, Dij ] = −γlkDij + (γjk − γkj)Dli + γijDlk.

Полагая j = k, l = j, получаем

2[Dik, Dkj ] = γjkDik − γikDkj ,

т. е. имеет место (10).

Теорема 1. Пусть A — область целостности. Пусть M = Ax1+ · · ·+Axn —
конечнопорожденный проективный A-модуль ранга 1, отображение − : A 7→
(M ⊗AM)∗ — ненулевое дифференцирование алгебры A в A-модуль (M ⊗AM)∗
и � = {Dij | i, j = 1, . . . , n} — множество дифференцирований алгебры A, где
Dij(a) = ā(xi ⊗ xj). Зафиксируем в кольце A подмножество � = {γij ∈ A, i, j =
1, . . . , n}. Рассмотрим векторное пространство B(A,�, � ) = A ⊕M и зададим
на нем структуру Z2-градуированной алгебры, полагая

a · b = ab, a · (bxi) = (bxi) · a = (ab)xi, i = 1, . . . , n,

axi · bxj = γijab+ 2Dij(a)b+ aDij(b), i, j = 1, . . . , n,
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где a, b ∈ A и ab — произведение элементов a, b в A. Предположим, что диффе-
ренцирования Dij и элементы из � удовлетворяют равенствам (9), (10). Тогда
пространство B(A,�, � ) — (−1, 1)-супералгебра с четной частью A и нечетной
M .

Доказательство. Покажем, что умножение в B(A,�, � ) задано коррект-
но. Действительно, пусть a1x1 + · · ·+ anxn = 0. Тогда

a1D1k + · · ·+ anDnk = Da1x1+···+anxn,xk = 0

для любого фиксированного k = 1, . . . , n. В силу предложения 5 имеет место (7),
т. е.

n∑
i=1

aiDik · bDkj =
n∑
i=1

aiDik(b)Dkj +
n∑
i=1

aibDik ·Dkj

=
n∑
i=1

aiDik(b)Dkj −
n∑
i=1

aibγikDkj +
n∑
i=1

aibγijDkk +
n∑
i=1

aibDij ·Dkk

=
n∑
i=1

aibγijDkk +
n∑
i=1

aiDij(b)Dkk −
n∑
i=1

aibγikDkj .

С другой стороны, по (8)

2bDkj

n∑
i=1

aiDik =
n∑
i=1

2bDkj(ai)Dik +
n∑
i=1

2aibDkj ·Dik

=
n∑
i=1

2bDkj(ai)Dik +
n∑
i=1

2aibDjk ·Dki

=
n∑
i=1

2bDkj(ai)Dik +
n∑
i=1

aibγikDkj +
n∑
i=1

2aibDik ·Dkj −
n∑
i=1

aibγjkDki

=
n∑
i=1

2bDkj(ai)Dik +
n∑
i=1

aibγikDkj .

Следовательно,
n∑
i=1

aibγikDkj = −
n∑
i=1

2bDkj(ai)Dik = −
n∑
i=1

2bDij(ai)Dkk. Поэто-
му

n∑
i=1

aiDik · bDkj =
n∑
i=1

aibγijDkk +
n∑
i=1

aiDij(b)Dkk + 2bDij(ai)Dkk = 0.

Так как A — область целостности, имеем
n∑
i=1

aibγij + aiDij(b) + 2bDij(ai) = 0.

Отсюда
(a1x1 + · · ·+ anxn) · bxj = 0.

Следовательно, умножение в B(A,�, � ) задано корректно.
Непосредственной проверкой получаем, что B(A,�, � ) — (−1, 1)-суперал-

гебра.



(−1, 1)-супералгебры векторного типа 529

Рассмотрим йорданову супералгебруB(A,�, � )(+)s . Тогда умножение нечет-
ных элементов B(A,�, � )(+)s задается равенством

axi · bxj =
(γij − γji)

2
ab+

1
2
Dij(a)b−

1
2
aDij(b), i, j = 1, . . . , n.

Пусть γ′ij ∈ A такие, что γ′ij = −γ′ji, [Dik, Djk] = −γ′ijDkk и � = {Dij | i, j =
1, . . . , n}. Тогда, как показано в [11], векторное пространство J(A,�) = A ⊕M
с заданным на нем умножением

a · b = ab, a · (bxi) = (bxi) · a = (ab)xi, i = 1, . . . , n,

axi · bxj = γ′ijab+Dij(a)b− aDij(b), i, j = 1, . . . , n,

где a, b ∈ A и ab — произведение элементов a, b в A, является йордановой су-
пералгеброй с четной частью A и нечетной M . Пусть α ∈ A и D11(α) 6= 0,
� — алгебра частных относительно множества {D11(α), . . . , D11(α)n, . . . }. То-
гда � = A[D11(α)−1] — A-алгебра, порожденная D11(α)−1. По теореме 2 из [11]
J(A,�) — подсупералгебра в J(� ,D11), Dij = αiαjD11, xi = αiξ, γ′ij = αiD11(αj)
−αjD11(αi) ∈ A, где α1 = D11(α)−1D11(α), . . . , αn = D11(α)−1Dn1(α). Суще-
ствует такой γ ∈ � , что γαiαj ∈ A.

Рассмотрим (−1, 1)-супералгебру B(� , 2D11, 2γ). Тогда для a, b ∈ A в су-
пералгебре B(� , 2D11, 2γ) получаем

axi · bxj = 2(γαiαj + 2D11(αi)αj + αiD11(αj))ab+ 4αiαjD11(a)b+ 2aαiαjD11(b).

Поэтому J(A,�) — подсупералгебра в B(� , 2D11, 2γ)(+)s .

§ 2. Примеры (−1, 1)-супералгебр B(A,©,¯)

Пусть R — поле действительных чисел и n — натуральное число. Рассмот-
рим алгебру полиномов R[x0, . . . , xn] от переменных x0, x1, . . . , xn и многочлен

Sn(x0, . . . , xn) = x2
0 + · · ·+ x2

n − 1.

Пусть
�n = R[x0, . . . , xn]/

(
x2

0 + · · ·+ x2
n − 1

)
— фактор-алгебра алгебры R[x0, . . . , xn] по идеалу(

x2
0 + · · ·+ x2

n − 1
)

= Sn(x0, . . . , xn)R[x0, . . . , xn].

Отождествим образы элементов x0, x1, . . . , xn при каноническом гомоморфизме
R[x0, . . . , xn] 7→ �n с элементами x0, x1, . . . , xn. Тогда

�n = R[x1, . . . , xn] + x0R[x1, . . . , xn],

где R[x1, . . . , xn] — кольцо полиномов от переменных x1, . . . , xn. Алгебра �n не
содержит делителей нуля.

Пусть An — подалгебра в �n, порожденная элементами 1, x2
1, . . . , x

2
n, xixj ,

i, j = 0, . . . , n, i 6= j. В алгебре �n рассмотрим векторное подпространство
Mn = Anx0 + · · · + Anxn. Тогда �n = An + Mn — Z2-градуированная алгебра.
Как известно, Mn — проективный An-модуль ранга 1. В силу [14] An-модуль
Mn не может быть порожден меньшим, чем n+ 1, числом элементов.

Пусть D — четное дифференцирование алгебры �n, т. е. D(An) ⊆ An,
D(Mn) ⊆ Mn. Предположим, что D не равно нулю на An. Тогда Dij = xixjD
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— ненулевые дифференцирования алгебры An, i, j = 0, . . . , n. Пусть γ ∈ A и
γij = 2(γxixj+2D(xi)xj+D(xj)xi). ПосколькуD — четное дифференцирование,
то γij ∈ An.

Теперь рассмотрим (−1, 1)-супералгебру B(�n, 2D, 2γ). В этой супералгебре
рассмотрим подпространство

B(An,�n, �n) = An +Mnξ,

где �n = {2Dij | i, j = 0, . . . , n}, �n = {γij | i, j = 0, . . . , n}. Тогда для a, b ∈ An

в супералгебре B(�n, 2D, 2γ)

(axi)ξ · (bxj)ξ = 2γ(axi)(bxj) + 4D(axi)bxj + 2D(bxj)axi
= 2γ(axi)(bxj) + 4D(xi)abxj + 4xixjD(a)b+ 2D(xj)abxi + 2xixjD(b)a

= γijab+ 4Dij(a)b+ 2Dij(b)a ∈ A.

Поэтому B(An,�n, �n) — подсупералгебра (−1, 1)-супералгебры B(�n, 2D, 2γ).
Заметим, что йорданова супералгебра B(An,�n, �n)(+)s совпадает с су-

пералгеброй J(An,�′
n), где �′

n = {Dij | i, j = 0, . . . , n}, построенной в [10].
Поскольку J(An,�′

n) — первичная супералгебра (см. [10]), B(An,�n, �n) —
первичная (−1, 1)-супералгебра. Супералгебра B(An,�n, �n) неизоморфна су-
пералгебре B(A, ∂, γ).

Пусть n = 1 и D = x1
∂
∂x0

− x0
∂
∂x1

, где ∂
∂xi

— частная производная по
переменной xi. Как доказано в [7], супералгебра J(A1,�′

1) простая. Поэтому
B(A1,�1, �1) — простая (−1, 1)-супералгебра.

Пусть F — поле характеристики 0. Рассмотрим координатное кольцо � ал-
гебраического многообразия, заданного многочленом f(x, y) = x2 + y4 − 1, т. е.
� = F [x, y]/f(x, y)F [x, y] — фактор-алгебра по идеалу, порожденному полино-
мом f(x, y). Отождествим образы элементов x и y при каноническом гомомор-
физме F [x, y] 7→ � с элементами x и y. Рассмотрим в � подалгебру A, порож-
денную элементами 1, y2, xy, и A-модуль M = Ax + Ay. Тогда � = A + M —
Z2-градуированная алгебра. Отображение D = 2y3 ∂

∂x − x ∂
∂y — четное диф-

ференцирование алгебры �. Как показано в [8], M — проективный A-модуль
ранга 1 и не порождается одним элементом. Положим

� = {2D11, 2D12, 2D22}, где D11 = x2D, D12 = xyD, D22 = y2D.

Аналогично предыдущему построим (−1, 1)-супералгебру B(A,�, � ). Тогда
йорданова супералгебра B(A,�, � )(+)s совпадает с супералгеброй J(A,�′), где
�′ = {Dij | i, j = 1, 2}, построенной в [8]. Поскольку J(A,�′) — простая су-
пералгебра (см. [8]), B(A,�, � ) — простая супералгебра.

Вопрос. Существует ли простая (−1, 1)-супералгебра B(A,�, � ), у кото-
рой нечетная часть как модуль над четной частью порождается больше чем
двумя элементами?

§ 3. Некоторые свойства
универсальных обертывающих простых

йордановых супералгебр J(A,©)

В этом параграфе изучим некоторые свойства универсальных обертываю-
щих простых йордановых супералгебр J(A,�), где � = {Dij | i, j = 1, . . . , n} —
множество дифференцирований алгебры A.
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Пусть α ∈ A такой, что D11(α) 6= 0, в алгебре A[D11(α)−1] рассмотрим
элементы αi = D11(α)−1Di1(α), i = 1, . . . , n, и A-алгебру � , порожденную
α1, . . . , αn.

Пусть End � — алгебра линейных преобразований векторного пространства
� и M1,1(End � ) — ассоциативная супералгебра с четной частью{(

ψ1 0
0 ψ2

)
| ψ1, ψ2 ∈ End �

}
и нечетной частью {(

0 ψ1
ψ2 0

)
| ψ1, ψ2 ∈ End �

}
.

Как известно (см. [11]), отображение φ : J(A,�) 7→ M1,1(End � ), заданное на
четных элементах

φ : a 7→
(
Ra 0
0 Ra

)
,

а на нечетных элементах

φ :
∑
i

bixi 7→

 0 4
∑
i
RbiDi1 + 2

∑
i
RDi1(bi) + 2

∑
i
Rbiγi1

−
∑
i
Rbiαi 0

 ,

является ассоциативной специализацией супералгебры J(A,�) в супералгебру
M1,1(End � ). Как показано в § 1, J(A,�) является подсупералгеброй в B(+)s для
некоторой (−1, 1)-супералгебры B. Этот факт дает еще одно доказательство
специальности J(A,�).

Пусть J(� ,D) — простая йорданова супералгебра векторного типа и W =
� [t] — векторное пространство полиномов от переменной t с коэффициентами
из � . Определим на W структуру дифференциальной алгебры, полагая t · a =
at+D(a). Тогда отображение m : J(� ,D) 7→M1,1(W ), заданное правилом

m : a 7→
(
a 0
0 a

)
, a ∈ � , m : ξ 7→

(
0 2t
−1 0

)
,

является ассоциативной специализацией супералгебры J(� ,D). Как показано в
[15], супералгебра M1,1(W ) является ассоциативной обертывающей супералгеб-
ры J(� ,D).

Пусть J = J(A,�) = A + M , M = Ax1 + · · · + Axn и U — универсальная
обертывающая йордановой супералгебры J . Можно считать, что J — подсу-
пералгебра в U (+)s . Умножение в алгебре U будем обозначать через (∗).

Предложение 6. Пусть йорданова супералгебра J проста и � = {Dij |
i, j = 1, . . . , n}. Тогда

A =
∑
ij

Dij(A) +
∑
ij

∑
kl

Dij(A)Dkl(A).

Доказательство. Если n = 1, то все доказано в силу леммы 3.1 из [15].
Пусть n > 1. Тогда DijDlk 6= 0 в силу предложения 9 из [6]. Поэтому∑

ijkl
ADijDlk(A) — ненулевой идеал в A, инвариантный относительно �. Следо-

вательно,

A =
∑
ijkl

ADijDlk(A) ⊆
∑
ijkl

Dij(ADlk(A)) +
∑
ijkl

Dij(A)Dlk(A).
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Предложение 7. Для любых a, b ∈ A коммутатор [a, b] = a∗b−b∗a лежит
в центре U .

Доказательство. Поскольку в супералгебре J ассоциатор (a, x, b) = 0
для любого x ∈ J и 4(a, x, b) = [x, [a, b]], где [x, [a, b]] — коммутатор в U , то
[x, [a, b]] = 0. Так как алгебра U порождается J , то [a, b] лежит в центре U .

Идея доказательства следующего предложения аналогична доказательству
леммы 3.3 из [15].

Предложение 8. Пусть J — простая йорданова супералгебра. Тогда для
любых a, b ∈ A коммутатор [a, b] равен 0 в алгебре U .

Доказательство. В J имеет место Dij(a) = (a, xi, xj) для любого a ∈ A.
Так как

(a, xi, xj) + (xi, xj , a)− (xj , a, xi) = 0, (xi, xj , a) = (a, xi, xj),

то 2Dij(a) = (xj , a, xi) = 1
4 [xi ◦ xj , a], где xi ◦ xj = xi ∗ xj + xj ∗ xi.

Пусть векторное пространство S линейно порождается [[xi ◦ xj , a], b], где
a, b ∈ A. В силу предложения 7 S линейно порождается [[xi ◦ xj , a], a]. Ясно,
что S ⊆ [A,A], тем самым S лежит в центре U . Для любого c ∈ A

2[[xi ◦ xj , a], a] ∗ c = [[xi ◦ xj , a], a] ◦ c = [[xi ◦ xj , a], a ◦ c]− [[xi ◦ xj , a], c] ◦ a
= [[xi ◦ xj , a], a ◦ c]− [[xi ◦ xj , c], a] ◦ a = [[xi ◦ xj , a], a ◦ c]− [[xi ◦ xj , c], a2] ∈ S.

Поэтому S ∗A ∈ S.
Покажем, что S ∗Dij(a) = 0 для любого a ∈ A. Пусть s ∈ S. Тогда

2s ∗ [xi ◦ xj , a] = s ◦ [xi ◦ xj , a] = [xi ◦ xj , s ◦ a]− [xi ◦ xj , s] ◦ a = 0.

Следовательно, S ∗Dij(a) = 0 для любого a ∈ A.
Так как J проста, по предложению 6

S = S ∗ 1 ⊆ S ∗
∑
ij

Dij(A) + S ∗
(∑

ij

∑
kl

Dij(A) ◦Dkl(A)
)

= 0.

Поэтому [Dij(A), A] = 0. Тогда по предложению 6

[A,A] ⊆
∑
ij

[Dij(A), A] +
∑
ij

∑
kl

[Dij(A)Dkl(A), A] =
∑
ij

∑
kl

[Dij(A) ◦Dkl(A), A]

⊆
∑
ij

[Dij(A), A] ◦Dkl(A) +
∑
ij

∑
kl

Dij(A) ◦ [Dkl(A), A] = 0.

В силу предложения 7 из [6] выполнено

Предложение 9. Пусть J — простая йорданова супералгебра. Тогда для
любых a, b ∈ A и x, y ∈M в алгебре U справедливо [a, x] ∗ [b, y] = 0.

Предложение 10. Пусть J — простая йорданова супералгебра. Тогда
четная часть U0 супералгебры U линейно порождается элементами вида

a ∗ xk1
1 ∗ · · · ∗ xknn , a ∗ xl11 ∗ · · · ∗ xlnn ∗ [b, xi],

где a, b ∈ A, k1 + · · ·+ kn = 2p, l1 + · · ·+ ln = 2q − 1, а нечетная часть U1 —

a ∗ xk1
1 ∗ · · · ∗ xknn , a ∗ xl11 ∗ · · · ∗ xlnn ∗ [b, xi],
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где a, b ∈ A, k1 + · · ·+ kn = 2p− 1, l1 + · · ·+ ln = 2q.
Доказательство. Для u = xi1 ∗ · · · ∗ xim , где i1 ≤ · · · ≤ im, через V обо-

значим множество элементов, состоящих из произведения (возможно, пустого)
xij1 , xij2 , . . . , xijr , входящих в u, причем ij1 ≤ ij2 ≤ · · · ≤ ijr .

Пусть u = xi1 ∗ · · · ∗ xi2k , где i1 ≤ · · · ≤ i2k. Покажем, что u ∗ a =
∑
v∈V

av ∗ v

для элемента a ∈ A, где все av ∈ A. В силу предложения 8

xi ∗ xj ∗ a = a ∗ xi ∗ xj + [xi ∗ xj , a] = a ∗ xi ∗ xj +
1
2
[xi ◦ xj + [xi, xj ], a]

= a ∗ xi ∗ xj +
1
2
[xi ◦ xj , a].

Так как [xi ◦ xj , a] = 8Dij(a) ∈ A, при k = 1 все доказано. Поскольку

u ∗ a = xi1 ∗ · · · ∗ x2(k−1) ∗ a ∗ x2k−1 ∗ xi2k + xi1 ∗ · · · ∗ x2(k−1) ∗ [x2k−1 ∗ xi2k , a]

и [x2k−1 ∗ xi2k , a] ∈ A, несложной индукцией получаем искомый результат.
Пусть u = xi1 ∗ · · · ∗ xi2k+1 , где i1 ≤ · · · ≤ i2k+1. Тогда

u ∗ a =
∑
v∈V

av ∗ v + xi1 ∗ · · · ∗ xi2k ∗ [xi2k+1 , a].

Так как

u ∗ a = xi1 ∗ · · · ∗ xi2k ∗ a ∗ xi2k+1 + xi1 ∗ · · · ∗ xi2k ∗ [xi2k+1 , a],

по доказанному выше получаем искомый результат.
Пусть u = xi1∗· · ·∗xik , где i1 ≤ · · · ≤ ik. Покажем, что u∗xr =

∑
i
a∗ui+

∑
i
bi∗

wi ∗ [ci, xri ], где каждый ui имеет вид xj1 ∗ · · · ∗ xjl , j1 ≤ · · · ≤ jl ≤ max(ik, xr),
каждый wj имеет вид xj1 ∗ · · · ∗ xjl , j1 ≤ · · · ≤ jl ≤ rj ≤ ik, ai, bi, ci ∈ A и
{j1, . . . , jl, ri} ⊆ {i1, . . . , ik, r}.

Если ik ≤ r, то все доказано. Поэтому можно считать, что ik > r. В этом
случае

u ∗ xr = xi1 ∗ · · · ∗ xik−1 ∗ xr ∗ xik + xi1 ∗ · · · ∗ xik−1 ∗ [xik , xr].

Заметим, что [xik , xr] = 2γikr ∈ A. Если k = 1, то все доказано.
Пусть k > 1. Если ik−1 ≤ r, то все доказано. Пусть r < ik−1. Тогда по

предположению индукции можно считать, что

xi1 ∗ · · · ∗ xik−1 ∗ xr =
∑
i

a ∗ ui +
∑
i

bi ∗ wi ∗ [ci, xri ]

и все ui, wi имеют указанный вид. Поэтому

u ∗ xr =
∑
i

ai ∗ ui ∗ xik +
∑
i

bi ∗ wi ∗ [ci, xri ] ∗ xik ,

где ui ∗ xik имеет указанный выше вид. Поскольку

[ci, xri ] ∗ xik = −xri ∗ [ci, xik ] + [ci, xri ∗ xik ]

= −xri ∗ [ci, xik ] +
1
2
[ci, xri ◦ xik + [xri , xik ]] = −xri ∗ [ci, xik ] +

1
2
[ci, xri ◦ xik ]

и [ci, xri ◦ xik ] ∈ A, то wi ∗ [ci, xri ] ∗ xik имеет указанный вид.
Отсюда следуют все утверждения данного предложения.
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Предложение 11. Пусть йорданова супералгебра J проста. Тогда в ал-
гебре U существуют ортогональные идемпотенты e1, e2 такие, что e1 + e2 = 1,
[ei, U0] = 0, i = 1, 2, M ⊆ e1 ∗U1 ∗ e2 + e2 ∗U1 ∗ e1, [A,M ] ⊆ e1 ∗ [A,M ] ∗ e2. Пусть

V = span
{
ai ∗ xk1i

1 ∗ · · · ∗ xknin | k1i + · · ·+ kni = 2ri
}
.

Тогда U0 = V ∗e1+V ∗e2, U1 = U0∗x1+· · ·+U0∗xn+U0∗[d1, x1]+· · ·+U0∗[dn, xn],
d1, . . . , dn ∈ A.

Доказательство. Так как супералгебра J проста, алгебра A дифферен-
циально проста относительно множества дифференцирований �. Поэтому 1 =∑
ijk
bkDij(ck). Следовательно, 1 =

∑
i
Dxi,zi(ai) =

∑
i

(ai, xi, zi), где ai ∈ A, zi ∈M

для всех i. Тогда в алгебре U имеем 1 = 1
2

∑
i

[ai, yi] ◦ xi, где yi ∈M для всех i.

Рассмотрим s = 1
2

∑
i

[[ai, yi], xi]. В силу предложения 12 из [6] s2 = 1,

[[A,M ],M ] ◦M ⊆ [A,M ], [[A,M ],M ] ◦ [A,M ] = 0, [A, s] = 0 и [[A,M ],M ] = A ◦ s.
Отсюда для m ∈M получаем

2s ∗m ∗ s = (m ◦ s) ◦ s−m ◦ s2 = −2m.

Следовательно, m ◦ s = 0.
Пусть e1 = 1

2 (1 + s), e2 = 1
2 (1− s). Тогда e1 = 1

2
∑
i

[ai, yi] ∗ xi, e2 = 1
2

∑
i
xi ∗

[ai, yi] и [A, ei] = 0. Так как s◦m = 0 для любого m ∈M , то ei◦m = m. Поэтому

[xi ∗ xj , e1] =
1
2
[xi ◦ xj + [xi, xj ], e1] =

1
2
[xi ◦ xj , e1]

= −1
2
[xj ◦ e1, xi]−

1
2
[e1 ◦ xi, xj ] = −1

2
[xj xi]−

1
2
[xi, xj ] = 0.

Отсюда легко получить, что [e1, U0] = 0.
Рассмотрим u = a ∗ xk1

1 ∗ · · · ∗ xknn ∗ [b, xi] ∈ U0. Будем считать, что kn > 0.
Тогда

u = a ∗ xk1
1 ∗ · · · ∗ xkn−1

n ∗
(

1
2
xkn ◦ [b, xi]−

1
2
[xkn , [b, xi]]

)
.

Так как xkn ◦ [b, xi] ∈ A и [xkn , [b, xi]] ∈ A ◦ s, имеем

u =
∑
i

ai ∗ xk1i
1i ∗ · · · ∗ xknini +

∑
i

bi ∗ xl1i1i ∗ · · · ∗ x
lni
ni ∗ s,

где k1i+· · ·+kni = 2ri, l1i+· · ·+lni = 2li. Следовательно, U0 = V ∗e1+V ∗e2. Ясно,
что M ⊆ e1 ∗U1 ∗ e2 + e2 ∗U1 ∗ e1. В силу предложения 9 [A,M ] ⊆ e1 ∗ [A,M ] ∗ e2.

Пусть f(x, y) = x2 + y4− 1 и � = F [x, y]/f(x, y)F [x, y]). Тогда � = A+M —
Z2-градуированная алгебра. Рассмотрим множество дифференцирований

� = {D11, D12, D22},

где

D11 = x2D, D12 = xyD, D22 = y2D, D = 2y3 ∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Тогда J(A,�) — простая йорданова супералгебра. Пусть U — универсальная
ассоциативная обертывающая супералгебры J(A,�).
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Пусть W = �[t] — дифференциальная алгебра относительно дифференци-
рования D. Тогда W допускает Z2-градуировку, W0 = A[t], W1 = M [t]. В ал-
гебре M2(W ) рассмотрим Z2-градуированную подалгебру E с градуировкой

E0 =
{(

a 0
0 b

)
| a, b ∈W0

}
, E1 =

{(
0 v
w 0

)
| v, w ∈W1

}
.

Тогда m : J(A,�) 7→ E, заданное правилом

m(a) =
(
a 0
0 a

)
, a ∈ A,

m(x) =
(

0 4xt+ 4y3

−x 0

)
, m(y) = y 7→

(
0 4yt− 2x
−y 0

)
,

является ассоциативной специализацией супералгебры J(A,�). Следовательно,
существует гомоморфизм супералгебр u : U 7→ E такой, что (ui)(z) = m(z), где
z ∈ J(A,�) и i — вложение J(A,�) в U (+)s . Нетрудно показать, что u —
эпиморфизм и для идемпотентов e1, e2 из предложения 11

u(e1) =
(

1 0
0 0

)
, u(e2) =

(
0 0
0 1

)
.

Вопрос. Является ли u изоморфизмом?
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