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1. Введение и предварительные результаты

Работы [1, 2] об ультрараспределениях полугрупп расширяют классическую
теорию полугрупп (см. [3–8]). Оучи [9] впервые представил класс полугрупп
гиперфункций, более общий, чем распределения и ультрараспределения полу-
групп, а в [10] он рассмотрел абстрактную задачу Коши в пространстве гипер-
функций. Генераторы полугрупп гиперфункций в смысле [9] не обязательно
плотно определены. Неплотно определенные генераторы A приводят к более
широкому понятию, чем плотно определенные генераторы полугрупп. В дей-
ствительности, интерес к так называемым интегрируемым и, более общо, конво-
люционным полугруппам возникает благодаря анализу задач Коши с неплотно
заданными операторами. А. Н. Кочубей [11] рассмотрел гиперфункциональ-
ные решения абстрактных дифференциальных уравнений высокого порядка.
Мы проанализируем полугруппы гиперфункций Фурье с неплотно определен-
ными генераторами, продолжая исследования ультрараспределений полугрупп
типа Румье и построенных в [1] примеров умеренных ультрараспределений по-
лугрупп [1], а также полугруппы гиперфункций Фурье с неплотно определенны-
ми генераторами. Анализ из [12, теорема 2′] дает пример плотно определенного
оператора A в пространстве Харди H2(C+), который порождает полугруппу
гиперфункций из [9], но не является генератором ни ультрараспределений по-
лугрупп, ни (локально) интегрируемых C-полугрупп, C ∈ L(H2(C+)). Заме-
тим, что C представляет непрерывную шкалу для понимания того, насколько
абстрактная задача Коши далека от корректности, т. е. возможности для A
порождать C0-полугруппу.

Нас, в основном, интересует существование фундаментальных решений за-
дачи Коши с начальными данными в виде гиперфункции.

В определении инфинитезимальных генераторов для распределений и уль-
трараспределений полугрупп в неквазианалитическом случае все авторы ис-
пользуют пробные функции с носителем в [0,∞). Такой подход не может быть
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применен в случае полугрупп гиперфункций Фурье, поскольку в квазианали-
тическом случае только нулевая функция обладает этим свойством. Поэтому
определим такие полугруппы на пробных пространствах P∗ и P∗,a (a > 0),
однако аксиомы для них и определение инфинитезимального генератора даны
на подпространствах указанных пространств, состоящих из функций φ таких,
что φ(0) = 0 и φ′(0) = 0. Заметим, что то же самое можно сделать для распре-
делений и ультрараспределений полугрупп (оставим это для другой статьи).

Разд. 2 посвящен полугруппам гиперфункций Фурье. Как отмечалось ра-
нее, определение таких полугрупп существенно отличается от определения уль-
трараспределений полугрупп, поскольку не могут быть использованы пробные
функции с носителем, ограниченным слева. Полугруппы гиперфункций Фурье
с плотно определенными инфинитезимальными генераторами введены в [13] в
связи с соответствующей задачей Коши [5]. Проведем структурные и спектраль-
ные характеризации полугрупп Фурье и экспоненциально ограниченных полу-
групп гиперфункций Фурье с неплотными инфинитезимальными генераторами
и опишем их связь с конволюционными полугруппами и соответствующими за-
дачами Коши. Спектральные свойства полугрупп гиперфункций позволяют
по-новому взглянуть на результаты Оучи.

1.1. Пространства гиперфункций и гиперфункций типа Фурье. Ос-
новные факты о гиперфункциях и гиперфункциях Фурье, полученные Сато,
могут быть найдены в [14] (см. также [15–18]). Пусть E — банахово простран-
ство, � — открытое множество в C, содержащее открытое множество I ⊂ R
как замкнутое подмножество, и пусть O(�) — пространство E-значных голо-
морфных функций на � с топологией равномерной сходимости на компактах
из �. Определим пространство E-значных гиперфункций на I следующим об-
разом: B(I, E) := O(� \ I, E)/O(�,E). Представитель f = [f(z)] ∈ B(I, E),
f ∈ O(�\I, E), называется определяющей функцией для f . Пространство гипер-
функций с носителем в компактном множествеK ⊂ I со значениями в E обозна-
чим через �K(I,B(E)) = B(K,E). Это пространство непрерывных линейных
отображений из A (K) в E, где A (K) — индуктивное пространство предельного
типа аналитических функций в окрестностях K, снабженное соответствующей
топологией [19]. Обозначим через A (R) пространство вещественных аналити-
ческих функций на R: A (R) = proj lim

KbR
A (K). Пространство непрерывных

линейных отображений из A (R) в E, обозначаемое через Bc(R, E), состоит из
элементов B(K,E) с компактным носителем, где K пробегает семейство всех
компактных множеств в R. Обозначим черезB+(R, E) пространство E-значных
гиперфункций с носителями в [0,∞). Как и в скалярном случае (E = R), если

f ∈ Bc(R, E) и supp f ⊂ {a}, то f =
∞∑
n=0

δ(n)(·−a)xn, xn ∈ E, где lim
n→∞

(n!‖xn‖)1/n

= 0. Пусть D = {−∞,+∞} ∪ R — радиальная компактификация пространства
R. Положим Iν = (−1/ν, 1/ν), ν > 0. При δ > 0 пространство Õ−δ(D+iIν) опре-
деляется как подпространство O(R + iIν) со следующим свойством: для любых
K b Iν и ε > 0 существует C > 0 такое, что |F (z)| ≤ Ce−(δ−ε)|Re z|, z ∈ R + iK.
ТогдаP∗(D) := ind lim

n→∞
Õ−1/n(D+iIn) — пространство всех быстро убывающих

вещественных аналитических функций (сравни [14, определение 8.2.1]), а про-
странство гиперфункций Фурье Q(D, E) — пространство непрерывных линей-
ных отображений изP∗(D) в E, снабженное сильной топологией. Заметим, что
гиперфункции Фурье были впервые введены Сато в [20] и назывались медлен-
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но растущими гиперфункциями. Отметим также, что индекс ∗ в P∗(D) имеет
не тот же смысл, что в случае ультрараспределений. Это часто используемое
в литературе обозначение (сравни [14]). Напомним, что сужение отображения
Q(D, E) → B(R, E) сюръективно (см. [14, теорема 8.4.1]). Об отношениях меж-
ду пространствами B(R) и Q(D) можно узнать из [14, гл. 8].

Напомним [14], что оператор вида

P (d/dx) =
∞∑
k=0

bk(d/dx)k

называется локальным оператором, если lim
k→∞

(|bk|k!)1/k = 0. Композиция и
сумма локальных операторов снова является локальным оператором.

Главное структурное свойство Q(D) означает, что любой элемент f ∈ Q(D)
имеет вид f = P (d/dx)F , где P — локальный оператор, F — непрерывная мед-
ленно растущая функция, т. е. для любого ε > 0 существует Cε > 0 такое,
что |F (x)| ≤ Cεeε|x|, x ∈ R. Переформулируем следующую глобальную струк-
турную теорему (сравни [14, предложение 8.1.6, лемма 8.1.7, теорема 8.4.9])
с участием последовательности (Lp)p.

Определим оператор

PLp(d/dx) =
∞∏
p=1

(
1 +

L2
p

p2
d2

dx2

)
=

∞∑
p=0

ap
dp

dxp
, (1.1)

где (Lp)p — сходящаяся к 0 последовательность. Этот оператор локален. Назо-
вем его оператором гиперфункции. Верно следующее

Утверждение [14]. Пусть T ∈ Q(D, E). Существуют локальный оператор
PLp(−id/dx) (c соответствующей последовательностью (Lp)p) и непрерывная
медленно возрастающая функция f : R → E такие, что для любого ε > 0
найдется Cε > 0 такое, что ‖f(x)‖ ≤ Cεeε|x|, x ∈ R, и T = PLp(−id/dx)f .

Если носитель гиперфункции компактен, supp f ⊂ K, f ∈ B(K,E), то име-
ет место указанное представление с соответствующим локальным оператором
PLp(−id/dx) и непрерывной E-значной функцией в окрестности K.

Пространства гиперфункций Фурье исследованы также в [21, 22]. В со-
ответствии с таким подходом P∗(D) (топологически) равно пространству C∞-
функций φ, определенных на R свойством (∃h > 0) (‖φ‖h <∞), где нормы ‖·‖h,
h > 0, заданы формулами

‖φ‖h := sup{‖φ(n)(x)‖e|x|/h/(hnn!) : n ∈ N0, x ∈ R},

снабженному соответствующей индуктивной предельной топологией при h →
+∞. Следующая лемма может быть доказана стандартными рассуждениями
с участием норм ‖φ‖h.

Лемма 1.1. Если φ, ψ ∈P∗(D), то

φ ∗0 ψ =
x∫

0

φ(t)ψ(x− t) dt, x > 0,

принадлежит P∗(D) и отображение ∗0 :P∗(D)×P∗(D) →P∗(D) непрерывно.
Доказательство. Пусть x ∈ R, n ∈ N и для h1 > 0 верно ‖φ‖h1 < ∞.

Пусть ‖ψ‖h
2
<∞ для h > 2h1, и положим h2 = hh1

h−h1
. Воспользуемся следующим
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неравенством, верным для всех t:

|x|
h
≤ |x− t|

h
+
|t|
h
≤ |x− t|

h
+
|t|
h1

− |t|
h2
.

Имеем

sup
n∈N0, x∈R

e|x|/h
∣∣∣∣( x∫

0
φ(t)ψ(x− t) dt

)(n)∣∣∣∣
hnn!

≤ sup
n∈N0, x∈R

e|x|/h
x∫
0
|φ(t)ψ(n)(x− t)| dt

hnn!

+
n−1∑
j=0

sup
n∈N, x∈R

e|x|/h|φ(j)(x)||ψ(n−1−j)(0)|
hnn!

= I + II.

Оценим отдельно I и II:

I ≤ sup
t∈R

(|φ(t)|e
|t|
h1 )

 x∫
0

e−
|t|
h2 dt

 sup
n∈N0, x,t∈R

|ψ(n)(x− t)|e|x−t|/h

hnn!
,

II ≤ 1
2n

n−1∑
j=0

sup
j∈N0, x∈R

e|x|/h|φ(j)(x)|
(h/2)jj!

sup
n−j∈N0

|ψ(n−1−j)(0)|
(h/2)n−j(n− j)!

.

Отсюда φ ∗0 ψ ∈ P∗(D). Непрерывность отображения ∗0 : P∗(D) ×P∗(D) →
P∗(D) доказывается аналогично. Лемма доказана. �

Перенесем определения и утверждения для умеренных ультрараспределе-
ний Румье на гиперфункции Фурье.

Определение 1.2. Пусть a ≥ 0. Тогда

P∗,a(D) := {φ ∈ C∞(R) : ea·φ ∈P∗(D)}.

Определим сходимость в этом пространстве:

φn → 0 в P∗,a(D) тогда и только тогда, когда ea·φn → 0 в P∗(D).

Обозначим через Qa(D, E) пространство непрерывных линейных отображений
из P∗,a(D) в E с сильной топологией.

Имеем

F ∈ Qa(D, E) тогда и только тогда, когда e−a·F ∈ Q(D, E). (1.2)

Предложение 1.3. Пусть G ∈ Qa(D, L(E)). Тогда существуют локаль-
ный оператор P и функция g ∈ C(R, L(E)) такие, что для любого ε > 0 суще-
ствует Cε > 0 такое, что

e−ax‖g(x)‖ ≤ Cεe
ε|x|, x ∈ R, G = P (d/dx)g.

Доказательство. Поскольку e−a·G ∈ Q(D, L(E)), в силу структурной
теоремы для пространства Q(D, L(E)) существуют локальный оператор P и
функция g1 такие, что для любого ε > 0 найдется Cε > 0 такое, что

‖g1(x)‖ ≤ Cεe
ε|x|, x ∈ R, G = eaxP (d/dx)g1.
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Положим g(x) = eaxg1(x), x ∈ R. По формуле Лейбница имеем

eaxP (d/dx)g1(x) =
∞∑
t=0

( ∞∑
k=0

(
t+ k

t

)
(−1)kakbk+t

)
(eaxg1(x))(t).

Утверждение будет доказано, если покажем, что lim
|t|→∞

(|ct|t!)
1
t = 0, где ct =

∞∑
k=0

(k+t
k

)
akbk+t. Используем неравенство

(
t+ k

k

)
≤ (t+ k)k ≤ 2kkk + 2ktk ≤ 2k(kk + kket) = 2kkk(1 + et),

где tk ≤ kket, которое очевидно для k ≥ t. При k < t положим k = νt. Пусть
сначала ν ln ν ∈ (−1, 0). Тогда νt ln t ≤ νt ln t+ νt ln ν + t. Тем самым tk ≤ kket.
Далее,

ct =
∞∑
k=0

2kkk(1 + et)akbk+t =
∞∑
k=0

(2a)kkk(1 + et)bk+t.

Коэффициенты bk+t суть коэффициенты локального оператора, поэтому для
любого ε > 0 существуетM ∈ N такое, что |bk+t|(t+k)! < εt+k для всех t+k > M .
Таким образом, имеем

t!|ct| ≤ (1 + et)
∞∑
k=0

(2a)kkk(t+ k)!t!|bk+t|
(t+ k)!

≤
∞∑
k=0

(2a)k(1 + e)tekk!t!(t+ k)!|bt+k|
(t+ k)!

≤
∞∑
k=0

(2a)k(1 + et)ekk!t!(t+ k)!|bt+k|
t!k!

≤
∞∑
k=0

(2ae)k(1 + et)εt+k = (1 + et)εt
∞∑
k=0

(2aeε)k,

откуда следует требуемое утверждение, поскольку можно выбрать ε сколь угод-
но малым. �

Замечание 1.4. В силу леммы 1.1 легко показать, что если φ, ψ ∈P∗,a(D),
то φ ∗0 ψ ∈P∗,a(D) и отображение ∗0 :P∗,a(D)×P∗,a(D) →P∗,a(D) непрерыв-
но.

Для преобразования Лапласа определим пространство P∗([−r,∞]), r > 0.
Заметим, что [−r,∞] компактно в D.

ПространствоP∗([−r,∞], h) определим как пространство гладких функции
φ на (−r,∞) со свойством ‖φ‖∗,−r,h <∞, где

‖φ‖∗,−r,h := sup
{
‖φ(α)(x)‖e|x|/h

hαα!
: α ∈ N0, x ∈ (−r,∞)

}
.

Тогда
P∗([−r,∞]) := ind lim

h→+∞
P∗([−r,∞], h).

Лемма 1.5. Пространство P∗(D) плотно в P∗([−r,∞]).
Доказательство. Утверждение следует из леммы 8.6.4 в [14]. �
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Для a ≥ 0 определим пространство

P∗,a([−r,∞]) := {φ : ea·φ ∈P∗([−r,∞])}.

Зададим топологию на P∗,a([−r,∞]):

lim
n→∞

φn = 0 в P∗,a([−r,∞]) тогда и только тогда,

когда lim
n→∞

ea·φn = 0 в P∗([−r,∞]).

Если a ≥ 0 и e−a·G ∈ Q+(D, L(E)), то G может быть продолжено на элемен-
ты пространства непрерывных линейных отображений из P∗,a([−r,∞]) в L(E)
с сильной топологией. Это продолжение единственно в силу леммы 1.5. Ис-
пользуем это для определения преобразования Лапласа G.

2. Полугруппы гиперфункций Фурье

Определение полугрупп (экспоненциальных) гиперфункций Фурье с плотно
определенными инфинитезимальными генераторами (см. [13, определение 2.1])
дано в базисе пространства P0, структура которого недостаточно ясна. Дадим
другое определение, связанное с неплотно определенными инфинитезимальны-
ми генераторами.

Далее обозначим через Q+(D, L(E)) пространство операторнозначных ги-
перфункций Фурье с носителем в [0,∞]. А именно, если f ∈ Q+(D, L(E)) пред-
ставима в виде f(t, ·) = F+(t+ i0, ·)−F−(t− i0, ·), где F+ и F− — определяющие
функции для f (см. [14, определения 1.3.6, 8.3.1]), γ+ и γ− — кусочно гладкие
пути, соединяющие точки −a (a > 0) и ∞, такие, что γ+ и γ− лежат в верхней и
нижней полуплоскостях соответственно, а также в полосе вокруг R, зависящей
от f , то для любого ψ ∈P∗(D)∫

R

f(t)ψ(t) dt =
∞∫
0

f(t)ψ(t) dt :=
∫
γ+

F+(z)ψ(z) dz −
∫
γ−

F−(z)ψ(z) dz.

Для этого выражения будем использовать обозначение 〈f, ψ〉, поскольку при-
держиваемся дуального подхода Чонга и Кима.

Пусть ϕ ∈P∗ и f(t, ·) = F+(t+ i0, ·)− F−(t− i0, ·) — элемент Q+(D, L(E)).
Тогда

ϕ(t)f(t, ·) := ϕ(t)F+(t+ i0, ·)− ϕ(t)F−(t− i0, ·).

Обозначим через P0
∗ подпространство P∗, состоящее из функций φ таких,

что φ(0) = 0. Рассмотрим также P00
∗ — подпространство P∗, состоящее из

функций ψ таких, что ψ(0) = 0 и ψ′(0) = 0. Любая ψ ∈ P∗ может быть
записана в виде

ψ(t) = ψ(0)φ0(t) + θ(t), t ∈ R, (2.1)

ψ(t) = ψ(0)φ0(t) + ψ′(0)φ1(t) + θ̃(t), t ∈ R, (2.2)

где φ0, φ1 — фиксированные элементы P∗ такие, что φ0(0) = 1, φ′0(0) = 0,
φ1(0) = 0, φ′1(0) = 1 и θ изменяется на P0

∗ , а θ̃ — на P00
∗ . Определим P0

∗a

как пространство функций φ ∈ P∗,a таких, что φ(0) = 0, а P00
∗,a — как про-

странство функций φ ∈ P∗,a таких, что φ(0) = 0, φ′(0) = 0. Заметим, что
разложения, аналогичные (2.1) и (2.2), имеют место для элементовP0

∗,a иP00
∗,a

соответственно.
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Определение 2.1. Элемент G ∈ Q+(D, L(E)) называется полугруппой ги-
перфункций pre-Фурье, если выполнено следующее условие:

(H.1) G(φ ∗0 ψ) = G(φ)G(ψ), φ, ψ ∈P∗(D).
Полугруппа гиперфункций pre-ФурьеG называется полугруппой гиперфунк-

ций Фурье (кратко FHSG), если в дополнение выполнено условие
(H.2) N (G) :=

⋂
φ∈P00

∗ (D)
N(G(φ)) = {0}.

Если верно условие
(H.3) R(G) :=

⋃
φ∈P00

∗ (D)
R(G(φ)) плотно в E,

то G называется плотной (FHSG).
Если e−a·G ∈ Q+(D, L(E)) для некоторого a > 0 и имеет место (H.1) при

φ, ψ ∈ P∗,a(D), то G называется экспоненциально ограниченной полугруппой
гиперфункций pre-Фурье. Если (H.2) и (H.3) выполнены для φ ∈P00

∗,a(D), то G
называется плотно экспоненциальной полугруппой гиперфункций Фурье (крат-
ко EFHSG).

Пусть A — замкнутый оператор. Обозначим через [D(A)] банахово про-
странство D(A) с нормой графика ‖x‖[D(A)] = ‖x‖+‖Ax‖, x ∈ D(A). Аналогич-
но [5, определения 2.1, 3.1] дадим

Определение 2.2. Пусть A — замкнутый оператор. Тогда гиперфунк-
ция Фурье G ∈ Q+(D, L(E, [D(A)])) — фундаментальное решение для A, если
P ∗G = δ⊗IE иG∗P = δ⊗I[D(A)], где P := δ′⊗ID(A)−δ⊗A ∈ Q+(D, L([D(A)], E));
гиперфункцию Фурье G называют экспоненциальным фундаментальным реше-
нием для A, если при этом

e−a·G ∈ Q+(D, L(E, [D(A)])) для некоторого a > 0.

Аналогично если экспоненциальная гиперфункция Фурье G — фундаменталь-
ное решение для A, удовлетворяющее условию (H.3), то экспоненциальная ги-
перфункция ФурьеG называется плотным фундаментальным решением дляA.

Пусть a ≥ 0 и α ∈ P∗a — четная функция такая, что
∫
α(t) dt = 1. Пусть

sgn(x) := 1, x > 0, sgn(x) := −1, x < 0, и sgn(0) := 0. Сеть вида δε = α(·/ε)/ε,
ε ∈ (0, 1), называется дельта-сетью в P∗a. Беря разные α с указанными свой-
ствами, получим множество дельта-сетей в P∗a. Ясно, что всякая дельта-сеть
сходится к δ при ε→ 0 в Q(D). Для x ∈ R определим

δ ∗0 φ(x) := 2 sgn(x) lim
ε→0

δε ∗0 φ(x) = φ(x), φ ∈P0
∗,a,

δ′ ∗0 φ(x) := 2 sgn(x) lim
ε→0

δ′ε ∗0 φ(x) = φ′(x), φ ∈P00
∗,a.

Определение 2.3. Пусть a ≥ 0 и G — (EFHSG). Тогда
1. G(δ)x := y в том и только в том случае, если G(δ ∗0 φ)x = G(φ)y для

любого φ ∈P0
∗,a(D).

2. G(−δ′)x := y, если G(−δ′ ∗0 φ)x = G(φ)y для любого φ ∈P00
∗,a(D).

A = G(−δ′) называется инфинитезимальным генератором G.

Таким образом, G(δ) — тождественный оператор. Для доказательства од-
нозначности функции G(−δ′) надо убедиться в том, что G(−δ′)x = y1 для лю-
бого x ∈ E и G(−δ′)x = y2 влечет y1 = y2. Тем самым надо показать, что

G(φ′)x = G(φ)y1, G(φ′)x = G(φ)y2, φ ∈P00
∗ =⇒ y1 = y2.
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Предложение 2.4. Если G(φ′)x = 0 для любого φ ∈P00
∗,a, то x = 0.

Доказательство. Покажем, что предположение G(φ)y = 0 для любого
φ ∈P0

∗,a влечет y = 0. В силу (2.1) для любой φ0 ∈P∗,a такой, что φ0(0) = c 6=
0, имеем

G(ψ)y =
ψ(0)
c

G(φ0)y, ψ ∈P∗,a.

Пусть φ, ψ — произвольные элементы P∗,a. Так как G(φ ∗0 ψ)y = G(φ)G(ψ)y и
φ ∗0 ψ(0) = 0, для z = G(ψ)y получаем

G(φ ∗0 ψ)y = G(φ)z = 0, φ ∈P∗,a =⇒ z = 0.

Значит, G(ψ)y = 0 для любой ψ ∈P∗,a, откуда y = 0.
Ввиду (2.2) для любой ψ ∈P∗,a имеем

G(ψ′)x = ψ(0)G(φ′0)x+ ψ′(0)G(φ′1)x = 0.

Обозначим через P10 множество φ0 ∈P∗ таких, что φ1(0) = c 6= 0, φ′1(0) = 0, а
через P01 — множество всех φ1 ∈P∗ таких, что φ0(0) = 0, φ′0(0) = c 6= 0.

Имеем следующие случаи:

(∀φ0 ∈ P10) (∀φ1 ∈ P01) (G(φ0)x = 0, G(φ1)x = 0),

(∀φ0 ∈ P10) (∃φ1 ∈ P01) (G(φ0)x = 0, G(φ1)x 6= 0),

(∃φ0 ∈ P10) (∀φ1 ∈ P01) (G(φ0)x 6= 0, G(φ1)x = 0),

(∃φ0 ∈ P10) (∃φ1 ∈ P01) (G(φ0)x 6= 0, G(φ1)x 6= 0).

В первом случае в силу (2.2) имеем G(−ψ′)x = 0, ψ ∈ P∗,a. Отсюда стан-
дартными рассуждениями получаем

G(ψ)x = C

∫
R

ψ(t) dt x = 0, ψ ∈P∗,a,

что верно при C = 0.
Рассмотрим четвертый случай. Имеем

G(ψ′)x = C1〈δ, ψ〉x+ C2〈δ′, ψ〉x,

значит,
G(ψ′)x = C1〈δ, ψ〉x+ C2〈δ′, ψ〉x+ C3〈1, ψ〉x,

где 〈1, ψ〉x =
∫
R
ψ(t) dt x. По свойству полугруппы C1 = C2 = C3 = 0, откуда

заключаем, что x = 0. Второй и третий случаи рассматриваются аналогично.
Предложение доказано. �

2.1. Преобразование Лапласа и характеризации полугрупп гипер-
функций Фурье. Представленные в этом пункте утверждения относительно
преобразования Лапласа новые, но доказательства их довольно просты. Они
основаны на технике, развитой Комацу [23–25].

Для любого r > 0 имеем Eλ = e−λ· ∈P∗((−r,∞]) для всех λ ∈ C, Reλ > 0.
Определим преобразование Лапласа G ∈ Q+(D, L(E)) следующим образом:

LG(λ) = Ĝ(λ) := G(Eλ), Reλ > 0.
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Предложение 2.5. Существует локальный оператор P такой, что

‖Ĝ(λ)‖ ≤ |P (λ)|, Reλ > 0.
Доказательство этого утверждения проще, чем в случае ультрараспределе-

ний Румье.
Если e−a·G ∈ Q+(D, L(E)), то определим преобразование Лапласа G так:

L (G)(λ) = Ĝ(λ) := G(Eλ), Reλ > a.

Это аналитическая функция, определенная на {λ ∈ C : Reλ > a}, и существует
локальный оператор P такой, что ‖Ĝ(λ)‖ ≤ |P (λ)|, Reλ > a.

Замечание 2.6. Аналогично случаю Румье можно доказать следующее

Утверждение. Если гиперфункция Фурье G ∈ Q+(D, L(E, [D(A)])) —
фундаментальное решение для A, то G — полугруппа гиперфункций pre-Фурье.

Как и в случае ультрараспределений, G не должно быть (FHSG).

Структурные свойства полугрупп гиперфункций Фурье аналогичны свой-
ствам полугрупп ультрараспределений класса Румье. Для существенно отли-
чающихся доказательств соответствующих результатов используем следующую
лемму, где снова используем преобразование Фурье вместо преобразования Ла-
пласа.

Лемма 2.7. Пусть PLp имеет вид (1.1). Отображение
PLp(id/dt) :P∗(D) →P∗(D), φ 7→ PLp(id/dt)φ

является непрерывной линейной биекцией.
Доказательство. В силу [14, предложение 8.2.2] из φ ∈ P∗(D) следует,

чтоF (φ) ∈P∗(D). Значит, |F (φ)(z)| ≤ Cεe(−1/n−ε)|Re z|, z ∈ R+In, для некото-
рого n ∈ N, любого ε > 0 и соответствующего Cε > 0. Из [14, предложение 8.1.6,
лемма 8.1.7, теорема 8.4.9] простыми преобразованиями получаем

Ce
A|ζ|

r(|ζ|+1) ≤ |PLp(ζ)|, |η| ≤ |ξ|
2

+
1
L1
, ζ = ξ + iη, (2.3)

для некоторых C,A > 0 и монотонно возрастающей функции r такой, что r(0) =
1, r(∞) = ∞. Тем самым существует n0 ∈ N такое, что

F (φ)/PLp ∈ Õ−1/n0(R + iIn0).

Значит, его обратное преобразование Фурье F−1(F (φ)/PLp) является элемен-
том P∗(D). �

С помощью свойств локальных операторов и норм ‖ · ‖h, как и в случае
умеренных ультрараспределений Румье, получается

Теорема 2.8. Пусть f : {λ ∈ C : Reλ > a} → E — аналитическая функция
такая, что

‖f(λ)‖ ≤ C|P (λ)|, Reλ > a,

для некоторых C > 0 и локального оператора P , |P (λ)| > 0, Reλ > a. Пусть
локальный оператор P̃ удовлетворяет (2.3). Тогда

(∃M > 0) (∃h ∈ C∞([0,∞);E)) (∀j ∈ N0) (h(j)(0) = 0), ‖h(t)‖ ≤Meat, t ≥ 0,
и

f(λ) = P (λ)P̃ (λ)
∞∫
0

e−λth(t) dt, Reλ > a.
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Теорема 2.9. Пусть A замкнутый и плотно определенный. Тогда A по-
рождает плотную (EFHSG) в том и только том случае, когда выполнены сле-
дующие условия:

(i) {λ ∈ C : Reλ > a} ⊂ ρ(A);
(ii) существуют локальный оператор P такой, что |P (λ)| > 0, Reλ > a,

локальный оператор P̃ со свойствами из теоремы 2.8 и C > 0 такое, что

‖R(λ : A)‖ ≤ C|P (λ)P̃ (λ)|, Reλ > a;

(iii) R(λ : A) — преобразование Лапласа G, удовлетворяющего (H.2).
Доказательство. Докажем теорему при a = 0. (⇐) Теорема 2.8 влечет,

что R(λ : A) имеет вид

R(λ : A) = P (λ)P̃ (λ)
∞∫
0

e−λtS(t) dt, Reλ > 0,

где S ∈ C∞([0,∞), L(E)), S(j)(0) = 0, j ∈ N0, и для любого ε > 0 существует
M > 0 такое, что ‖S(t)‖ ≤ Meat, t ≥ 0. Отсюда R(λ : A) = L (G)(λ), Reλ > 0,
где G = P (−d/dt)P̃ (−d/dt)S, и G ∈ Q+(D, L(E)). Поскольку

(δ′ ⊗ ID(A) − δ ⊗A) ∗G = δ ⊗ IE , G ∗ (δ′ ⊗ ID(A) − δ ⊗A) = δ ⊗ ID(A)

и выполнено (iii), G — полугруппа гиперфункций Фурье.
(⇒) Положим E+

λ = EλH, R+
λ = RλH, где H — функция Хевисайда. Пусть

фиксированы G ∈ Q+(D, L(E,D(A))) и λ ∈ {z ∈ C : Reλ > a} ⊂ ρ(A). Тогда
(δ′ + λδ) ∗ E+

λ = δ. Пусть φ ∈P∗(D) и x ∈ E. Тогда

G((δ′ + λδ) ∗0 E+
λ ∗0 φ) = G(φ)x,

G(δ′ ∗0 R+
λ ∗0 φ)x+ λG(δ ∗0 E+

λ ∗0 φ)x = G(δ′)G(E+
λ ∗0 φ)x+ λĜ(λ)G(φ)x.

Значит,
−A(Ĝ(λ)G(φ)x) + λĜ(λ)G(φ)x = G(φ)x.

В силу (H.3) (−A + λ)Ĝ(λ) = I, так что ‖Ĝ(λ)‖ ≤ C|P (λ)|, Reλ > a, где P —
подходящий локальный оператор. �

Следствие 2.10. Пусть A — замкнутый линейный оператор. Если A по-
рождает (EFHSG), то выполнены пп. (i)–(iii) из теоремы 2.9.

Если выполнены пп. (i), (ii) теоремы 2.9, то гиперфункция Фурье G, опре-
деленная, как выше, является фундаментальным решением для A. Если имеет
место п. (iii), то G — (EFHSG), порожденная A.

Заметим, что в следствии 2.10 оператор A неплотно определен.
Докажем теоремы, связанные с полугруппами гиперфункций Фурье. Как

и в случае ультрараспределений, теорема может быть доказана и для (EFHSG),
но для простоты доказательства примем a = 0.

Теорема 2.11. Пусть A — замкнутый оператор в E. Если A порождает
(FHSG) G, то гиперфункция Фурье G является фундаментальным решением
для

P := δ′ ⊗ ID(A) − δ ⊗A ∈ Q+(D, L([D(A)], E)).
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В частности, если T ∈ Q+(D, E), то u = G ∗ T — единственное решение

−Au+
∂

∂t
u = T, u ∈ Q+(D, [D(A)]). (2.4)

Если suppT ⊂ [α,∞), то suppu ⊂ [α,∞).
Обратно, если гиперфункция Фурье G ∈ Q+(D, L(E, [D(A)])) — фундамен-

тальное решение для P и N (G) = {0}, то G — (FHSG) в E.
Доказательство. (⇒) Легко проверить, что (G(ψ)x,G(−ψ′)x− ψ(0)x) ∈

G(−δ′) и G — фундаментальное решение для P . Единственность u = G ∗ T —
решения (2.4) — очевидна так же, как свойство носителя решения u, если
suppT ⊂ [α,∞).

Импликация (⇐) может быть доказана, как (d)⇒(a) в [2, теорема 2.7]. �

Теорема 2.12. Для следующих утверждений:
(1) A порождает (FHSG) G;
(2) A порождает (FHSG) вида G = PLp(−id/dt)Sa,K , где SK : R → L(E) —

экспоненциально медленно возрастающая непрерывная функция и SK(t) = 0,
t ≤ 0;

(3) A — генератор глобальной K-конволюционной полугруппы (SK(t))t≥0,
где K = L −1

( 1
PLp (−iλ)

)
;

(4) задача

(δ ⊗ (−A) + δ′ ⊗ IE) ∗G = δ ⊗ IE , G ∗ (δ ⊗ (−A) + δ′ ⊗ ID(A)) = δ ⊗ ID(A)

имеет единственное решение G ∈ Q+(D, L(E, [D(A)])), где N (G) = {0};
(5) для любого ε > 0 существует Kε > 0 такое, что

ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Reλ > 0}, ‖R(λ : A)‖ ≤ Kεe
ε|λ|, Reλ > 0,

справедливы такие импликации:

(1) ⇔ (4), (1) ⇒ (3), (3) ⇒ (4), (4) ⇒ (5).

Доказательство. Эквивалентность (1) и (4) может быть доказана, как и
в случае полугрупп ультрараспределений [2, теорема 2.7].

Для доказательства (1) ⇒ (3) используется лемма 2.7 (см. (a)′ ⇒ (c)′ в
[2, теорема 2.7]). Импликация (4) ⇒ (5) получается из теоремы 2.9 и след-
ствия 2.10. В случае, когда инфинитезимальный генератор плотно определен,
Ито доказал [5] эквивалентность (5) и немного отличающегося от (4) утвержде-
ния (без предположения N (G) = {0}). Наше утверждение сильнее, поскольку
основано на структурных результатах теоремы 2.9. �

Операторы, удовлетворяющие (5), могут быть заданы согласно [26, при-
мер 1.6] с соответственно подобранной последовательностью (Mp)p∈N0 .

Определение фундаментального решения G как гиперфункции для замкну-
того линейного оператора A можно найти в [9]. Для простоты будем говорить,
что в этом случаеA порождает полугруппу гиперфункцийG. Следующее утвер-
ждение доказано в [9].

Замкнутый линейный оператор A порождает полугруппу гиперфункций то-
гда и только тогда, когда для любого ε > 0 существуют Cε, Kε > 0 такие, что

ρ(A) ⊃ �ε := {λ ∈ C : Reλ ≥ ε|λ|+ Cε}, ‖R(λ : A)‖ ≤ Kεe
ε|λ|, λ ∈ �ε.
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Приведем некоторые результаты относительно гиперфункций и конволю-
ционных полугрупп в терминах спектральных условий и асимптотического по-
ведения K̃. Схожие результаты относительно n раз интегрируемых полугрупп,
n ∈ N0, см. в [27], относительно α раз интегрируемых полугрупп, α > 0, — в [28],
относительно конволюционных полугрупп — [29, теорема 1.3.1]. Поскольку нас
интересует связь конволюционных полугрупп с полугруппами гиперфункций,
используем следующие условия на K:

(P1) K экспоненциально ограничено, т. е. существуют β ∈ R и M > 0 такие,
что |K(t)| ≤Meβt для п. в. t ≥ 0;

(P2) K̃(λ) 6= 0, Reλ > β.
В общем случае второе условие не выполняется для экспоненциально огра-

ниченных функций (ср. [30, теорема 1.11.1; 31]). Принимая во внимание [32;
33, теоремы 2.7.1, 2.7.2], сформулируем следующие утверждения.

Теорема 2.13. 1. ПустьK удовлетворяет условиям (P1), (P2) и (SK(t))t∈[0,τ),
0 < τ ≤ ∞, — K-конволюционная полугруппа, порожденная A. Пусть для лю-
бого ε > 0 существуют ε0 ∈ (0, τε) и Tε > 0 такие, что

1
|K̃(λ)|

≤ Tεe
ε0|λ|, λ ∈ �ε ∩ {λ ∈ C : Reλ > β}.

Тогда для любого ε > 0 существуют Cε > 0 и Kε > 0 такие, что

�1
ε = {λ ∈ C : Reλ ≥ ε|λ|+ Cε} ⊂ ρ(A), ‖R(λ : A)‖ ≤ Kεe

ε0|λ|, λ ∈ �1
ε.

2. Пусть K ∈ L1
loc([0, τ)) для некоторого 0 < τ ≤ 1 и A порождает K-

конволюционную полугруппу (SK(t))t∈[0,τ). Если K может быть продолжено
на функцию K1 из L1

loc([0,∞)), удовлетворяющую условию (P1), так, что ее
преобразование Лапласа имеет оценки, как в теореме 2.12, то A порождает
полугруппу гиперфункций Оучи.

3. Пусть для любого ε > 0 существуют Cε > 0 иMε > 0 такие, что �ε ⊂ ρ(A)
и ‖R(λ : A)‖ ≤Mεeε|λ|, λ ∈ �ε.

(a) Предположим, чтоK — экспоненциально ограниченная функция, преоб-
разование Лапласа которой обладает следующим свойством: существует ε0 > 0
такое, что для любого ε > 0 найдется Tε > 0, для которого

|K̃(λ)| ≤ Tεe
−ε0|λ|, λ ∈ �ε. (2.5)

Если τ > 0 и K|[0,τ) 6= 0 (K|[0,τ) — сужение K на [0, τ)), то A порождает локаль-
ную K-полугруппу на [0, τ).

(b) Пусть K — экспоненциально ограниченная функция, τ > 0 и K|[0,τ) 6= 0.
Пусть для любого ε > 0 существуют Tε > 0 и ε0 ∈ (ε(1 + τ),∞) такие, что
выполнено (2.5). Тогда A порождает локальную K-полугруппу на [0, τ).

Связь полугрупп гиперфункций и ультрараспределений с (локально ин-
тегрируемыми) регуляризованными полугруппами представляется более слож-
ной. В этой связи есть пример (см. [12]), показывающий, что существует плотно
определенный оператор A на пространстве Харди H2(C+), обладающий следу-
ющими свойствами.

1. A — генератор полугруппы гиперфункций Оучи.
2. A не является субгенератором локальной α раз интегрируемой C-полу-

группы для любых инъективной C ∈ L(H2(C+)) и α > 0.
Ясно, что существует оператор A, порождающий всю C-регуляризованную

группу, но не полугруппу гиперфункций.
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