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Аннотация. Рассматриваются обобщенные классы Хайлаша — Соболева W p
α(X),

α > 0, на ультраметрических пространствах с мерой. Изучаются массивность до-
полнения к множеству точек Лебега, вопросы о скорости сходимости средних Стек-
лова, а также задача об аппроксимации Лузина. Оценки размеров исключительных
множеств даны в терминах емкостей.

Существенно, что снято ограничение α ≤ 1, которое было необходимо в слу-
чае метрических пространств. Результаты работы были анонсированы в журнале
«Доклады национальной академии наук Беларуси».
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1. Введение

В последние годы значительно вырос интерес к анализу на метрических
пространствах с мерой, в частности, к исследованию пространств гладких функ-
ций на таких структурах. Это связано, например, с интенсивным развитием
теории фракталов, римановых пространств, пространств Харди и нелинейного
гармонического анализа.

В [1] Хайлаш ввел пространство Соболева W p
1 (X) на любом метрическом

пространстве X с s-регулярной мерой, которое при X = Rn совпадает с клас-
сическим пространством Соболева первого порядка (все необходимые опреде-
ления приведены ниже). Отметим, что работе [1] предшествовала важная ра-
бота Кальдерона [2], в которой, в частности, было дано описание пространств
W p

1 (Rn), не использующее специфических конструкций на Rn, кроме метрики
и меры.

Классы Хайлаша — Соболева W p
1 (X) интенсивно изучаются. В частно-

сти, Киннунен, Мартио рассмотрели емкости, порожденные классами W p
1 (X)

[3]. Немного позднее в терминах этих емкостей Киннунен, Латвала оценили
массивность дополнения к множеству точек Лебега функции из W p

1 (X) [4].
Задача об аппроксимации Лузина для пространств W p

1 (X) исследована
Хайлашем [1] (размеры исключительных множеств оценивались в терминах ме-
ры) и Хайлашем, Киннуненом [5] (с оценками в терминах хаусдорфовой вме-
стимости).
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Дробные шкалы пространств Хайлаша — Соболева W p
α(X), 0 < α ≤ 1,

рассматривались в работе А. С. Романова [6]. Соответствующие емкости при
0 < α ≤ 1 появились в [7] (см. также [8, 9]).

Результаты из [4, 5] перенесены на пространства W p
α(X), 0 < α ≤ 1, в рабо-

тах М. А. Прохоровича [7, 8] и В. Г. Кротова, М. А. Прохоровича [10] (оценки
размеров исключительных множеств были даны в терминах хаусдорфовой вме-
стимости и емкостей, соответствующих классам W p

α(X)). Здесь следует также
упомянуть работу В. Г. Кротова [11], в которой рассмотрена задача о скоро-
сти сходимости средних Стеклова для классов W p

α(X), 0 < α ≤ 1, с оценкой
исключительного множества в терминах емкостей.

Отметим, что на некоторых метрических пространствах классы Гёльдера
Hα(X) (а следовательно, и классы W p

α(X)) нетривиальны при некоторых зна-
чениях α > 1. Например, это так на снежинке Коха при α ≤ log 4/ log 3 (см.
работу Йонсона [12]) и на неархимедовых пространствах при всех α > 0. В этой
статье мы рассматриваем неархимедовы пространства.

Оценка исключительного множества Лебега для классов W p
α(X) при лю-

бом α > 0 получена М. А. Прохоровичем [13], а задача о скорости сходимости
средних Стеклова — В. Г. Кротовым, М. А. Прохоровичем [14]. Отметим, что
результаты из [13, 14] установлены лишь в терминах размерности Хаусдорфа —
дело в том, что на общих метрических пространствах работа с емкостями в клас-
сах W p

α(X) с α > 1 не всегда возможна, так как нетривиальные гёльдеровские
функции с показателем α > 1 и носителем на любом заданном шаре не всегда
существуют.

В терминах емкостей при любом α > 0 результаты такого сорта удалось
получить для пространств W p

α

(
Qn
l

)
, где Qn

l — ультраметрическое пространство
l-адических векторов: оценка размеров исключительного множества Лебега для
классов W p

α

(
Qn
l

)
, α > 0, установлена в [15]; скорость сходимости средних Стек-

лова изучалась в [16]; задача об аппроксимации Лузина рассматривалась в [17]
(полное доказательство приведено в [18]).

Однако класс ультраметрических пространств с условием удвоения не огра-
ничивается частным случаем пространства Qn

l . Многочисленные примеры та-
кого типа можно получить, взяв, например, пространства из [19, гл. II, § 10]
с дополнительным условием ограниченности фигурирующих там коэффициен-
тов ak. В этот же класс попадают и группы Виленкина [20] при подходящем
выборе метрики (в качестве меры следует рассматривать меру Хаара).

Нашей целью является перенос результатов, полученных для W p
α

(
Qn
l

)
, α >

0, на любое ультраметрическое пространство с удваивающейся мерой. Резуль-
таты были анонсированы в [21, 22].

Конечно, для случая X = Rn все затрагиваемые выше вопросы были изу-
чены гораздо раньше. Мы не будем приводить историю этих результатов (она
достаточно подробно изложена во многих источниках (см., например, работы
[10, 11] и библиографию там же).

Отметим, что ультраметрические пространства важны, например, при мо-
делировании энергетического ландшафта некоторых сложных молекул, а про-
цессы диффузии на ультраметрических пространствах — при моделировании
эволюции таких молекул [23]. Надеемся, что результаты о функциях на ультра-
метрических пространствах найдут применение в изучении упомянутых диф-
фузионных процессов.



Обобщенные классы Хайлаша — Соболева 1029

2. Терминология и определения

Пусть X — ультраметрическое пространство с ультраметрикой d и регуляр-
ной борелевской мерой µ. Напомним, что метрика d называется ультраметри-
кой, если выполняется сильное неравенство треугольника

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)} для любых x, y, z ∈ X. (1)

Также предполагаем выполненным следующее условие удвоения: суще-
ствует такая постоянная aµ, что

µ(B(x, 2r)) ≤ aµµ(B(x, r)), x ∈ X, r > 0. (2)

Здесь B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} — шар с центром в точке x ∈ X радиуса
r > 0.

Условие (2) допускает количественную переформулировку (см., например,
[24, с. 103]): существуют числа c > 0 и γ > 0, для которых

µ(B(x,R)) ≤ c

[
R

r

]γ
µ(B(x, r)), x ∈ X, 0 < r ≤ R. (3)

Всюду далее считаем, что α > 0 и 1 < p < ∞. Через Lp = Lp(X) обо-
значаем обычные лебеговы пространства, порожденные мерой µ. Для функции
u ∈ Lp(X) обозначим через Dα(u) класс всех неотрицательных µ-измеримых
функций на X, для каждой из которых существует такое множество E ⊂ X,
µ(E) = 0, что

|u(x)− u(y)| ≤ [d(x, y)]α[g(x) + g(y)], x, y ∈ X \ E. (4)

Введем шкалу пространств Хайлаша — Соболева следующим образом:

W p
α(X) = {u ∈ Lp(X) : Dα(u) ∩ Lp(X) 6= ∅},

‖u‖Wp
α(X) =

(
‖u‖pLp(X) + [inf{‖g‖Lp(X) : g ∈ Dα(u) ∩ Lp(X)}]p

)1/p
.

Классы W p
α(X) порождают соответствующие емкости

Capα,p(E) = inf
{
‖u‖pWp

α(X) : u ∈W p
α(X), u ≥ 1 в окрестности E

}
.

Классы Гёльдера вводятся обычным способом: если E ⊂ X, β > 0, то

Hβ(E) =
{
u : ‖u‖Hβ(E) = sup

x6=y, x,y∈E
[d(x, y)]−β |u(x)− u(y)| < +∞

}
.

Напомним определение s-вместимости Хаусдорфа (см., например, [25, § 2.10]):

Hs
∞(E) = inf

{ ∞∑
i=1

rsi : E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, ri)

}
, E ⊂ X, s > 0.

3. Основные результаты

Отметим, что функции из классов W p
α(X) определены лишь µ-почти всюду,

а их свойства, с которыми будем иметь дело ниже, зависят от изменения зна-
чений функции на множествах µ-меры нуль, поэтому, следуя [5], будем считать
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далее, что все локально суммируемые функции в каждой точке определяются
равенством

u(x) = lim sup
r→+0

—
∫

B(x,r)

u dµ, uE = —
∫
E

u dµ =
1

µ(E)

∫
E

u dµ.

3.1. Массивность множества точек Лебега. Напомним, что x ∈ X
называется точкой Лебега для функции u ∈ L1

loc(X), если

lim
r→+0

—
∫

B(x,r)

u dµ = u(x).

Теорема 1 дает ответ на вопрос о массивности дополнения к множеству точек
Лебега.

Теорема 1. Пусть αp < γ и задана функция u ∈W p
α(X). Тогда существует

такое множество E ⊂ X, что Capα,p(E) = 0 и для любого x ∈ X \E существует
предел

lim
r→+0

−
∫

B(x,r)

u dµ = u∗(x),

более того,

lim
r→+0

−
∫

B(x,r)

|u− u∗(x)|q dµ = 0 при
1
q

=
1
p
− α

γ
.

В случае метрических пространств (без условия (1)) при α = 1 это утвер-
ждение доказано в [4], причем в более слабой форме: лишь при 1/q > 1/p−1/γ.

Результаты из [4] перенесены на метрические пространства при 0 < α ≤ 1
с точным показателем q в [7], а в [13] (см. также [8]) доказан аналогичный
результат в терминах размерности Хаусдорфа с произвольным α > 0.

Теорема 1 была доказана в [15] для пространства l-адических векторов Qn
l ,

которое является частным случаем ультраметрических пространств с условием
удвоения меры (определение пространства Qn

l см., например, в [26]).

3.2. Скорость сходимости средних Стеклова. Далее дадим реше-
ние задачи о скорости сходимости средних Стеклова для функций из классов
W p

α(X).

Теорема 2. Пусть 0 < β < α, αp < γ и задана функция u ∈ W p
α(X).

Тогда существует множество E ⊂ X такое, что Capα−β,p(E) = 0 и для любого
x ∈ X \ E

lim
r→+0

r−β
(
−
∫

B(x,r)

|u− u(x)|q dµ
)1/q

= 0 при
1
q

=
1
p
− α

γ
.

На метрических пространствах при 0 < α ≤ 1 теорема 2 получена в [11,
следствие 6]. Аналогичный результат в терминах размерности Хаусдорфа уста-
новлен на метрических пространствах для любого α > 0 [14].

Ограничение α ≤ 1, необходимое для метрических пространств, в теореме 2
удалось снять для пространства l-адических векторов Qn

l в [16].
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3.3. Задача об аппроксимации Лузина.

Теорема 3. Пусть 0 < β ≤ α, αp < γ и задана функция u ∈W p
α(X). Тогда

для любого ε > 0 существуют функция w и открытое множество O ⊂ X такие,
что

(1) Capα−β,p(O) < ε, Hγ−(α−β)p
∞ (O) < ε,

(2) u = w на X \O,
(3) w ∈W p

α(X) и w ∈ Hβ(B) для любого шара B ⊂ X,
(4) ‖u− w‖Wp

α
< ε.

На метрических пространствах при β = α = 1 подобный результат ранее
получен в [1], где вместо (1) утверждалось, что µ(O) < ε, а в (3) было w ∈
H1(X). Случай β ≤ α = 1 существенно сложнее, он изучен в [5]. Общий для
метрических пространств случай 0 < β ≤ α ≤ 1 рассматривался в [10].

Для классов W p
α

(
Qn
l

)
теорема 3 доказана в [17] (полное доказательство см.

в [18]).

4. Доказательство основных результатов

Далее будем указывать, над какой метрикой рассматриваются соответству-
ющие объекты. Например, будем писать W p

α[d](X) вместо W p
α(X).

Заметим, что если d — ультраметрика, то dα также ультраметрика для
любого α > 0. Посмотрим, каким образом преобразуются параметры интересу-
ющих нас математических объектов в новой метрике.

Прежде всего отметим равенство

B[d](x, r) = B[dα](x, rα). (5)

Условие (3) в метрике dα примет вид

µ(B[dα](x,R)) ≤ c

(
R

r

)γ/α

µ(B[dα](x, r)), x ∈ X, 0 < r ≤ R. (6)

Для пространств Хайлаша — Соболева по определению имеем W p
α[d](X) =

W p
1 [dα](X) (см. неравенство (4)). Показатели емкостей преобразуются следую-

щим образом:
Capα,p[d](E) = Cap1,p[d

α](E), (7)

Capβ/α−1,p[d](E) = Capβ−α,p[d
α](E). (8)

В силу (6) и (7) получаем теорему 1 для классов W p
α[d](X) при любом α >

0, применив ее известный частный случай к классам W p
1 [dα](X) (для классов

W p
1 [ · ](X) теорема 1 доказана в [7]).

Для доказательства теоремы 2 воспользуемся соотношениями (5), (6) и (8),
также сведя ее к известному частному случаю пространства W p

1 [dα](X), взяв в
исходной формулировке вместо параметров α и β числа 1 и β/α соответственно.
Необходимый частный случай теоремы 2 установлен в [11].

Чтобы доказать теорему 3, пересчитаем параметры пространств Гёльдера
и вместимостей Хаусдорфа.

Для пространств Гёльдера справедливо равенство

Hα[d](X) = Hβ/α[dα](X). (9)

Для вместимостей Хаусдорфа имеем Hs
∞[d](E) = Hs/α

∞ [dα](E), в частности,

Hγ−(α−β)p
∞ [d](E) = Hγ/α−(1−β/α)p

∞ [dα](E). (10)
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Теперь теорему 3 можно свести к случаю пространств W p
1 [dα](X), взяв в

исходной формулировке вместо параметров α и β числа 1 и β/α соответственно
и использовав равенства (8)–(10), а также равенство ‖ ·‖Wp

α [d](X) = ‖ ·‖Wp
1 [dα](X).

Справедливость частного случая теоремы 3 установлена в [10].

Авторы благодарны рецензенту за ряд ценных замечаний, которые были
учтены при написании окончательного варианта статьи.
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