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Аннотация. Для конечных простых групп скрученных лиевых типов 2Al и 2Dl

уточняется описание главных факторов параболической максимальной подгруппы,
входящих в ее унипотентный радикал. Доказана теорема, в которой для каждой па-
раболической максимальной подгруппы групп 2Al(q

2) и 2Dl(q
2) даются фрагменты

главных рядов, входящие в унипотентный радикал этой параболической подгруппы.
Приводятся таблицы, в которых указываются порождающие элементы соответству-
ющих главных факторов.
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Введение

Статья является продолжением работ [1, 2], в которых получено уточнен-
ное описание главных факторов параболических максимальных подгрупп, вхо-
дящих в ее унипотентный радикал, для всех конечных простых групп нормаль-
ного лиева типа, за исключением специальных групп, и для скрученной группы
2E6(q

2). Группа лиева типа над полем характеристики p называется специаль-

ной, если p = 2 для групп типа Bl, Cl, F4 и p 6 3 для групп типа G2. В на-
стоящей работе для конечных простых групп 2Al(q

2) и 2Dl(q
2) автор уточняет

описание главных факторов каждой параболической максимальной подгруппы,
входящих в ее унипотентный радикал. Наша цель — доказать следующую тео-
рему.

Теорема. (1) Пусть G = 2A2s(q
2) — конечная простая скрученная группа

лиева типа и Pk — параболическая максимальная подгруппа группы G, полу-

ченная удалением k-й вершины диаграммы Дынкина типа Bs в стандартном

упорядочении вершин

Тогда для любого 1 6 k 6 s фрагмент главного ряда группы Pk, входящий

в ее унипотентный радикал U , имеет вид U = U1 > U2 > 1, где |U1/U2| =

q2k(2s−2k+1) и |U2| = qk
2

.
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(2) Пусть G = 2A2s−1(q
2) — конечная простая скрученная группа лиева

типа и Pk — параболическая максимальная подгруппа группы G, полученная

удалением k-й вершины диаграммы Дынкина типа Cs в стандартном упорядо-

чении вершин

Тогда фрагмент главного ряда группы Pk, входящий в ее унипотентный

радикал U , имеет вид U = U1 > U2 > 1, где |U1/U2| = q4k(s−k) и |U2| = qk
2

, при

1 6 k 6 s− 1 и U = U1 > 1, где |U1| = qs
2

, при k = s.
(3) Пусть G = 2Dl(q

2) — конечная простая скрученная группа лиева типа и

Pk — параболическая максимальная подгруппа группы G, полученная удалени-

ем k-й вершины диаграммы Дынкина типа Bl−1 в стандартном упорядочении

вершин

Тогда фрагмент главного ряда группы Pk, входящий в ее унипотентный

радикал U , имеет вид U = U1 > 1, где |U1| = q2(l−1), при k = 1 и U = U1 > U2 >
1, где |U1/U2| = q2k(l−k) и |U2| = qk(k−1)/2, при 2 6 k 6 l − 1.

Полезные следствия из доказательства этой теоремы составляют содержа-
ние шести таблиц, которые приведены в тексте работы.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Мы сохраняем обозначения и терминологию из [1, 2]. Напомним необхо-
димые определения и обозначения. Зафиксируем поле K и присоединенную
группу Шевалле G = G(K) над полем K. Пусть � — система корней группы
G, π — ее множество простых корней, �+ — множество положительных корней
в � относительно π, Xζ = {xζ(t) | t ∈ K} — корневая подгруппа G, соответ-
ствующая корню ζ ∈ �. Для любого подмножества J из π обозначим через �J

множество корней из �, натянутых на J , и положим �+
J = �+∩�J . Зафиксиру-

ем параболическую подгруппу P = PJ , соответствующую подмножеству J из π.
Известно разложение Леви подгруппы P : P = UL, где U = 〈Xζ | ζ ∈ �+ \�+

J 〉 —
унипотентный радикал и L — дополнение Леви в P . Для любого ζ ∈ �+

имеем ζ = ζJ + ζJ′ , где ζJ =
∑
r∈J

crr и ζJ′ =
∑

r∈π\J

drr (0 6 cr, dr ∈ Z).

Следуя [3], число level(ζ) =
∑

r∈π\J

dr назовем уровнем корня ζ, а выражение

shape(ζ) = ζJ′ — шейпом корня ζ. Для любого натурального числа j положим
Uj = 〈Xζ | ζ ∈ �+, level(ζ) > j〉. Фактор-группа Uj/Uj+1 равна

∏
XζUj+1/Uj+1,

где произведение берется в некотором фиксированном порядке по всем поло-
жительным корням ζ, для которых level(ζ) = j. Для каждого шейпа S корня
из �+ \�+

J уровня j положим VS =
∏

XζUj+1/Uj+1, где ζ пробегает множество

корней уровня j и шейпа S из �+ \�+
J . Тогда Uj/Uj+1 =

∏
VS , где S пробегает

множество различных шейпов корней уровня j из �+ \ �+
J .

Пусть G = G(GF (p)), где GF (p) — некоторое алгебраическое замыкание
конечного поля простого порядка p. Рассмотрим G как алгебраическую груп-
пу присоединенного типа, пусть G неспециальна. Автоморфизм поля GF (p)
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может быть задан как отображение x 7→ xpa

для x ∈ GF (p) и подходящего на-
турального числа a. Положим q = pa и обозначим соответствующий полевой
автоморфизм группы G через q. Обозначим через σ эндоморфизм алгебраи-
ческой группы G с конечным централизатором Gσ = {g ∈ G | gσ = g} (образ
элемента g при отображении σ обозначаем через gσ). Известно, что σ = qτ ,
где τ — графовый автоморфизм группы G (возможно, тривиальный). Пусть

G = Op′

(Gσ) — подгруппа из Gσ, порожденная всеми ее p-элементами. Тогда G
является конечной группой лиева типа.

Далее будем различать обозначения подгрупп и элементов алгебраических
групп: их отмечаем чертой сверху, а соответствующие им объекты конечных
групп пишем без черты. В группе G выбираем σ-инвариантную параболическую
подгруппу P = U L, где U — унипотентный радикал и L — дополнение Леви
в P соответственно. Тогда P = G ∩ P σ является параболической подгруппой в
группе G с унипотентным радикалом U = Uσ и дополнением Леви L = G ∩ Lσ.
Положим L0 = Op′

(L).

Пусть корни шейпа S имеют уровень j. Если V
σ
S 6= V S и |τ | = 2, то аддитив-

ная группа
(
V S ⊕ V

σ
S

)
σ

порождается элементами вида x̄ζ(t)U j+1 + x̄ζρ(tq)U j+1,

где t пробегает поле GF (q2) и ρ — подстановка системы корней �, соответству-
ющая графовому автоморфизму τ . Обозначаем образ корня ζ ∈ � при этом
отображении через ζρ и образ подмножества корней M из � — через Mρ. Для
корня ζ ∈ �+ \ �J уровня j и для c, t ∈ GF (q2) положим

c(x̄ζ(t)U j+1 + x̄ζρ(tq)U j+1) = x̄ζ(ct)U j+1 + x̄ζρ(cqtq)U j+1.

Таким образом, группа
(
V S ⊕ V

σ
S

)
σ
∼= (V S)σ2 становится GF (q2)L-модулем.

Как частный случай [3, теорема 3] получается

Предложение. Пусть G = 2Al(q
2) или G = 2Dl(q

2) — конечная простая

скрученная группа лиева типа, соответствующая эндоморфизму qτ простой ал-

гебраической группы типа Al или Dl соответственно, P = UL — параболиче-

ская подгруппа в G с унипотентным радикалом U и дополнением Леви L в P .

Тогда факторы нижнего центрального ряда группы U являются прямыми сум-

мами главных факторов группы P , каждый из которых есть GF (q)L-модуль

или GF (q2)L-модуль.

Далее полагаем, что система корней � имеет тип Al или Dl. Зафиксируем
некоторые обозначения. Пусть π = {p1, p2, . . . , pl}. При 1 6 i 6 j 6 l обо-
значаем положительный корень pi + pi+1 + · · · + pj через pij и, в частности,

pi = pii. Корневые подгруппы алгебраических групп Al(GF (p)) и Dl(GF (p))
всегда обозначаем далее через Xζ для ζ ∈ �.

2. Доказательство теоремы

Рассмотрим систему корней � типа Al. Множество �+ состоит из элементов
p1, p12, . . . , p1l, p2, p23, . . . , p2l, . . . , pl−1, pl−1l, pl. На следующем рисунке слева
указано, как подстановка ρ переставляет простые корни на диаграммах Дын-
кина типа Al для l = 2s и l = 2s− 1. Правые диаграммы на рисунке являются
диаграммами Дынкина систем корней Bs и Cs соответственно, полученных в
результате «скручивания» (см. [4, 5]).
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Случай G = 2A2s(q
2), l = 2s. Укажем ρ-орбиты положительных корней:

{p1l}, {p2l−1}, . . . , {pss+1}, {p1, pl}, {p12, pl−1l}, . . . , {p1l−1, p2l}, {p2, pl−1}, {p23,
pl−2l−1}, . . . , {p2l−2, p3l−1}, . . . , {ps−1, ps+2}, {ps−1s, ps+1s+2}, {ps−1s+1, pss+2},
{ps, ps+1}.

Для каждого k ∈ {1, 2, . . . , s} рассмотрим σ-инвариантную параболическую

подгруппу P k в группе A2s(GF (p)), соответствующую подсистеме простых кор-
ней Jk = π \ {pk, pl−k+1}.

Представим множество �+ \�+
Jk

в виде объединения трех попарно не пере-

секающихся подмножеств M = {p1k, p1k+1, . . . , p1l−k, p2k, p2k+1, . . . , p2l−k, . . . , pk,
pkk+1, . . . , pkl−k}, M

ρ={pk+1l−k+1, pk+1l−k+2, . . . , pk+1l, pk+2l−k+1, pk+2l−k+2, . . . ,
pk+2l, . . . , pl−k+1, pl−k+1l−k+2, . . . , pl−k+1l} и N = Nρ = {p1l−k+1, p1l−k+2, . . . , p1l,
p2l−k+1, p2l−k+2, . . . , p2l, . . . , pkl−k+1, pkl−k+2, . . . , pkl}. Корни из множеств M ,
Mρ и N имеют шейпы, равные pk, pl−k+1 и pk + pl−k+1 соответственно. По
[3, лемма 4] нижний центральный ряд группы U имеет вид U = U1 > U2 > 1.
По [3, теорема 2] U1/U2

∼= V pk
⊕ V pl−k+1

и U2 = V pk+pl−k+1
=

∏
ζ∈N

Xζ , где

V pk
=

∏
ζ∈M

XζU2/U2 и V pl−k+1
=

∏
ζ∈Mρ

XζU2/U2. Так как V pl−k+1
= V

σ
pk

, V pk
=

V
σ
pl−k+1

и V
σ
pk+pl−k+1

= V pk+pl−k+1
, согласно предложению модули (V pk+pl−k+1

)σ

и (V pk
⊕ V pl−k+1

)σ являются абсолютно неприводимыми GF (q)L0- и GF (q2)L0-
модулями соответственно.

В конечной группе A2s(q
2) рассмотрим подгруппу, состоящую из элемен-

тов вида xγ(v, u) = xγ(v)xγρ(vq)xγ+γρ(u), где v, u ∈ GF (q2), u + uq + vvq =
0 и корень γ ∈ �+ является представителем двухэлементной ρ-орбиты, при-
чем корень γ + γρ ∈ �+ образует одноэлементную ρ-орбиту. В этой подгруп-
пе выберем элементы xγ(0, u) и положим γ + γρ = α. Получаем подгруппу

Xα = {xγ(0, u) = xα(u) | u ∈ GF (q2), u + uq = 0}. Отметим, что U = Uσ =
〈xβ(t)xβρ(tq), xγ(v, u) | β, γ ∈ �+ \ �+

Jk
, β + βρ /∈ �+ \ �+

Jk
, γ + γρ ∈ �+ \ �+

Jk
,

v, t, u ∈ GF (q2), u + uq + vvq = 0〉.
Используя [3, лемма 5], получаем

(U1)σ/(U2)σ ∼= (U1/U2)σ ∼= (V pk
⊕ V pl−k+1

)σ

и (U2)σ = (V pk+pl−k+1
)σ. Аддитивная группа (V pk

⊕V pl−k+1
)σ порождается эле-

ментами вида x̄β(t)U 2 + x̄βρ(tq)U2, где t пробегает поле GF (q2) и β ∈ M , а груп-

па (V pk+pl−k+1
)σ — элементами x̄α(u) и x̄β(t) + x̄βρ(tq), где u, t пробегают поле
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Таблица 1. Неприводимые модули для Op′((A2s(GF (p)))σ)

α β

(V pk ⊕ V pl−k+1
)σ , − p1k, p1k+1, . . . , p1l−k,

1 6 k 6 s p2k , p2k+1, . . . , p2l−k, . . . ,

pk, pkk+1, . . . , pkl−k

(V p1+pl)σ p1l −

(V pk+pl−k+1
)σ , p1l, p2l−1, . . . , pkl−k+1 p1l−k+1, p1l−k+2, . . . , p1l−1,

2 6 k 6 s p2l−k+1, p2l−k+2, . . . , p2l−2,

. . . , pk−1l−k+1

GF (q2), u+uq = 0, α ∈ {p1l, p2l−1, . . . , pkl−k+1} и β ∈ {p1l−k+1, p1l−k+2, . . . , p1l−1,
p2l−k+1, p2l−k+2, . . . , p2l−2, . . . , pk−1l−k+1}. Представим полученные результаты
в виде табл. 1. Второй и третий столбцы табл. 1 содержат корни α и β для
порождающих элементов неприводимого модуля, указанного в первом столбце.

Система корней � типа A2s разбивается на 2s2 классов вида {r, rρ} или

{r, rρ, r+ rρ}, где r ∈ �, образующих систему корней �̃ типа Bs (см. [5]). Выпи-

шем положительные корни системы �̃:

p̃1 = {p1, pl}, p̃12 = {p12, pl−1l}, . . . , p̃1s−1 = {p1s−1, ps+2l},

p̃1s = {p1s, ps+1l, p1l}, p̃1s−1 + 2p̃s = {p1s+1, psl},

p̃1s−2 + 2p̃s−1s = {p1s+2, ps−1l}, . . . , p̃1 + 2p̃2s = {p1l−1, p2l}, p̃2 = {p2, pl−1},

p̃23 = {p23, pl−2l−1}, . . . , p̃2s−1 = {p2s−1, ps+2l−1}, p̃2s = {p2s, ps+1l−1, p2l−1},

p̃2s−1 + 2p̃s = {p2s+1, psl−1}, p̃2s−2 + 2p̃s−1s = {p2s+2, ps−1l−1},

. . . , p̃2 + 2p̃3s = {p2l−2, p3l−1}, . . . , p̃s−1 = {ps−1, ps+2},

p̃s−1s = {ps−1s, ps+1s+2, ps−1s+2}, p̃s−1 + 2p̃s = {ps−1s+1, pss+2},

p̃s = {ps, ps+1, pss+1}.

Переписав табл. 1 в терминах системы корней Bs, получим табл. 2. В пер-
вом столбце табл. 2 указаны главные факторы VS = Vjp̃k

для j ∈ {1, 2}, входя-
щие в унипотентный радикал каждой параболической максимальной подгруппы
Pk группы 2A2s(q

2). Группа Pk получается удалением k-й вершины диаграм-
мы Дынкина системы корней Bs, 1 6 k 6 s. При всех k ∈ {1, 2, . . . , s} для
первого главного фактора U1/U2 имеем U1/U2 = V1p̃k

=
∏

µ∈RX

XµU2/U2, где

Xµ = {xr(t)xrρ(t
q) | t ∈ GF (q2)}, корни µ = {r, rρ} или µ = {r, rρ, r + rρ}

из �̃ приводятся в соответствующих строках третьего столбца табл. 2. При
всех k ∈ {2, 3, . . . , s} для второго главного фактора U2 имеем U2 = V2p̃k

=∏
µ∈RZ

Zµ

∏
µ∈RX

Xµ, где подгруппа Xµ такая же, что и выше, а µ = {r, rρ}. Для

µ = {r, rρ, r + rρ} ∈ �̃ в соответствующей корневой подгруппе X1
µ = {xµ(v, u) =

xr(v)xrρ(v
q)xr+rρ(u) | v, u ∈ GF (q2), u + uq + vvq = 0} из 2A2s(q

2) выбираем
подгруппу Zµ = {xµ(0, u) = xr+rρ(u) | u ∈ GF (q2), u + uq = 0}. Подмножества

RZ и RX из �̃+ для подгрупп Zµ и Xµ приводятся в строках второго и третьего
столбцов табл. 2 соответственно. В частности, V2p̃1

= Zp̃1s
.

Случай G = 2A2s−1(q
2), l = 2s−1. Укажем ρ-орбиты положительных кор-

ней: {p1l}, {p2l−1}, . . . , {ps−1s+1}, {p1, pl}, {p12, pl−1l}, . . . , {p1l−1, p2l}, {p2, pl−1},
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Таблица 2. Главные факторы подгруппы Pk из 2A2s(q2)

VS µ ∈ RZ µ ∈ RX

V1p̃k , − p̃1k, p̃1k+1, . . . , p̃1s, p̃1s−1 + 2p̃s,

1 6 k 6 s− 1 p̃1s−2 + 2p̃s−1s, . . . , p̃1k + 2p̃k+1s,

p̃2k, p̃2k+1, . . . , p̃2s, p̃2s−1 + 2p̃s,

p̃2s−2 + 2p̃s−1s, . . . , p̃2k + 2p̃k+1s, . . . ,

p̃k, p̃kk+1, . . . , p̃ks, p̃ks−1 + 2p̃s,

p̃ks−2 + 2p̃s−1s, . . . , p̃k + 2p̃k+1s

V1p̃s − p̃1s, p̃2s, . . . , p̃s−1s, p̃s

V2p̃1
p̃1s −

V2p̃k , p̃1s, p̃2s, . . . , p̃ks p̃1k−1 + 2p̃ks, p̃1k−2 + 2p̃k−1s, . . . ,

2 6 k 6 s p̃1 + 2p̃2s, p̃2k−1 + 2p̃ks, . . . , p̃2 + 2p̃3s,

. . . , p̃k−2k−1 + 2p̃ks, p̃k−2 + 2p̃k−1s,

p̃k−1 + 2p̃ks

{p23, pl−2l−1}, . . . , {p2l−2, p3l−1}, . . . , {ps−1, ps+1}, {ps−1s, pss+1}, {ps}.
Рассмотрим σ-инвариантную параболическую подгруппу P k в группе A2s−1

(GF (p)), соответствующую подсистеме простых корней Jk = π\{pk, pl−k+1} при
k ∈ {1, 2, . . . , s − 1} и Js = π \ {ps} при k = s. Отметим, что при 1 6 k 6 s − 1
искомые корни для неприводимых модулей (V pk

⊕ V pl−k+1
)σ и (V pk+pl−k+1

)σ
для группы Op′

((A2s−1(GF (p)))σ) совпадают с найденными выше корнями для

соответствующих неприводимых модулей для группы Op′

((A2s(GF (p)))σ).

Таблица 3. Неприводимые модули для Op′ ((A2s−1(GF (p)))σ)

α β

(V pk ⊕ V pl−k+1
)σ , − p1k, p1k+1, . . . , p1l−k,

1 6 k 6 s− 1 p2k, p2k+1, . . . , p2l−k, . . . ,

pk, pkk+1, . . . , pkl−k

(V p1+pl)σ p1l −

(V pk+pl−k+1
)σ , p1l, p2l−1, . . . , p1l−k+1, p1l−k+2, . . . , p1l−1,

2 6 k 6 s− 1 pk−1l−k+2, pkl−k+1 p2l−k+1, p2l−k+2, . . . , p2l−2,

. . . , pk−1l−k+1

(V ps)σ p1l, p2l−1, . . . , p1s, p1s+1, . . . , p1l−1, p2s,

ps−1s+1, ps p2s+1, . . . , p2l−2, . . . , ps−1s

Рассмотрим в группе A2s−1(GF (p)) параболическую подгруппу P s. Все
корни множества �+ \ �+

Js
имеют шейп, равный ps. Нижний центральный ряд

группы U имеет вид U = U1 > 1 и U1 = V ps
= V

σ
ps

. Представим множество

�+ \ �+
Js

в виде объединения трех попарно не пересекающихся подмножеств

M = {p1l, p2l−1, . . . , ps−1s+1, ps},

N = {p1s, p1s+1, . . . , p1l−1, p2s, p2s+1, . . . , p2l−2, . . . , ps−1s},



1100 В. В. Кораблева

Nρ = {p2l, p3l−1, p3l, . . . , ps−1s+2, ps−1s+3, . . . , ps−1l, pss+1, pss+2, . . . , psl}.

Множества M и N ∪Nρ являются объединениями одноэлементных и двухэле-
ментных ρ-орбит корней на �+\�+

Js
соответственно. Аддитивная группа (V ps

)σ
порождается элементами вида x̄α(u) и x̄β(t) + x̄βρ(tq), где u, t пробегают поле
GF (q2), uq = u, α ∈ M и β ∈ N . Представим полученные результаты в виде
табл. 3.

Система корней � типа A2s−1 разбивается на 2s2 классов вида {r} или

{r, rρ}, где r ∈ �, образующих систему корней �̃ типа Cs. Выпишем положи-

тельные корни системы �̃:

2p̃1s−1 + p̃s = {p1l}, 2p̃2s−1 + p̃s = {p2l−1}, . . . , 2p̃s−1 + p̃s = {ps−1s+1},

p̃s = {ps}, p̃1 = {p1, pl}, p̃12 = {p12, pl−1l}, . . . , p̃1s = {p1s, psl},

p̃1s−2 + 2p̃s−1 + p̃s = {p1s+1, ps−1l}, p̃1s−3 + 2p̃s−2s−1 + p̃s = {p1s+2, ps−2l},

. . . , p̃1 + 2p̃2s−1 + p̃s = {p1l−1, p2l}, p̃2 = {p2, pl−1}, p̃23 = {p23, pl−2l−1},

. . . , p̃2s = {p2s, psl−1}, p̃2s−2 + 2p̃s−1 + p̃s = {p2s+1, ps−1l−1},

p̃2s−3 + 2p̃s−2s−1 + p̃s = {p2s+2, ps−2l−1}, . . . , p̃2 + 2p̃3s−1 + p̃s = {p2l−2, p3l−1},

. . . , p̃s−2 = {ps−2, ps+2}, p̃s−2s−1 = {ps−2s−1, ps+1s+2}, p̃s−2s = {ps−2s, pss+2},

p̃s−2 + 2p̃s−1 + p̃s = {ps−2s+1, ps−1s+2}, p̃s−1 = {ps−1, ps+1},

p̃s−1s = {ps−1s, pss+1}.

Таблица 4. Главные факторы подгруппы Pk из 2A2s−1(q2)

VS λ µ

V1p̃k , − p̃1k, p̃1k+1, . . . , p̃1s, p̃1s−2 + 2p̃s−1 + ps,

1 6 k 6 s− 2 p̃1s−3 + 2p̃s−2s−1 + ps, . . . , p̃1k + 2p̃k+1s−1 + ps,

p̃2k, p̃2k+1, . . . , p̃2s, p̃2s−2 + 2p̃s−1 + ps,

p̃2s−3 + 2p̃s−2s−1 + ps, . . . , p̃2k + 2p̃k+1s−1 + ps,

. . . , p̃k, p̃kk+1, . . . , p̃ks, p̃ks−2 + 2p̃s−1 + ps,

p̃ks−3 + 2p̃s−2s−1 + ps, . . . , p̃k + 2p̃k+1s−1 + ps

V1p̃s−1
− p̃1s−1, p̃1s, p̃2s−1, p2s, . . . , p̃s−1, p̃s−1s

V1p̃s 2p̃1s−1 + p̃s, p̃1s, p̃1 + 2p̃2s−1 + p̃s, p̃12 + 2p̃3s−1 + p̃s, . . . ,

2p̃2s−1 + p̃s, p̃1s−2 + 2p̃s−1 + p̃s, p̃2s, p̃2 + 2p̃3s−1 + p̃s,

. . . , p̃23 + 2p̃4s−1 + p̃s, . . . , p̃2s−2 + 2p̃s−1 + p̃s,

2p̃s−1 + p̃s, p̃s . . . , p̃s−2s, p̃s−2 + 2p̃s−1 + p̃s, p̃s−1s

V2p̃1
2p̃1s−1 + p̃s −

V2p̃k , 2p̃1s−1 + p̃s, p̃1k−1 + 2p̃ks−1 + p̃s, p̃1k−2 + 2p̃k−1s−1 + p̃s,

2 6 k 6 s− 1 2p̃2s−1 + p̃s, . . . , p̃1 + 2p̃2s−1 + p̃s, p̃2k−1 + 2p̃ks−1 + p̃s,

. . . , p̃2k−2 + 2p̃k−1s−1 + p̃s, . . . , p̃2 + 2p̃3s−1 + p̃s,

2p̃ks−1 + p̃s . . . , p̃k−1 + 2p̃ks−1 + p̃s

Корневые подгруппы группы 2A2s−1(q
2) имеют вид X1

λ = {xλ(t) = xr(t) |
t = tq, t ∈ GF (q2)} и порядок q для класса λ = {r} и вид X1

µ = {xµ(t) =
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xr(t)xrρ(t
q) | t ∈ GF (q2)} и порядок q2 для класса µ = {r, rρ}. Переписав

табл. 3 в терминах системы корней Cs, получим табл. 4. В первом столбце
табл. 4 приведены главные факторы VS = Vjp̃k

для j ∈ {1, 2}, входящие в
унипотентный радикал каждой параболической максимальной подгруппы Pk

скрученной группы лиева типа 2A2s−1(q
2). Группа Pk получается удалением

k-й вершины диаграммы Дынкина системы корней Cs, 1 6 k 6 s. Для k ∈
{1, 2, . . . , s−1}модуль V1p̃k

равен
∏
µ
X1

µU2/U2, а модуль V1p̃s
равен

∏
λ,µ

X1
λX

1
µ. Для

k ∈ {2, 3, . . . , s − 1} модуль V2p̃k
равен

∏
λ,µ

X1
λX

1
µ и V2p̃1

= X1
2p̃1s−1+p̃s

. Корневые

подгруппы X1
λ и X1

µ параметризуются элементами системы корней типа Cs,
корни λ и µ выписываются во втором и третьем столбцах табл. 4 соответственно.

Случай G = 2Dl(q
2). Существует подстановка ρ системы корней � типа

Dl (см. [4, 5]), индуцированная следующей симметрией ее диаграммы Дынкина:

Укажем ρ-орбиты положительных корней:

{p1}, {p12}, . . . , {p1l−2}, {p2}, {p23}, . . . , {p2l−2}, . . . , {pl−3}, {pl−3l−2},

{pl−2}, {p1 + 2p2l−2 + pl−1l}, {p12 + 2p3l−2 + pl−1l}, . . . , {p1l−3 + 2pl−2 + pl−1l},

{p1l}, {p2 + 2p3l−2 + pl−1l}, {p23 + 2p4l−2 + pl−1l}, . . . , {p2l−3 + 2pl−2 + pl−1l},

{p2l}, . . . , {pl−3 + 2pl−2 + pl−1l}, {pl−3l}, {pl−2l}, {p1l−1, p1l−2 + pl},

{p2l−1, p2l−2 + pl}, . . . , {pl−3l−1, pl−3l−2 + pl}, {pl−2l−1, pl−2 + pl}, {pl−1, pl}.

Рассмотрим σ-инвариантную параболическую подгруппу P k в Dl(GF (p)),
соответствующую подмножеству Jk = π \ {pk} множества простых корней при
k ∈ {1, 2, . . . , l − 2} и Jl−1 = π \ {pl−1, pl} при k = l− 1.

Множество �+\�+
J1

состоит из корней p1, p12, . . . , p1l, p1+2p2l−2+pl−1l, p12+
2p3l−2+pl−1l, . . . , p1l−3+2pl−2+pl−1l, p1l−2+pl, имеющих шейп, равный p1. Груп-
па U абелева и U =

∏
Xζ , где произведение берется по всем корням ζ ∈ �+\�+

J1
.

Представим множество �+\�+
J1

в виде объединения трех попарно не пересекаю-

щихся подмножеств M1 = {p1, p12, . . . , p1l−2, p1l, p1 +2p2l−2 + pl−1l, p12 +2p3l−2 +
pl−1l, . . . , p1l−3 +2pl−2 +pl−1l}, N1 = {p1l−1} и Nρ

1 = {p1l−2 +pl}. Множество M1

является объединением всех одноэлементных ρ-орбит, а N1∪N
ρ
1 — единственная

двухэлементная ρ-орбита корней из �+ \ �+
J1

. Имеем

U = Uσ = 〈xα(t), xp1l−1
(v)xpρ

1l−1
(vq) | α ∈ M1, t ∈ GF (q), v ∈ GF (q2)〉.

Так как V
σ

p1
= (U)σ = V p1

, ввиду [3, лемма 7] модуль (V p1
)σ = Uσ является

абсолютно неприводимым GF (q)L0-модулем.
Зафиксируем k ∈ {2, . . . , l−3}. Корни p1k, p1k+1, . . . , p1l, p2k, p2k+1, . . . , p2l,

. . . , pk, pkk+1, . . . , pkl, p1k+2pk+1l−2+pl−1l, . . . , p1l−3+2pl−2+pl−1l, p2k+2pk+1l−2+
pl−1l, . . . , p2l−3+2pl−2+pl−1l, . . . , pk+2pk+1l−2+pl−1l, pkk+1+2pk+2l−2+pl−1l, . . . ,
pkl−3 +2pl−2 +pl−1l, p1l−2 +pl, p2l−2 +pl, . . . , pkl−2 +pl имеют шейп, равный pk, а
остальные корни p1+2p2l−2+pl−1l, p12 +2p3l−2+pl−1l, . . . , p1k−1 +2pkl−2 +pl−1l,
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Таблица 5. Неприводимые модули для Op′((Dl(GF (p)))σ)

α β

(V pk )σ , p1k, p1k+1, . . . , p1l−2, p1l, p2k, p2k+1, . . . , p1l−1, p2l−1, . . . , pkl−1

1 6 k 6 l − 3 p2l−2, p2l, . . . , pk, pkk+1, . . . , pkl−2, pkl,

p1k + 2pk+1l−2 + pl−1l, p1k+1 + 2pk+2l−2 + pl−1l,

. . . , p1l−3 + 2pl−2 + pl−1l, p2k + 2pk+1l−2 + pl−1l,

. . . , p2l−3 + 2pl−2 + pl−1l, . . . ,

pk + 2pk+1l−2 + pl−1l, pkk+1 + 2pk+2l−2 + pl−1l,

. . . , pkl−3 + 2pl−2 + pl−1l

(V 2pk )σ , p1 + 2p2l−2 + pl−1l, p12 + 2p3l−2 + pl−1l, . . . , −

2 6 k 6 l − 2 p1k−1 + 2pkl−2 + pl−1l, p2 + 2p3l−2 + pl−1l, . . . ,

p2k−1 + 2pkl−2 + pl−1l, . . . , pk−1 + 2pkl−2 + pl−1l

(V pl−2
)σ p1l−2, p1l, p2l−2, p2l, . . . , pl−2, pl−2l p1l−1, p2l−1, . . . , pl−2l−1

(V pl−1
⊕ V pl)σ − p1l−1, p2l−1, . . . ,

pl−2l−1, pl−1

(V pl−1+pl)σ p1 + 2p2l−2 + pl−1l, p12 + 2p3l−2 + pl−1l, . . . , −

p1l−3 + 2pl−2 + pl−1l, p1l, p2 + 2p3l−2 + pl−1l,

p23 + 2p4l−2 + pl−1l, . . . , p2l−3 + 2pl−2 + pl−1l,

p2l, . . . , pl−3 + 2pl−2 + pl−1l, pl−3l, pl−2l

p2+2p3l−2+pl−1l, p23+2p4l−2+pl−1l, . . . , p2k−1+2pkl−2+pl−1l, . . . , pk−1+2pkl−2+
pl−1l из множества �+ \�+

Jk
— равный 2pk. Нижний центральный ряд группы U

имеет вид U = U1 > U2 > 1. Так как (V pk
)σ = V pk

и (V 2pk
)σ = V 2pk

, то (V pk
)σ и

(V 2pk
)σ являются абсолютно неприводимыми GF (q)L0-модулями. Аддитивная

группа (V pk
)σ порождается элементами вида x̄α(u)U2 и x̄β(t)U2 + x̄βρ(tq)U2,

где u, t пробегают поле GF (q2), uq = u, α ∈ {p1k, p1k+1, . . . , p1l−2, p1l, p2k,
p2k+1, . . . , p2l−2, p2l, . . . , pk, pkk+1, . . . , pkl−2, pkl, p1k+2pk+1l−2+pl−1l, . . . , p1l−3+
2pl−2+pl−1l, p2k+2pk+1l−2+pl−1l, . . . , p2l−3+2pl−2+pl−1l, . . . , pk−1k+2pk+1l−2+
pl−1l, . . . , pk−1l−3 +2pl−2+pl−1l, pk+2pk+1l−2 +pl−1l, pkk+1 +2pk+2l−2 +pl−1l, . . . ,
pkl−3 +2pl−2 +pl−1l} и β ∈ {p1l−1, p2l−1, . . . , pkl−1}. Аналогично (V 2pk

)σ = (U2)σ
порождается элементами x̄α(u), где u пробегает поле GF (q) и shape(α) = 2pk.

Множество �+\�+
Jl−2

состоит из корней p1l−2, p1l−1, p1l, p2l−2, p2l−1, p2l, . . . ,
pl−2, pl−2l−1, pl−2l, p1+2p2l−2+pl−1l, p12+2p3l−2+pl−1l, . . . , p1l−3+2pl−2+pl−1l,
p2 +2p3l−2 +pl−1l, p23 +2p4l−2 +pl−1l, . . . , p2l−3 +2pl−2 +pl−1l, . . . , pl−3 +2pl−2 +
pl−1l, p1l−2+pl, p2l−2+pl, . . . , pl−2+pl. Аддитивная группа (V pl−2

)σ порождается

элементами вида x̄α(u)U2 и x̄β(t)U2 + x̄βρ(tq)U2, где u, t пробегают поле GF (q2),
uq = u, α ∈ {p1l−2, p1l, p2l−2, p2l, . . . , pl−2, pl−2l} и β ∈ {p1l−1, p2l−1, . . . , pl−2l−1}.
Аналогично (V 2pl−2

)σ = (U2)σ порождается элементами x̄α(u), где u пробегает
поле GF (q) и α ∈ {p1+2p2l−2+pl−1l, p12+2p3l−2 +pl−1l, . . . , p1l−3 +2pl−2+pl−1l,
p2 +2p3l−2 +pl−1l, p23 +2p4l−2 +pl−1l, . . . , p2l−3 +2pl−2 +pl−1l, . . . , pl−3 +2pl−2 +
pl−1l}.

Представим множество �+ \ �+
Jl−1

в виде объединения попарно не пересе-

кающихся подмножеств M = {p1l−1, p2l−1, . . . , pl−2l−1, pl−1}, M
ρ = {p1l−2 + pl,

p2l−2 + pl, . . . , pl−2 + pl, pl} и N = Nρ = {p1 + 2p2l−2 + pl−1l, p12 + 2p3l−2 + pl−1l,
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Таблица 6. Главные факторы подгруппы Pk из 2Dl(q
2)

VS λ µ

V1p̃k , p̃1k, p̃1k+1, . . . , p̃1l−2, p̃1l−1, p̃2l−1, . . . , p̃kl−1

1 6 k 6 l − 2 p̃2k, p̃2k+1, . . . , p̃2l−2, . . . ,

p̃k, p̃kk+1, . . . , p̃kl−2,

p̃1k + 2p̃k+1l−1, p̃1k+1 + 2p̃k+2l−1, . . . ,

p̃1l−2 + 2p̃l−1, p̃2k + 2p̃k+1l−1, . . . ,

p̃2l−2 + 2p̃l−1, . . . , p̃k + 2p̃k+1l−1,

p̃kk+1 + 2p̃k+2l−1, . . . , p̃kl−2 + 2p̃l−1

V2p̃k , p̃1 + 2p̃2l−1, p̃12 + 2p̃3l−1, . . . , −

2 6 k 6 l − 1 p̃1k−1 + 2p̃kl−1, p̃2 + 2p̃3l−1,

p̃23 + 2p̃4l−1, . . . , p̃2k−1 + 2p̃kl−1, . . . ,

p̃k−2 + 2p̃k−1l−1, p̃k−2k−1 + 2p̃kl−1,

p̃k−1 + 2p̃kl−1

V1p̃l−1
− p̃1l−1, p̃2l−1, . . . , p̃l−2l−1, p̃l−1

. . . , p1l−3 + 2pl−2 + pl−1l, p1l, p2 + 2p3l−2 + pl−1l, p23 + 2p4l−2 + pl−1l, . . . , p2l−3 +
2pl−2 + pl−1l, p2l, . . . , pl−3 + 2pl−2 + pl−1l, pl−3l, pl−2l}, корни которых имеют
шейпы, равные pl−1, pl и pl−1 + pl соответственно. Нижний центральный ряд
группы U имеет вид U = U1 > U2 > 1. По [3, теорема 2] U1/U2

∼= V pl−1
⊕ V pl

,

где V pl−1
=

∏
ζ∈M

XζU2/U2 и V pl
=

∏
ζ∈Mρ

XζU2/U2, U2 = V pl−1+pl
=

∏
ζ∈N

Xζ .

Так как V pl
= V

σ
pl−1

6= V pl−1
, V pl−1

= V
σ
pl

6= V pl
, V

σ
pl−1+pl

= V pl−1+pl
, согласно

предложению модули (V pl−1+pl
)σ и (V pl−1

⊕V pl
)σ являются абсолютно неприво-

димыми GF (q)L0- и GF (q2)L0-модулями соответственно. Аддитивная группа
(V pl−1

⊕ V pl
)σ порождается элементами вида x̄β(t)U2 + x̄βρ(tq)U2, где t про-

бегает поле GF (q2) и β ∈ M , а группа (V pl−1+pl
)σ порождается элементами

x̄α(u), где u пробегает поле GF (q), α ∈ N . Представим полученные результаты
в виде табл. 5. Второй и третий столбцы табл. 5 содержат корни α и β для
порождающих элементов неприводимого модуля, указанного в первом столбце.

Система корней � типа Dl разбивается на 2(l − 1)2 классов вида {r} или

{r, rρ}, где r ∈ �, образующих систему корней �̃ типа Bl−1. Выпишем положи-

тельные корни системы �̃:

p̃1 = {p1}, p̃12 = {p12}, . . . , p̃1l−2 = {p1l−2}, p̃2 = {p2}, p̃23 = {p23}, . . . ,

p̃2l−2 = {p2l−2}, . . . , p̃l−3 = {pl−3}, p̃l−3l−2 = {pl−3l−2}, p̃l−2 = {pl−2},

p̃l−1 = {pl−1, pl}, p̃1 + 2p̃2l−1 = {p1 + 2p2l−2 + pl−1l},

p̃12 + 2p̃3l−1 = {p12 + 2p3l−2 + pl−1l}, . . . , p̃1l−2 + 2p̃l−1 = {p1l},

p̃2 + 2p̃3l−1 = {p2 + 2p3l−2 + pl−1l}, p̃23 + 2p̃4l−1 = {p23 + 2p4l−2 + pl−1l}, . . . ,

p̃2l−2 + 2p̃l−1 = {p2l}, . . . , p̃l−2 + 2p̃l−1 = {pl−2l}, p̃1l−1 = {p1l−1, p1l−2 + pl},

p̃2l−1 = {p2l−1, p2l−2 + pl}, . . . , p̃l−2l−1 = {pl−2l−1, pl−2 + pl}.

Переписав табл. 5 в терминах системы корней Bl−1, получим табл. 6. В пер-
вом столбце табл. 6 приведены главные факторы VS = Vjp̃k

для j ∈ {1, 2},



1104 В. В. Кораблева

входящие в унипотентный радикал каждой параболической максимальной под-
группы Pk скрученной группы лиева типа 2Dl(q

2). Группа Pk получается уда-
лением k-й вершины диаграммы Дынкина системы корней Bl−1, 1 6 k 6 l − 1.
Для k ∈ {1, 2, . . . , l − 2} модуль V1p̃k

равен
∏
λ,µ

X1
λX

1
µU2/U2, а модуль V1p̃l−1

ра-

вен
∏
µ
X1

µU2/U2. Для k ∈ {2, 3, . . . , l − 1} модуль V2p̃k
равен

∏
λ

X1
λ. Корневые

подгруппы X1
λ = {xλ(t) = xr(t) | t ∈ GF (q)} и X1

µ = {xµ(t) = xr(t)xrρ(t
q) |

t ∈ GF (q2)} параметризуются элементами λ и µ — корнями типа Bl−1, которые
выписываются во втором и третьем столбцах табл. 6 соответственно.

Теперь порядки главных факторов подгруппы Pk, входящие в ее унипо-
тентный радикал, легко вычисляются. Теорема доказана.
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