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1. Введение

Понятие меры Гиббса для модели Поттса на дереве Кэли вводится обыч-
ным образом (см. [1–4]). В [5] изучена ферромагнитная модель Поттса с тремя
состояниями на дереве Кэли второго порядка и показано существование крити-
ческой температуры Tc такой, что при T < Tc существуют три трансляционно-
инвариантных и несчетное число не трансляционно-инвариантных мер Гиббса.
В [6] обобщены результаты из [5] для модели Поттса с конечным числом состо-
яний на дереве Кэли произвольного (конечного) порядка.

В [7] доказано, что на дереве Кэли трансляционно-инвариантная мера Гибб-
са антиферромагнитной модели Поттса с внешним полем единственна. Рабо-
та [8] посвящена модели Поттса со счетным числом состояний и c ненулевым
внешним полем на дереве Кэли. Доказано, что эта модель имеет единственную
трансляционно-инвариантную меру Гиббса.

В [9] найдены все трансляционно-инвариантные меры Гиббса и, в частно-
сти, показано, что при достаточно низких температурах их количество равно
2q − 1. Доказано, что существуют [q/2] критических температур, и дано точное
количество трансляционно-инвариантных мер Гиббса для каждой промежуточ-
ной температуры.

В [10] изучены периодические меры Гиббса для модели Поттса, в частности,
показано, что для ферромагнитной модели Поттса с тремя состояниями не су-
ществует периодических (не трансляционно-инвариантных) мер Гиббса. В [11]
рассмотрены периодические меры Гиббса для модели Поттса с q состояниями.

В [12] вводится слабо периодическая мера Гиббса и для модели Изинга най-
дены некоторые такие меры. В [13] для модели Поттса исследованы слабо пе-
риодические основные состояния и слабо периодические меры Гиббса. Получен-
ные слабо периодические мери Гиббса в [13] также трансляционно-инвариантные.

В [14] изучается модель Поттса с q состояниями на дереве Кэли порядка
k ≥ 2 и для ферромагнитной модели Поттса выделены множества подгрупп
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индекса два группового представления дерева Кэли, при которых всякая слабо
периодическая мера Гиббса трансляционно-инвариантна, а для антиферромаг-
нитной модели Поттса при k ≥ 2 и q ≥ 2 показана неединственность слабо
периодической меры Гиббса, не являющейся трансляционно-инвариантной.

Данная работа посвящена слабо периодическим (не трансляционно-инва-
риантным) мерам Гиббса для ферромагнитной модели Поттса на дереве Кэли.
В разд. 2 даются необходимые определения и известные факты. Разд. 3 по-
священ изучению слабо периодических гиббсовских мер, соответствующих нор-
мальным делителям индекса два.

2. Определения и известные факты

Дерево Кэли ℑk порядка k ≥ 1 — бесконечное дерево, т. е. граф без циклов,
из каждой вершины которого выходит ровно k + 1 ребер. Пусть ℑk = (V, L, i),
где V — множество вершин ℑk, L — его множество ребер и i — функция инци-
дентности, сопоставляющая каждому ребру l ∈ L его концевые точки x, y ∈ V .
Если i(l) = {x, y}, то x и y называют ближайшими соседями вершины и ис-
пользуют обозначение l = 〈x, y〉. Расстояние d(x, y), x, y ∈ V , на дереве Кэли
определяется формулой

d(x, y) = min{d | ∃x = x0, x1, . . . , xd−1, xd = y ∈ V

такие, что 〈x0, x1〉, . . . , 〈xd−1, xd〉}.

Для фиксированного x0 ∈ V обозначим Wn = {x ∈ V | (.x, x
0) = n},

Vn = {x ∈ V | d(x, x0) ≤ n}, Ln = {l = 〈x, y〉 ∈ L | x, y ∈ Vn}. (1)

ПустьGk — свободное произведение k+1 циклических групп {e, ai} второго
порядка с образующими a1, a2, . . . , ak+1 соответственно, т. е. a2

i = e (см. [15]).
Существует взаимно однозначное соответствие между множеством вершин

V дерева Кэли порядка k и группой Gk (см. [4, 16]).
Это соответствие строится следующим образом. Произвольной фиксиро-

ванной вершине x0 ∈ V поставим в соответствие единичный элемент e группы
Gk. Так как рассматриваемый граф без ограничения общности можно считать
плоским, каждой соседней вершине точки x0 (т. е. e) поставим в соответствие
образующую ai, i = 1, 2, . . . , k + 1, по положительному направлению (рис. 1).

a3a1 a3a2

a3

e

a2 a1

a1a2a1a3a2a3a2a1

a2a1a3 a2a1a2 a2a3a2 a2a3a1 a1a3a2 a1a3a1 a1a2a1 a1a2a3

Рис. 1. Дерево Кэли ℑ2 и элементы группового представления вершин.

В каждой вершине ai определим слово длины два aiaj соседних вершин ai.
Поскольку одна из соседних вершин вершины ai есть e, положим aiai = e и тогда
нумерация остальных соседних вершин ai производится однозначно по выше-
приведенному правилу нумерации. Далее, для соседних вершин вершины aiaj
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определим слово длины три следующим образом. Так как одна из соседних для
aiaj вершин есть ai, положим aiajaj = ai и тогда нумерация остальных сосед-
них вершин производится однозначно и имеет вид aiajal, i, j, l = 1, 2, . . . , k + 1.
Это соответствие согласуется с предыдущим шагом, ибо aiajaj = aia

2
j = ai.

Таким образом, можно установить взаимно однозначное соответствие между
множеством вершин дерева Кэли ℑk и группой Gk.

Представление, построенное выше, называется правым, так как в этом слу-
чае если x и y — соседние вершины, а g и h ∈ Gk — соответствующие им элемен-
ты группы, то либо g = hai, либо h = gaj для некоторых i или j. Аналогично
определяется левое представление.

Рассмотрим в группе Gk (соответственно на дереве Кэли) преобразование
левого (правого) сдвига, определяемое следующим образом: для g ∈ Gk поло-
жим

Tg(h) = gh (Tg(h) = hg) ∀h ∈ Gk.

Совокупность всех левых (правых) сдвигов на Gk изоморфна группе Gk.

Любое преобразование S группы Gk индуцирует преобразование Ŝ на мно-
жестве вершин V дерева Кэли ℑk. Поэтому отождествляем V и Gk.

Теорема 1. Группа левых (правых) сдвигов на правом (левом) представ-

лении дерева Кэли является группой трансляций (см. [4, 16]).

Рассмотрим модель, где спиновые переменные принимают значения из мно-
жества � = {1, 2, . . . , q}, q ≥ 2, и расположены на вершинах дерева. Тогда кон-

фигурация σ на V определяется как функция x ∈ V → σ(x) ∈ �; множество
всех конфигураций совпадает с � = �V .

Гамильтониан модели Поттса определяется как

H(σ) = −J
∑

〈x,y〉∈L

δσ(x)σ(y), (2)

где J ∈ R, 〈x, y〉 — ближайшие соседи и δij — символ Кронекера:

δij =

{
0, если i 6= j,

1, если i = j.

Определим конечномерное распределение вероятностной меры µ в объеме
Vn как

µn(σn) = Z−1
n exp

{
− βHn(σn) +

∑

x∈Wn

hσ(x),x

}
, (3)

где β = 1/T , T > 0 — температура, Z−1
n — нормирующий множитель и {hx =

(h1,x, . . . , hq,x) ∈ Rq, x ∈ V } — совокупность векторов и

Hn(σn) = −J
∑

〈x,y〉∈Ln

δσ(x)σ(y).

Говорят, что вероятностное распределение (3) согласованное, если для всех
n ≥ 1 и σn−1 ∈ �Vn−1

∑

ωn∈�Wn

µn(σn−1 ∨ ωn) = µn−1(σn−1). (4)

Здесь σn−1 ∨ ωn — объединение конфигураций. В этом случае существует
единственная мера µ на �V такая, что для всех n и σn ∈ �Vn

µ({σ|Vn
= σn}) = µn(σn).
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Такая мера называется расщепленной гиббсовской мерой, соответствующей га-
мильтониану (2) и векторнозначной функции hx, x ∈ V .

Следующее утверждение описывает условие на hx, обеспечивающее согла-
сованность µn(σn).

Теорема 2 [7]. Вероятностное распределение µn(σn), n = 1, 2, . . . , в (3)
является согласованным тогда и только тогда, когда для любого x ∈ V имеет

место следующее равенство:

hx =
∑

y∈S(x)

F (hy, θ), (5)

где F : h = (h1, . . . , hq−1) ∈ Rq−1 → F (h, θ) = (F1, . . . , Fq−1) ∈ Rq−1 определяет-

ся как

Fi = ln





(θ − 1)ehi +
q−1∑
j=1

ehj + 1

θ +
q−1∑
j=1

ehj





и θ = exp(Jβ), S(x) — множество прямых потомков точки x.

Пусть Gk/G
∗
k = {H1, . . . , Hr} — фактор-группа, где G∗

k — нормальный де-
литель индекса r ≥ 1.

Определение 1. Совокупность векторов h = {hx, x ∈ Gk} называется
G∗

k-периодической, если hyx = hx для любых x ∈ Gk, y ∈ G∗
k.

Gk-периодические совокупности называются трансляционно-инвариантны-

ми.

Определение 2. Совокупность векторов h = {hx, x ∈ Gk} называется
G∗

k-слабо периодической, если hx = hij при x ∈ Hi, x↓ ∈ Hj для любого x ∈ Gk.

Определение 3. Мера µ называется G∗
k-периодической (слабо периодиче-

ской), если она соответствует G∗
k-периодической (слабо периодической) сово-

купности векторов h.

Замечание 1. Заметим, что всякая периодическая (трансляционно-инва-
риантная) мера Гиббса также слабо периодическая, но обратное неверно.

3. Слабо периодические меры

Пусть q произвольное, т. е. σ : V → � = {1, 2, 3, . . . , q}. В данной работе
рассмотрим q ≥ 2. Пусть A ⊂ {1, 2, . . . , k+1}. Заметим, что в случае |A| = k+1
(где |A| — число элементов множества A), т. е. в случае A = Nk, понятие слабо
периодичности совпадает с обычной периодичностью. Поэтому рассмотрим A ⊂
Nk такое, что A 6= Nk, и пусть HA =

{
x ∈ Gk |

∑
j∈A

wj(x) четно
}
, где wj(x) —

число aj в слове x, Gk/HA = {HA, Gk \ HA} — фактор-группа. Для простоты
обозначим H0 = HA, H1 = Gk \ HA, HA — слабо периодическая совокупность
векторов h = {hx ∈ Rq−1 | x ∈ Gk} — имеет следующий вид:

hx =






h1, если x↓ ∈ H0, x ∈ H0,

h2, если x↓ ∈ H0, x ∈ H1,

h3, если x↓ ∈ H1, x ∈ H0,

h4, если x↓ ∈ H1, x ∈ H1.



Слабо периодическая мера Гиббса 1159

Здесь hi = (hi1, hi2, . . . , hiq−1), i = 1, 2, 3, 4. Тогда в силу (5) имеем






h1 = (k − |A|)F (h1, θ) + |A|F (h2, θ),

h2 = (|A| − 1)F (h3, θ) + (k + 1 − |A|)F (h4, θ),

h3 = (|A| − 1)F (h2, θ) + (k + 1 − |A|)F (h1, θ),

h4 = (k − |A|)F (h4, θ) + |A|F (h3, θ).

(6)

Введем следующие обозначения: ehij = zij , i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, . . . , q − 1.
Тогда последнюю систему уравнений можно переписать:

z1j =

( (θ − 1)z1j +
q−1∑
i=1

z1i + 1

q−1∑
i=1

z1i + θ

)k−|A|( (θ − 1)z2j +
q−1∑
i=1

z2i + 1

q−1∑
i=1

z2i + θ

)|A|
,

z2j =

( (θ − 1)z3j +
q−1∑
i=1

z3i + 1

q−1∑
i=1

z3i + θ

)|A|−1( (θ − 1)z4j +
q−1∑
i=1

z4i + 1

q−1∑
i=1

z4i + θ

)k+1−|A|
,

z3j =

( (θ − 1)z2j +
q−1∑
i=1

z2i + 1

q−1∑
i=1

z2i + θ

)|A|−1( (θ − 1)z1j +
q−1∑
i=1

z1i + 1

q−1∑
i=1

z1i + θ

)k+1−|A|
,

z4j =

( (θ − 1)z4j +
q−1∑
i=1

z4i + 1

q−1∑
i=1

z4i + θ

)k−|A|( (θ − 1)z3j +
q−1∑
i=1

z3i + 1

q−1∑
i=1

z3i + θ

)|A|
,

(7)

здесь j = 1, 2, 3, . . . , q − 1.

Обозначим

I = {z = (z1, z2, . . . , zq−1) ∈ Rq−1 | z1 = z2 = · · · = zq−1}. (8)

Пусть zi = (zi1, . . . , ziq−1) ∈ I для i = 1, 2, 3, 4. Обозначим zi = zi1 = · · · =
ziq−1. Тогда система уравнений (7) сводится к следующей системе уравнений:

z1 =

(
(θ + q − 2)z1 + 1

(q − 1)z1 + θ

)k−|A|(
(θ + q − 2)z2 + 1

(q − 1)z2 + θ

)|A|
,

z2 =

(
(θ + q − 2)z3 + 1

(q − 1)z3 + θ

)|A|−1(
(θ + q − 2)z4 + 1

(q − 1)z4 + θ

)k+1−|A|
,

z3 =

(
(θ + q − 2)z2 + 1

(q − 1)z2 + θ

)|A|−1(
(θ + q − 2)z1 + 1

(q − 1)z1 + θ

)k+1−|A|
,

z4 =

(
(θ + q − 2)z4 + 1

(q − 1)z4 + θ

)k−|A|(
(θ + q − 2)z3 + 1

(q − 1)z3 + θ

)|A|
.

(9)

В [14] доказано, что для модели Потсса при θ > 1 и |A| > k
2 все HA-слабо

периодические меры Гиббса транcляционно-инвариантные.
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Для ферромагнитной модели Поттса рассмотрим случай |A| = 1. Введем
обозначение

f(z) =
(θ + q − 2)z + 1

(q − 1)z + θ
.

Тогда система уравнений (9) имеет следующий вид:






z1 = (f(z1))
k−1 · (f(z2)),

z2 = (f(z4))
k,

z3 = (f(z1))
k,

z4 = (f(z4))
k−1 · (f(z3)).

(10)

Утверждение 1. Пусть z = {z1, z2, z3, z4} — решение системы уравне-

ний (10). Если zi = zj при i 6= j, где i, j = 1, 4, то z1 = z2 = z3 = z4.

Доказательство. Функция f(z) при θ > 1 строго возрастающая, так как

f ′(z) =
(θ − 1)(θ + q − 1)

((q − 1)z + θ)2
.

Пусть z1 = z2, тогда из первого и второго уравнений (10) получим (f(z1))
k =

(f(z4))
k. Поскольку функция f(z) строго возрастающая, имеем z1 = z4. Из

второго и третьего уравнений (10) вытекает, что z2 = z3. Следовательно, z1 =
z2 = z3 = z4.

Предположим, что z1 = z4. Тогда из второго и третьего уравнений (10)
получим z2 = z3, а из первого и второго уравнений (10) имеем следующие ра-
венства:

z1
z2

=
f(z2)

f(z1)
.

Из строгого возрастания функции f(z) последнее равенство выполняется только
при z1 = z2. Следовательно, z1 = z2 = z3 = z4.

Остальные всевозможные случаи аналогично доказываются. Утверждение
доказано.

Теорема 3. Пусть |A| = 1, k ≥ 6 и q ≥ 3. Тогда для ферромагнитной

модели Поттса существуют критические значения θ1, θ2 такие, что при θ ∈
(θ1, θ2) существуют не менее двух HA-слабо периодических (не трансляционно-

инвариантных) мер Гиббса, где θ1 = 4−3q+qk−q
√
k2−6k+1

4 , θ2 = 4−3q+qk+q
√
k2−6k+1

4 .

Доказательство. Из системы уравнений (10) легко получим следующую
систему уравнений:

z1
(f(z1))k−1

= f((f(z4))
k),

z4
(f(z4))k−1

= f((f(z1))
k). (11)

Область определения функции f(z) есть Df = (0,+∞), а множество значений

Ef равно
(

1
θ
, 1 + θ−1

q−1

)
. Для простоты введем обозначения r = 1

θ
, t = 1 + θ−1

q−1 .

Если (11) имеет решение, то

r <
zi

(f(zi))k−1
< t, (12)

где i = 1, 4.Введем обозначение ϕ1(z) = z
(f(z))k−1 .Легко проверить, что функция

ϕ1(z) непрерывна на Df и ϕ1(1) = 1. Тогда существуют r1, t1 такие, что r1 <



Слабо периодическая мера Гиббса 1161

1, t1 > 1 и при zi ∈ (r1, t1), i = 1, 4, неравенство (12) выполняется. Тогда система
уравнений (11) сводится к следующей:

{
f−1

(
z1

(f(z1))k−1

)
= (f(z4))

k,

f−1
(

z4

(f(z4))k−1

)
= (f(z1))

k.
(13)

Учитывая, что Df−1 = (r, t), Ef−1 = (0,+∞), систему уравнений можно
переписать в виде 





k

√
f−1

(
z1

(f(z1))k−1

)
= f(z4),

k

√
f−1

(
z4

(f(z4))k−1

)
= f(z1).

(14)

Если система уравнений (14) имеет решение, то

rk < f−1

(
zi

(f(zi))k−1

)
< tk, i = 1, 4. (15)

Введем обозначение ϕ2(z) = f−1
(

z
(f(z))k−1

)
. Легко проверить, что при z ∈ (r1, t1)

функция ϕ2(z) непрерывна и ϕ2(1) = 1. Тогда существуют r2, t2 такие, что
r2 < 1, t2 > 1 и при zi ∈ (r2, t2), i = 1, 4, выполняется неравенство (15). Введем
обозначение P = max{r1, r2}, Q = min{t1, t2}. Ясно, что P < 1, Q > 1 и при zi ∈
(P,Q), i = 1, 4, выполняются неравенства (12) и (15). Тогда система уравнений
(11) сводится к следующей системе уравнений:

z1 = ψ(z4), z4 = ψ(z1), (16)

где ψ(z) = f−1
(

k

√
f−1

(
z

(f(z))k−1

))
. Понятно, что система уравнений (16) имеет

столько решений, сколько решений имеет уравнение ψ(ψ(z)) = z. Для изучения
системы уравнений (16) воспользуемся следующей известной леммой.

Лемма 1. Пусть γ : [0, 1] → [0, 1] — непрерывная функция с неподвижной

точкой ξ ∈ (0, 1). Предположим, что функция γ дифференцируема в точке

ξ ∈ (0, 1) и γ′(ξ) < −1. Тогда существуют x0, x1 такие, что 0 ≤ x0 < ξ < x1 ≤ 1
и γ(x0) = x1, γ(x1) = x0 (см. [17, с. 70]).

Легко видеть, что для функции ψ(z) верны следующие утверждения:
1) ψ(1) = 1;
2) функция ψ(z) определена на [P1;Q1], где P < P1 < 1 < Q1 < Q;
3) ψ(z) ограничена и дифференцируема в точке ξ = 1.
Тогда по лемме 1 при ψ′(1) < −1 система уравнений (16) имеет три решения

вида (1, 1), (x0, x1), (x1, x0), где ψ(x0) = x1, ψ(x1) = x0. Неравенство ψ′(1) < −1
эквивалентно следующему неравенству:

(θ + q − 1)(2θ + q − 2 − kθ + k)

(θ − 1)2k
< −1,

из которого получим

(θ − θ1)(θ − θ2) < 0,

где θ1,2 = 4−3q+qk±q
√
k2−6k+1

4 . Из утверждения 1 вытекает, что при θ ∈ (θ1, θ2)
система уравнений (10) имеет не менее двух решений вида z = (z1, z2, z3, z4), где
zi 6= zj , i 6= j, i, j = 1, 4, т. е. существуют не менее двухHA-слабо периодических
(не трансляционно-инвариантных) мер Гиббса. Теорема доказана.
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Итак, для ферромагнитной модели Поттса с q-состояниями существуют
HA-слабо периодические (не трансляционно-инвариантные) меры Гиббса, в то
время как периодические меры Гиббса для этой модели с тремя состояниями
не существуют (см. [10]).

Замечание 2. Заметим, что полученные в теореме 3 HA-слабо периоди-
ческие меры новые и они дают возможность описать континуум множества не
трансляционно-инвариантных гиббсовских мер, отличных от ранее известных.
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