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1. Введение

В работе рассматриваются только конечные группы. Известные результа-
ты Холла [1] и Картера [2] были объединены и расширены в работе Гашюца
[3], в которой установлены существование и сопряженность F-проекторов (F-
покрывающих подгрупп) в разрешимой группе для насыщенной (локальной)
формации F (см. также работу Шунка [4], в которой теорема Гашюца была
распространена для класса F, являющегося примитивно замкнутым гомомор-
фом).

В ряде работ установлены необходимые и достаточные условия, при ко-
торых F-подгруппа M является F-покрывающей подгруппой (F-проектором)
группы G или содержится в ее F-покрывающей подгруппе (F-проекторе), в
частности, выявлены условия, при которых F-проектор группы является ее F-
покрывающей подгруппой (см., например, [5–9]).

В [10, 11] результаты из [3] для локальной формации F распространены на
произвольные группы с разрешимым F-корадикалом GF. В [12] условие разре-
шимости F-корадикала GF ослаблено до π(F)-разрешимости (см. также теорему
15.7 в [13]).

Дальнейшее обобщение результаты из [3, 4, 10–12] получили в работе Эрик-
сона [14] для примитивно замкнутого гомоморфа (класса Шунка), содержа-
щегося в SQ-замкнутом универсуме. В работе Ферстера [15] к исследованию
вопросов существования и сопряженности F-проекторов в группах для класса
Шунка F, содержащегося в SQE�-замкнутом универсуме, применен подход, ос-
нованный на использовании Q-границы класса Шунка (см. также [16, гл. III,
VI]).

Пусть P — множество всех простых чисел и ω — непустое подмножество
множества P. В [17] введено понятие ω-локальной формации (см. также [18,
определение 4]). В частности, ω-локальная формация при ω = π(F) является
локальной формацией.
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Цель настоящей работы — расширить основные результаты работ [3, 4, 10–
12, 14] и дополнить результаты из [5–9] для класса F, являющегося ω-локальной
формацией или ω-примитивно замкнутым гомоморфом.

2. Определения, обозначения
и предварительные результаты

В дальнейшем ω обозначает некоторое непустое множество простых чисел.
Используемые определения и обозначения для групп стандартны, их можно
найти в [13, 16, 19]. Приведем лишь некоторые определения для классов групп.
Через E (N и A) обозначаем соответственно класс всех конечных (нильпотент-
ных и абелевых) групп [16, 19].

Класс F называется гомоморфом или Q-замкнутым классом, если из G ∈ F
и N / G следует, что G/N ∈ F. Гомоморф F называется формацией, если из
G/A ∈ F и G/B ∈ F вытекает, что G/A ∩ B ∈ F. Класс F называется классом
Фиттинга, если F замкнут относительно нормальных подгрупп и из того, что
G = AB, где A и B — нормальные F-подгруппы в G, следует, что G ∈ F.
Формация Фиттинга — формация, являющаяся классом Фиттинга. Класс F
называется наследственным или S-замкнутым классом, если из G ∈ F и H ≤ G
следует, что H ∈ F [13].

Пусть F и X — классы групп, F ⊆ X. Класс F называется насыщенным
в X, если для любой группы G ∈ X и любой N / G такой, что N ≤ �(G), из
G/N ∈ F следует, что G ∈ F; класс F называется примитивно замкнутым в X
или, коротко, P -замкнутым в X, если из G/CoreG(M) ∈ F для любой макси-
мальной подгруппы M группы G ∈ X следует, что G ∈ F. При X = E получа-
ем соответственно определения насыщенного класса и примитивно замкнутого
(коротко, P -замкнутого) класса. P -замкнутый гомоморф называется классом
Шунка (см., например, [16, определение II, 2.1]) или P -гомоморфом.

Функция f : ω∪{ω′} → {формации групп} называется ωF -функцией, функ-
ция g : P → {формации групп} — PF -функцией, функция δ : P → {непустые
формации Фиттинга} — PFR-функцией. Формацию ωF (f, δ) = (G : G/Oω(G) ∈
f(ω′) и G/Gδ(p) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩π(G)) будем называть ω-веерной форма-
цией с ω-спутником f и с направлением δ; формацию F (g, δ) = (G : G/Gδ(p) ∈
g(p) для всех p ∈ π(G)) — веерной формацией со спутником g и с направлени-
ем δ; формацию ωF (f, δ) — ω-полной формацией, если δ(p) = Ep′ для любого
p ∈ P, и обозначать через ωAF (f) = (G : G/Oω(G) ∈ f(ω′) и G/Op′(G) ∈ f(p)
для всех p ∈ ω ∩ π(G)). В [18] установлено, что каждая формация является ω-
полной для некоторого непустого множества ω. Формация ωF (f, δ) называется
ω-локальной формацией, если δ(p) = Ep′Np для любого p ∈ P, и обозначается
через ωLF (f) = (G : G/Oω(G) ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)).
Если ω = π(F), то ω-локальная формация становится локальной формацией.

Определение 2.1. Пусть F — непустой класс групп. Подгруппа H группы
G называется F-максимальной в G, если H ∈ F и из H ≤ U ≤ G и U ∈ F следует,
что U = H.

Определение 2.2. Пусть F — непустой класс групп. Подгруппа H группы
G называется F-проектором в G, если для любой нормальной подгруппы N
группы G подгруппа HN/N является F-максимальной подгруппой в фактор-
группе G/N .

Определение 2.3 [20, гл. 1, п. 1.2.8]. Пусть F — непустой класс групп.
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Нормальная подгруппаK группы G называется F-корадикальной, если G/K ∈ F
и из G/N ∈ F, где N ≤ K, следует, что N = K.

Замечание 2.1. Если класс F является формацией, то F-корадикальная
нормальная подгруппа в группе G единственна, обозначается через GF и назы-
вается F-корадикалом группы G (см., например, [13]).

Определение 2.4. Пусть F и X — непустые классы групп, F ⊆ X. Класс
групп F назовем ω-насыщенным в X, если для любой группы G ∈ X и любой
нормальной подгруппы N группы G такой, что N ≤ �(G)∩Oω(G), из G/N ∈ F
следует, что G ∈ F.

Замечание 2.2. При X = E получаем определение ω-насыщенного класса
групп [17].

Определение 2.5. Пусть F и X — непустые классы групп, F ⊆ X. Класс F
назовем ω-примитивно замкнутым в X или, коротко, ωP -замкнутым в X, если
для любой группы G ∈ X из G/CoreG(M)∩Oω(G) ∈ F для любой максимальной
подгруппы M группы G следует, что G ∈ F. ωP -замкнутый в X гомоморф
коротко будем называть ωP -гомоморфом в X. Будем говорить, что F — ωP -
замкнутый класс групп (ωP -гомоморф), если F является ωP -замкнутым в E
классом (ωP -гомоморфом в E).

Замечание 2.3. Если ω = π(F), то ω-насыщенный в X класс (ωP -замкну-
тый в X класс, ωP -гомоморф в X) F становится насыщенным в X классом (со-
ответственно P -замкнутым в X классом, P -гомоморфом в X).

Доказательства следующих двух лемм осуществляются простой проверкой
соответствующих определений (ср. [19, теорема 5.2]).

Лемма 2.1. Пусть X — непустой класс групп. Тогда всякий ωP -гомоморф
в X является ω-насыщенным в X классом.

Лемма 2.2. Пусть X — непустой класс групп. Тогда всякий P -замкнутый
в X гомоморф ωP -замкнут в X. В частности, каждый класс Шунка является
ωP -гомоморфом.

Определение 2.6. Группу G назовем ω-примитивной, если в G существу-
ет максимальная подгруппа M такая, что CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1, а M будем
называть ω-примитиватором группы G.

Замечание 2.4. Если ω = π(G), то ω-примитивная группа G становится
примитивной группой, а M — ее примитиватором [19, гл. 4, п. 4.6]. Считаем,
что в единичной группе E не существует максимальной подгруппы. Поэтому E
не является ω-примитивной группой.

Лемма 2.3. Пусть G — ω-примитивная группа c ω-примитиватором M и
F := F (G) — подгруппа Фиттинга группы G. Тогда либо F — ω′-группа, либо
F = Fp ×Q, где p ∈ ω, Q — ω′-группа, Fp является единственной минимальной
нормальной ω-подгруппой группы G и G = [Fp]M .

Доказательство. Пусть F не является ω′-группой. Тогда F — ωd-группа
и Fω — неединичная нормальная подгруппа группы G. Если Fω ⊆ M , то по
определению 2.6 Fω ⊆ CoreG(M)∩Oω(G) = 1, что невозможно. Следовательно,
Fω 6⊆M , поэтому G = MFω.

Пусть K := M ∩ Fω. Тогда K / M . Поскольку Fω 6⊆ M , то K ⊂ Fω и
по [19, теорема 3.12(2)] K < NFω (K). Поэтому M < NG(K) и, значит, K / G.



F-проекторы и F-покрывающие подгруппы конечных групп 1227

Тогда K ⊆ CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1. Таким образом, K = 1. Отсюда следует,
что G = [Fω]M и по [19, лемма 4.39] Fω является минимальной нормальной
подгруппой в G. Тем самым Fω = Fp для некоторого p ∈ ω. Тогда F = Fp ×Q,
где Q — ω′-группа и G = [Fp]M .

Допустим, что в группе G существует минимальная нормальная ω-подгруп-
па R, отличная от Fp. Тогда Fp×R является нормальной ω-подгруппой в группе
G и D = M ∩ FpR / M , причем D является неединичной ω-группой. Так как
D ⊆ CG(Fp), то Fp ⊆ CG(D) и, значит, G = FpM ⊆ NG(D). Следовательно,
D / G. По определению 2.6 D ⊆ CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1. Получили проти-
воречие. Следовательно, Fp является единственной минимальной нормальной
ω-подгруппой группы G. Лемма доказана.

Теорема 2.1. Пусть G — ω-примитивная группа, M — ее ω-примитиватор
и Oω(G) 6= 1. Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G содержит единственную минимальную нормальную ω-под-
группу N , CG(N) = N × CoreG(M) и G = [N ]M ;

(2) группа G содержит единственную минимальную нормальную ω-под-
группу N , CG(N) = CoreG(M) и G = NM ;

(3) группа G содержит точно две минимальные нормальные ω-подгруппы
N1 и N2, причем G = [N1]M = [N2]M , N1 ∼= N2 ∼= N1N2 ∩ M , CG(Ni) =
N3−i × CoreG(M), i = 1, 2.

Доказательство. Так как R := Oω(G) 6= 1, в группе G существует ми-
нимальная нормальная подгруппа N , содержащаяся в R. По условию G — ω-
примитивная группа и M — ее ω-примитиватор. Тогда в силу определения 2.6
N ∩ CoreG(M) ≤ R ∩ CoreG(M) = 1, значит, N 6⊆M . Поэтому G = NM . Пусть
C := CG(N). Тогда подгруппа C нормальна в G. Поскольку C ∩ M / M и
N ≤ CG(C ∩M) ≤ NG(C ∩M), то C ∩M / G. Так как N ∩ CoreG(M) = 1, то
CoreG(M) ≤ C и, значит, CoreG(M) ≤ C ∩M . Из C ∩M ≤ CoreG(M) следует,
что C ∩M = CoreG(M).

Пусть N ⊆ C. Тогда N — элементарная абелева p-группа для некоторого
p ∈ ω. Пусть F := F (G) — подгруппа Фиттинга группы G. Так как N ≤ F ,
по лемме 2.3 N = Fp — единственная минимальная нормальная ω-подгруппа
группы G, G = [N ]M и C = N × CoreG(M). Следовательно, G — группа типа
(1).

Пусть N∩C = 1 и C ⊆M . Тогда N является прямым произведением попар-
но изоморфных простых неабелевых ω-групп и C = CoreG(M). Допустим, что
в группе G существует минимальная нормальная ω-подгруппа L 6= N . Тогда
L ≤ C = CoreG(M) и L ≤ CoreG(M) ∩ R = 1. Получили противоречие. Следо-
вательно, N — единственная минимальная нормальная ω-подгруппа группы G,
и G — группа типа (2).

Пусть N ∩ C = 1 и C 6⊆ M . Тогда N является прямым произведением
попарно изоморфных простых неабелевых ω-подгрупп, C ∩M = CoreG(M) и
G = CM = NM . Пусть G содержит две различные минимальные нормаль-
ные ω-подгруппы N1 и N2. Тогда можем считать, что N1 и N2 — неабелевы
нормальные ω-подгруппы группы G, причем Ni 6⊆ M , i = 1, 2. Следовательно,
G = MN1 = MN2, причем N1 ∩ N2 = 1. Допустим, что Di := M ∩ Ni 6= 1,
i = 1, 2. Тогда Di / M и G = N3−iM ≤ NG(Di). Поэтому Di / G, что проти-
воречит минимальности нормальной подгруппы Ni в группе G. Следователь-
но, Di = 1 для любого i = 1, 2. Тем самым G = [N1]M = [N2]M . Пусть
C1 := CG(N1). Тогда N2 ≤ C1 и, значит, C1 6⊆ M . Поэтому G = MC1, причем
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M ∩C1 = CoreG(M). Так как N2 ≤ C1 и G = MN2, по модулярному тождеству
C1 = N2(M ∩ C1) = N2 × CoreG(M).

Допустим, что G содержит минимальную нормальную ω-подгруппу N3, от-
личную от N1 и N2. Тогда C1 = N3 × CoreG(M) = (N2 × N3)CoreG(M). Из
|C1| = |N2| · |CoreG(M)| = (|N2| · |N3| · |CoreG(M)|)/(|N2N3∩CoreG(M)|) следует,
что |N2N3∩CoreG(M)| = |N3|. Стало быть, T := N2N3∩CoreG(M) — нормальная
ω-подгруппа группы G порядка, равного |N3|. Тогда T ≤ CoreG(M)∩Oω(G) = 1.
Получили противоречие. Тем самым группа G содержит точно две минималь-
ные нормальные ω-подгруппы N1 и N2. Теорема доказана.

Следствие 2.1 (Бэр [21]). Пусть G — примитивная группа, M — ее при-
митиватор. Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G содержит единственную минимальную нормальную подгруппу
N , CG(N) = N и G = [N ]M ;

(2) группа G содержит единственную минимальную нормальную подгруппу
N , CG(N) = 1 и G = NM ;

(3) группа G содержит точно две минимальные нормальные подгруппы N1
и N2, причем G = [N1]M = [N2]M , N1 ∼= N2 ∼= N1N2 ∩ M , CG(Ni) = N3−i,
i = 1, 2.

Доказательство следующей леммы осуществляется простой проверкой со-
ответствующих определений.

Лемма 2.4. Пусть X — гомоморф, F — непустая формация, содержащаяся
в X. Формация F ω-насыщенна в X тогда и только тогда, когда F ωP -замкнута
в X.

3. Fω-проекторы групп

Определение 3.1. Пусть F — непустой класс групп. Подгруппу H группы
G назовем Fω-проектором в G, если для любой нормальной ω-подгруппы N
группы G подгруппа HN/N является F-максимальной подгруппой в фактор-
группе G/N .

Замечание 3.1. Если ω = π(G), то Fω-проектор группы G становится
F-проектором в G.

Лемма 3.1. Пусть F — непустой гомоморф, N — нормальная ω-подгруппа
группы G. Если H/N — Fω-проектор группы G/N и K — Fω-проектор группы
H, то K является Fω-проектором группы G.

Доказательство. Пусть H/N — Fω-проектор группы G/N и K — Fω-
проектор группы H. Так как N — нормальная ω-подгруппа группы H, по
определению 3.1 подгруппаKN/N является F-максимальной вH/N . Поскольку
H/N — Fω-проектор группы G/N и N/N — нормальная ω-подгруппа группы
G/N , ввиду определения 3.1 H/N — F-максимальная подгруппа в G/N и по
определению 2.1 H/N ∈ F. Это означает, что KN/N = H/N и H = KN .

Покажем, что K является F-максимальной подгруппой в G. Действитель-
но, так как K — Fω-проектор группы H, ввиду определений 3.1 и 2.1 K ∈ F.
Пусть K ≤ U ≤ G и U ∈ F. Покажем, что U = K. Поскольку F — гомо-
морф, то H/N = KN/N ≤ UN/N ∼= U/U ∩ N ∈ F. Так как подгруппа H/N
F-максимальна в G/N , то H/N = UN/N . Следовательно, U ≤ H. Тогда из
F-максимальности подгруппы K в H получаем K = U и по определению 2.1
K — F-максимальная подгруппа в G.
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Предположим, что подгруппа K не является Fω-проектором группы G. То-
гда найдется такая нормальная ω-подгруппа A вG, чтоKA/A не F-максимальна
в G/A. В этом случае в G/A существует подгруппа B/A ∈ F такая, что KA/A ⊂
B/A. Поскольку H/N — Fω-проектор группы G/N и AN/N — нормальная
ω-подгруппа в G/N , то (H/N · AN/N)/(AN/N) = (HA/N)/(AN/N) — F-мак-
симальная подгруппа в (G/N)/(AN/N), поэтому HA/NA — F-максимальная
подгруппа в G/NA. Так как

(B/A ·AN/A)/(AN/A) ∼= BN/AN ∼= B/B ∩AN ∼= (B/A)/((B/A) ∩ (AN/A)) ∈ F

и
HA/NA = KNA/NA ≤ BN/AN,

из F-максимальности подгруппыHA/NA в G/NA получаемHA = KNA = BN .
Тогда B = B ∩ AKN = AK(B ∩ N) ≤ AH. Поскольку K — Fω-проектор
группы H и A ∩ H — нормальная ω-подгруппа в H, то K(A ∩ H)/(A ∩ H) —
F-максимальная подгруппа в H/A ∩H. Так как

K(A ∩H)/(A ∩H) ∼= K/(K ∩H ∩A) = K/K ∩A ∼= KA/A

и
H/H ∩A ∼= HA/A,

то KA/A — F-максимальная подгруппа в HA/A. Следовательно, из KA/A ≤
B/A ≤ HA/A получаем, что KA/A = B/A; противоречие. Таким образом,
подгруппа K является Fω-проектором группы G. Лемма доказана.

Теорема 3.1. Пусть X — наследственный гомоморф, F — непустой ωP -
гомоморф в X и G ∈ X. Если G обладает F-корадикальной нормальной ω-
подгруппой, то в G существует Fω-проектор.

Доказательство. Пусть N — F-корадикальная нормальная ω-подгруппа
группы G ∈ X. Предположим, что G не имеет Fω-проектора, причем G— группа
наименьшего порядка с таким свойством. Тогда G 6∈ F, поэтому N 6= 1. Сле-
довательно, Oω(G) 6= 1. Пусть L — произвольная неединичная нормальная ω-
подгруппа группы G. Так как NL/L ∼= N/N ∩L — ω-группа и (G/L)/(NL/L) ∼=
G/NL ∼= (G/N)/(NL/N) ∈ F, группа G/L имеет F-корадикальную нормаль-
ную ω-подгруппу. Поскольку G ∈ X и X — гомоморф, то G/L ∈ X. Так как
|G/L| < |G|, по индукции в G/L существует Fω-проектор T/L. Тогда по опре-
делению 3.1 ((T/L)(NL/L))/(NL/L) является F-максимальной подгруппой в
фактор-группе (G/L)/(NL/L). Отсюда следует, что (TN)/(NL) является F-
максимальной подгруппой в фактор-группе G/(NL). Так как G/(NL) ∈ F, то
TN = G. Поскольку G/N = TN/N ∼= T/T ∩N ∈ F и T ∩N — ω-группа, группа T
обладает F-корадикальной нормальной ω-подгруппой. В силу наследственности
класса X из G ∈ X получаем, что T ∈ X. Если T — собственная подгруппа в G,
то ввиду выбора группы G в T существует Fω-проектор K. Тогда по лемме 3.1
K — Fω-проектор группы G. Получили противоречие. Следовательно, T = G.
Это означает, что G/L — Fω-проектор в G/L, поэтому G/L ∈ F. Таким образом,

для любой неединичной нормальной ω-подгруппы L группы G

справедливо G/L ∈ F.
(3.1)

Покажем, что G — ω-примитивная группа. Действительно, если CoreG(M)
∩Oω(G) 6= 1 для любой максимальной подгруппы M из G, то в силу (3.1)
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G/CoreG(M) ∩ Oω(G) ∈ F. Так как класс F является ωP -гомоморфом в X,
отсюда получаем G ∈ F, что невозможно. Следовательно, найдется максималь-
ная подгруппа M в G такая, что CoreG(M)∩Oω(G) = 1. Это означает, что G —
ω-примитивная группа. Поскольку Oω(G) 6= 1, по теореме 2.1 группа G имеет
не более двух минимальных нормальных ω-подгрупп.

Покажем, что G обладает единственной минимальной нормальной ω-под-
группой. Пусть A — минимальная нормальная ω-подгруппа группы G. По (3.1)
G/A ∈ F. Предположим, что A∩M = 1. Тогда G = MA. Проверим, что в этом
случае M является Fω-проектором группы G.

Предварительно установим, что M — F-максимальная подгруппа группы
G. Действительно, M ∼= M/1 = M/M ∩ A ∼= MA/A = G/A ∈ F, т. е. M ∈ F.
Пусть M ≤ U ≤ G и U ∈ F. Поскольку M < ·G и G 6∈ F, то M = U . Это
означает, что M является F-максимальной подгруппой в G.

Пусть B — произвольная нормальная ω-подгруппа группы G. Покажем,
что MB/B — F-максимальная подгруппа в G/B. Если B = 1, то утверждение
верно. Пусть B 6= 1. Если B ⊆ M , то B ⊆ CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1, что невоз-
можно. Поэтому B 6⊆ M и, значит, G = MB. Ввиду (3.1) MB/B = G/B ∈ F.
Это означает, что MB/B — F-максимальная подгруппа в G/B. Тем самым
установлено, что M является Fω-проектором группы G. Получили противоре-
чие. Следовательно, M ∩A 6= 1, и в силу теоремы 2.1 A является единственной
минимальной нормальной ω-подгруппой группы G.

Пусть H — добавление к A в группе G. Согласно [13, лемма 11.1] G = HA
и A ∩ H ⊆ �(H). Так как A — ω-группа, H ∩ A ⊆ �(H) ∩ Oω(H), причем
H/H ∩A ∼= HA/A = G/A ∈ F. По условию F — ωP -гомоморф в X. По лемме 2.1
F является ω-насыщенным в X классом. Поэтому из H ∈ X и H/H ∩ A ∈ F
следует, что H ∈ F. В G найдется F-максимальная подгруппа R такая, что H ⊆
R. Покажем, что в этом случае R является Fω-проектором группы G. Пусть
S — нормальная ω-подгруппа из G. Проверим, что RS/S — F-максимальная
подгруппа группы G/S. Так как R ∈ F и F — гомоморф, RS/S ∈ F. Пусть
RS/S ≤ V/S ≤ G/S и V/S ∈ F. Если S = 1, то RS/S ∼= R, поэтому RS/S — F-
максимальная подгруппа вG/S. Пусть S 6= 1. ТогдаA ⊆ S и, значит, G = HA =
HS = RS. Следовательно, RS/S = G/S — F-максимальная подгруппа в G/S.
Таким образом, R является Fω-проектором группы G. Получили противоречие.
Теорема доказана.

Доказательство следующей леммы осуществляется простой проверкой со-
ответствующих определений (ср. [19, лемма 5.12]).

Лемма 3.2. Пусть F — непустой класс групп. Если H — Fω-проектор
группы G и N — нормальная ω-подгруппа в G, то HN/N — Fω-проектор группы
G/N .

Теорема 3.2. Пусть X — наследственный гомоморф и F — непустой под-
класс класса X. Если каждая группа G ∈ X c Oω(G) 6= 1 обладает Fω-проекто-
ром, то справедливы следующие утверждения:

(1) класс F ωP -замкнут в X;
(2) если H ∈ F и N — нормальная ω-подгруппа группы H, то H/N ∈ F.
Доказательство. Пусть каждая группа G ∈ X c Oω(G) 6= 1 имеет по

крайней мере один Fω-проектор.
(1) Покажем, что F является ωP -замкнутым в X классом. Допустим, что

существует группа G1 ∈ X\F такая, что G1/CoreG1(S) ∩Oω(G1) ∈ F для любой
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максимальной подгруппы S группы G1, причем G1 — группа наименьшего по-
рядка с таким свойством. По условию теоремы в G1 существует Fω-проектор R.
Так как R ∈ F, то R ⊂ G1. Тогда найдется максимальная подгруппа M группы
G1 такая, чтоR ⊆M . По определению 3.1R(CoreG1(M)∩Oω(G1))/(CoreG1(M)∩
Oω(G1)) — F-максимальная подгруппа группы G1/CoreG1(M)∩Oω(G1). Имеем

G1/CoreG1(M) ∩Oω(G1) = R(CoreG1(M) ∩Oω(G1))/(CoreG1(M) ∩Oω(G1))

в силу выбора группы G1. Тогда G1 = R(CoreG1(M)∩Oω(G1)) ⊆M . Получили
противоречие. Тем самым установлено, что класс F ωP -замкнут в X.

(2) Пусть H ∈ F и N — нормальная ω-подгруппа группы H. Покажем,
что H/N ∈ F. Если N = 1, то утверждение верно. Пусть N 6= 1. Так как
H ∈ X, по условию в H существует Fω-проектор. Поскольку H ∈ F, то H
является Fω-проектором в H и по лемме 3.2 H/N является Fω-проектором в
H/N . Следовательно, H/N ∈ F. Теорема доказана.

Следствие 3.1 (Эриксон [14]). Пусть X — наследственный гомоморф и
F — непустой подкласс класса X. В любой группе G ∈ X существует F-проектор
тогда и только тогда, когда F является примитивно замкнутым в X гомоморфом.

Определение 3.2. Пусть F — класс групп. Подгруппу H группы G назо-
вем Fω-покрывающей подгруппой группы G, если H ∈ F и из того, что H ≤ U ≤
G, V — нормальная ω-подгруппа группы U и U/V ∈ F, следует, что U = HV .

Замечание 3.2. Если ω = π(G), то Fω-покрывающая подгруппа группы
G становится F-покрывающей подгруппой в G.

Доказательство следующей леммы осуществляется простой проверкой со-
ответствующих определений (ср. [19, лемма 5.17]).

Лемма 3.3. Пусть F — гомоморф. Подгруппа Н группы G является Fω-
покрывающей подгруппой группы G тогда и только тогда, когда H является
Fω-проектором каждой подгруппы группы G, в которой H содержится.

Лемма 3.4. Пусть F — гомоморф и G — группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения.

(1) Если H — Fω-проектор группы G и H — максимальная подгруппа груп-
пы G, то H является Fω-покрывающей подгруппой в G.

(2) Если H — Fω-покрывающая подгруппа группы G и H ≤ K ≤ G, то H
является Fω-покрывающей подгруппой в K.

(3) Если H — Fω-покрывающая подгруппа группы G и N — нормальная
ω-подгруппа в G, то HN/N является Fω-покрывающей подгруппой в G/N .

(4) Если N — нормальная ω-подгруппа в G и H/N — Fω-покрывающая
подгруппа в G/N , то каждая Fω-покрывающая подгруппа из H является Fω-
покрывающей подгруппой в G.

Доказательство. (1) Пусть H — Fω-проектор группы G и H — макси-
мальная подгруппа группы G. Покажем, что H является Fω-покрывающей
подгруппой в G. Пусть H ≤ U ≤ G, V — нормальная ω-подгруппа группы
U и U/V ∈ F. Проверим, что U = HV . Действительно, из H ≤ U ≤ G в
силу максимальности H в G получаем, что либо H = U , либо U = G. Ес-
ли H = U , то U = UV = HV . Пусть U = G. Так как H — Fω-проектор
группы G = U и V — нормальная ω-подгруппа группы G, по определению 3.1
HV/V — F-максимальная подгруппа группы G/V . Поскольку G/V = U/V ∈ F,
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то HV/V = G/V , поэтому HV = G = U . Таким образом, H является Fω-
покрывающей подгруппой в G.

(2) Пусть H — Fω-покрывающая подгруппа группы G и H ≤ K ≤ G. По-
кажем, что H является Fω-покрывающей подгруппой в K. В самом деле, если
H ≤ U ≤ K, V — нормальная ω-подгруппа группы U и U/V ∈ F, то по опреде-
лению 3.2 U = HV .

(3) Пусть H — Fω-покрывающая подгруппа группы G и N — нормальная
ω-подгруппа в G. Покажем, что HN/N является Fω-покрывающей подгруп-
пой в G/N . Согласно лемме 3.3 H является Fω-проектором группы G. Тогда
по лемме 3.2 HN/N — Fω-проектор группы G/N . Пусть K/N — подгруппа
в G/N , содержащая HN/N . Покажем, что HN/N является Fω-проектором в
K/N . Действительно, так как H ≤ K, по п. (2) подгруппа H является Fω-
покрывающей подгруппой в K и ввиду леммы 3.3 H — Fω-проектор в K. От-
сюда по лемме 3.2 получаем, что HN/N — Fω-проектор в K/N . Это согласно
лемме 3.3 означает, что HN/N является Fω-покрывающей подгруппой в G/N .

(4) Пусть N — нормальная ω-подгруппа группы G, H/N — Fω-покрываю-
щая подгруппа в G/N и K — Fω-покрывающая подгруппа группы H. Покажем,
что K является Fω-покрывающей подгруппой в G. Согласно лемме 3.3 K явля-
ется Fω-проектором в H. Тогда по определению 3.1 KN/N — F-максимальная
подгруппа в H/N . Так как H/N — Fω-покрывающая подгруппа в G/N , по опре-
делению 3.2 H/N ∈ F. Поэтому KN/N = H/N и H = KN . Из того, что K —
Fω-проектор вH, N — нормальная ω-подгруппа группыG иH/N — Fω-проектор
в G/N , по лемме 3.1 получаем, что подгруппа K является Fω-проектором в G.

Пусть K ≤ U ≤ G, V — нормальная ω-подгруппа группы U и U/V ∈ F.
Проверим, что U = KV . Так как H = KN ≤ UN , то H/N = KN/N ≤ UN/N ≤
G/N . Поскольку V N/N — нормальная ω-подгруппа в UN/N и H/N — Fω-
покрывающая подгруппа в G/N , по определению 3.2 UN/N = H/N · V N/N =
HVN/N = KVN/N и, значит, UN = KVN . Так как K(U ∩ N) = U ∩ KN =
U ∩H, то

U = U ∩ UN = U ∩KVN = KV (U ∩N) = (U ∩H)V.

Тогда

U/V = (U ∩H)V/V = (U ∩H)/(U ∩H ∩ V ) = (U ∩H)/(V ∩H) ∈ F.

Таким образом, K ≤ U ∩ H ≤ H, V ∩ H — нормальная ω-подгруппа в U ∩ H
и (U ∩ H)/(V ∩ H) ∈ F. По определению 3.2 U ∩ H = K(V ∩ H), поэтому
U = V (U ∩ H) = V (V ∩ H)K = V K. Следовательно, K — Fω-покрывающая
подгруппа в G. Лемма доказана.

Пусть F — класс групп, G — группа, A — нормальная ω-подгруппа груп-
пы G. Следуя [16] (см. также [19, гл. 5, п. 5.2]), через ProjFω (G) обозначим
совокупность всех Fω-проекторов группы G, CovFω (G) — совокупность всех Fω-
покрывающих подгрупп группы G, CompG(A) — совокупность всех дополнений
к подгруппе A в G.

Теорема 3.3. Пусть X — наследственный гомоморф, F — непустой ωP -
гомоморф в X, G ∈ X\F, A — абелева минимальная нормальная ω-подгруппа
группы G, G/A ∈ F. Тогда ProjFω (G) = CovFω (G) = CompG(A).

Доказательство. Отметим, что согласно теореме 3.1 в группе G суще-
ствует Fω-проектор, поэтому ProjFω (G) 6= �. Применим индукцию по порядку
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группы G. Пусть H — Fω-проектор группы G. Тогда из определений 3.1 и 2.1
следует, что H ∈ F. Согласно лемме 3.2 HA/A является Fω-проектором группы
G/A. По условию теоремы G/A ∈ F. Это означает, что HA/A = G/A и G = HA.
Если G = H, то G ∈ F, что противоречит условию теоремы. Поэтому G 6= H.
Из G = HA получаем, что A 6⊆ H. Так как A — абелева группа, подгруппа A∩H
нормальна в G. Поскольку A — минимальная нормальная подгруппа группы G
и A 6⊆ H, то A∩H = 1. Таким образом, G = [A]H, иH — максимальная подгруп-
па в G. По лемме 3.4(1) H является Fω-покрывающей подгруппой в G. Поэтому
ProjFω (G) ⊆ CovFω (G). Из леммы 3.3 следует, что CovFω (G) ⊆ ProjFω (G). Сле-
довательно, ProjFω (G) = CovFω (G). ИзG = [A]H получаем, чтоH ∈ CompG(A).
Таким образом, CovFω (G) = ProjFω (G) ⊆ CompG(A).

Пусть B ∈ CompG(A). Это означает, что G = [A]B и B — максимальная
подгруппа группы G. Рассмотрим случай, когда CoreG(H ∩ B) ∩ Oω(G) 6= 1.
Пусть N — минимальная нормальная ω-подгруппа группы G, содержащаяся в
H∩B. Так как (AN/N)∩(B/N) = (AN∩B)/N = N(A∩B)/N = N/N , то G/N =
[AN/N ](B/N) и B/N ∈ CompG/N (AN/N). Проверим, что дляG/N справедливо
условие теоремы. Действительно, так как N ⊆ H ∩ B, то A 6⊆ N и ввиду [19,
лемма 2.36(3)] AN/N — абелева минимальная нормальная ω-подгруппа в G/N .
Далее, поскольку класс F является гомоморфом,

(G/N)/(AN/N) ∼= G/AN ∼= (G/A)/(AN/A) ∈ F.

Так как G ∈ X и X — гомоморф, G/N ∈ X. Покажем, что G/N 6∈ F. Согласно
лемме 3.2 H/N — Fω-проектор группы G/N . Если G/N ∈ F, то H/N = G/N , а
значит, G = H ∈ F, что невозможно. Поэтому G/N 6∈ F. Таким образом, группа
G/N удовлетворяет условию теоремы. По индукции B/N ∈ CovFω (G/N). Так
как B ∼= G/A ∈ F, то B ∈ CovFω (B) и по лемме 3.4(4) B ∈ CovFω (G). Тем самым
в случае, когда CoreG(H ∩B) ∩Oω(G) 6= 1, получаем CompG(A) ⊆ CovFω (G) =
ProjFω (G).

Пусть CoreG(H ∩B)∩Oω(G) = 1. Предположим, что CoreG(B)∩Oω(G) 6= 1
и K — минимальная нормальная ω-подгруппа группы G, содержащаяся в B.
Пусть T := AK ∩H. Покажем, что подгруппа T нормальна в G. В самом деле,
так как AK = A×K и A— абелева группа, то A ⊆ CG(AK), поэтому A ⊆ NG(T ).
Ввиду H ⊆ NG(T ) получаем G = HA ⊆ NG(T ). Следовательно, T — нормаль-
ная ω-подгруппа в G. В силу CoreG(H ∩B)∩Oω(G) = 1 имеем T 6⊆ B. Посколь-
ку B — максимальная подгруппа группы G, то G = TB. Из B ∈ F получаем
G/T = BT/T ∼= B/B ∩ T ∈ F. Из H ∈ ProjFω (G) по лемме 3.2 следует, что
H/T ∈ ProjFω (G/T ). Поскольку G/T ∈ F, то G = H, что невозможно. Сле-
довательно, CoreG(B) ∩Oω(G) = 1. Тогда для любой неединичной нормальной
ω-подгруппы L группы G справедливо L 6⊆ B и потому G = BL. Так как B ∈ F,
то G/L = BL/L ∈ F. Таким образом, BL/L — F-максимальная подгруппа в
G/L для любой нормальной ω-подгруппы L из G. Согласно определению 3.1 B
является Fω-проектором в G, поэтому CompG(A) ⊆ ProjFω (G) = CovFω (G).

Тем самым установлено, что

ProjFω (G) = CovFω (G) = CompG(A).

Теорема доказана.

Поскольку всякий класс Шунка согласно лемме 2.2 является ωP -гомомор-
фом для любого непустого множества простых чисел ω, при ω = π(G) и X = E
из теоремы 3.3 непосредственно вытекает следующий результат.
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Следствие 3.2 [19, теорема 5.19]. Пусть F — класс Шунка, A — мини-
мальная нормальная подгруппа группы G, причем G 6∈ F, а G/A ∈ F. Если A
абелева, то ProjF(G) = CovF(G) = CompG(A).

Замечание 3.3. Условия, при которых множество всех F-проекторов и
множество всех F-покрывающих подгрупп группы совпадают, также рассмат-
риваются в [16] (см., например, [16, лемма III, 3.9(b)]).

Теорема 3.4. Пусть X — наследственный гомоморф, F — непустой ωP -
гомоморф в X, G ∈ X, N — нильпотентная нормальная ω-подгруппа группы G.
Если H — F-подгруппа в G такая, что G = HN , то H содержится в некоторой
Fω-покрывающей подгруппе группы G. В частности, если H — F-максимальная
подгруппа группы G такая, что G = HN , то H — Fω-покрывающая подгруппа
в G.

Доказательство. Применим индукцию по порядку группы G. Если G ∈
F, то G — Fω-покрывающая подгруппа в G. В этом случае утверждение верно.
Пусть G 6∈ F. Если N = 1, то H = G — Fω-покрывающая подгруппа в G, и
утверждение верно. Пусть N 6= 1 и A — минимальная нормальная ω-подгруппа
группы G, содержащаяся в N . Покажем, что для G/A выполняется условие тео-
ремы. Действительно, N/A — нильпотентная нормальная ω-подгруппа группы
G/A. В силу того, что класс X является гомоморфом, G/A ∈ X. Так как H ∈ F
и F — гомоморф, HA/A ∈ F. Поскольку G = HN , то G/A = (HA/A)(N/A).
Таким образом, по индукции для G/A выполняется заключение теоремы. Это
означает, что существует Fω-покрывающая подгруппа K/A в группе G/A такая,
что HA/A ⊆ K/A.

Рассмотрим случай, когда K < G. Покажем, что K удовлетворяет условию
теоремы. В самом деле, K∩N — нильпотентная нормальная ω-подгруппа груп-
пы K, H — F-подгруппа в K, K = G∩K = HN ∩K = H(N ∩K). Ввиду наслед-
ственности класса X имеем K ∈ X. По индукции существует Fω-покрывающая
подгруппа R группы K, содержащая H. Отсюда согласно лемме 3.4(4) получа-
ем, что R — Fω-покрывающая подгруппа в G. Таким образом, в данном случае
утверждение верно.

Пусть G = K. Тогда G/A = K/A ∈ F. Так как A — ω-группа, группа G
обладает F-корадикальной нормальной ω-подгруппой и по теореме 3.1 группа
G обладает Fω-проектором. Пусть T — Fω-проектор группы G. Согласно тео-
реме 3.3 T является дополнением к A в G и T — Fω-покрывающая подгруппа в
G. Так как G = [A]T и A — абелева минимальная нормальная ω-подгруппа в
G, то T — максимальная подгруппа в G. Покажем, что подгруппа N ∩ T нор-
мальна в G. Действительно, поскольку A нормальна в N и N нильпотентна, то
A ⊆ CG(N) и поэтому A ⊆ NG(N ∩ T ). Тогда G = TA ⊆ NG(N ∩ T ) и, значит,
N ∩ T — нормальная ω-подгруппа группы G. Если N ∩ T 6= 1, то подгруппу A
можно выбрать содержащейся в N∩T . Тогда G = TA = T ∈ F, что невозможно.
Следовательно, N ∩ T = 1. Тогда из A ⊆ N и G = [A]T = [N ]T получаем, что
N = A — минимальная нормальная ω-подгруппа в G. Кроме того, H ∩ N —
нормальная подгруппа в G. Если H ∩ N = N , то N ⊆ H и G = HN = H ∈ F,
что невозможно. Таким образом, H ∩ N = 1, и подгруппа H является допол-
нением к N в G. По теореме 3.3 H — Fω-покрывающая подгруппа группы G,
содержащая H. Теорема доказана.

При ω = P из теоремы 3.4 непосредственно получаем следующие результа-
ты.
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Следствие 3.3 (Эриксон [14]). Пусть X — наследственный гомоморф и F —
непустой P -гомоморф в X. Если H — F-подгруппа группы G и G = HF (G) ∈ X,
то H содержится в некоторой F-покрывающей подгруппе группы G.

Следствие 3.4 (Гашюц, см. [16, лемма III, 3.14]). Пусть F — класс Шунка,
G — группа и N — нильпотентная нормальная подгруппа группы G. Если H —
F-максимальная подгруппа группы G такая, что G = HN , то H является F-
проектором группы G.

Следствие 3.5 [13, теорема 15.9(1)]. Пусть F — локальная формация и
G — группа с нильпотентным F-корадикалом. Если H — F-подгруппа в G та-
кая, что G = HF (G), то H содержится в некоторой F-покрывающей подгруппе
группы G.

Теорема 3.5. Пусть F — непустая ω-локальная формация и N — нильпо-
тентная нормальная ω-подгруппа группы G и H, M — подгруппы группы G
такие, что H ∈ F, H ⊆M и G = HN . Если H — F-субнормальная подгруппа в
M , то M ∈ F.

Доказательство. Пусть H — F-субнормальная подгруппа группы M .
Применим индукцию по порядку группы G. Рассмотрим случай, когда M < G.
Покажем, что M удовлетворяет условию теоремы. Действительно, M = M ∩
G = M ∩HN = H(M ∩N) и M ∩N — нильпотентная нормальная ω-подгруппа
группы M . Следовательно, M удовлетворяет условию теоремы, и по индукции
M ∈ F.

Пусть M = G. Так как H — F-субнормальная подгруппа в M = G, со-
гласно [13, определение 8.1] существует максимальная цепь группы G вида
H = Hm ⊂ Hm−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = G, где m ≥ 0, такая, что Hi — F-
нормальная максимальная подгруппа в Hi−1 для любого i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Ин-
дукцией по m докажем, что G ∈ F. Если m = 0, то H = G ∈ F.

Пусть m > 0. По предположению индукции H1 ∈ F. Поскольку H1 — F-
нормальная максимальная подгруппа в G, по [13, определение 8.1] GF ⊆ H1.
Так как H ⊆ H1, то G = H1N и по теореме 3.4 при X = E получаем, что H1
является Fω-покрывающей подгруппой в G. Из определения 3.2 при U = G,
V = GF получаем G = H1GF = H1. Таким образом, M = G ∈ F. Теорема
доказана.

Следствие 3.6 (Хоукс [8]; см. также [13, теорема 15.10]). Пусть F — ло-
кальная формация, G — группа с нильпотентным F-корадикалом и H, M —
подгруппы группы G такие, что H ∈ F, H ⊆ M и G = HF (G). Если H —
F-субнормальная подгруппа в M , то M ∈ F.

Теорема 3.6. Пусть X — наследственный гомоморф, F — непустой ωP -
гомоморф в X, G — X-группа, обладающая π(F)-разрешимой F-корадикальной
нормальной ω-подгруппой. Подгруппа H группы G является Fω-проектором в
G тогда и только тогда, когда H — Fω-покрывающая подгруппа в G.

Доказательство. 1. Необходимость. Пусть H — Fω-проектор группы
G. Тогда из определения 3.1 следует, что H является F-максимальной подгруп-
пой в группе G. Применяя индукцию по порядку группы G, покажем, что H
является Fω-покрывающей подгруппой в G. Если G ∈ F, то G = H и в силу
определения 3.2 G — Fω-покрывающая подгруппа в G. Таким образом, в этом
случае утверждение верно.
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Пусть G 6∈ F и L — π(F)-разрешимая F-корадикальная нормальная ω-
подгруппа группы G. Тогда L 6= 1. Пусть A — минимальная нормальная ω-
подгруппа группы G, содержащаяся в L, и π := π(F). Так как (G/A)/(L/A) ∼=
G/L ∈ F, то G/A обладает π-разрешимой F-корадикальной нормальной ω-
подгруппой. Поскольку G ∈ X и X — гомоморф, G/A ∈ X. Согласно лемме 3.2
подгруппа HA/A является Fω-проектором группы G/A и по индукции HA/A —
Fω-покрывающая подгруппа в G/A. Пусть K := HA.

Пусть A является π-группой. Так как A — π-разрешимая группа, A яв-
ляется элементарной абелевой p-группой для некоторого p ∈ π. Покажем, что
для группы K выполняются условия теоремы 3.4. Действительно, A — ниль-
потентная нормальная ω-подгруппа в K и H — F-подгруппа в K. Так как X —
наследственный класс, K ∈ X. Поскольку H — F-максимальная подгруппа в
G, то H — F-максимальная подгруппа в K. По теореме 3.4 H является Fω-
покрывающей подгруппой в K. Так как K/A — Fω-покрывающая подгруппа в
G/A, согласно лемме 3.4(4) H — Fω-покрывающая подгруппа в G.

Пусть A — π′-группа. Так как H ∈ F, то H является π-группой. Тогда в
силу теоремы Шура — Цассенхауза [19, теорема 4.32]K = H[A] иH является Sπ-
подгруппой группы K, причем любые две Sπ-подгруппы группы K сопряжены
в K. Покажем, что H является Fω-покрывающей подгруппой группы K. Пусть
H ≤ U ≤ K и U/V ∈ F, где V — нормальная ω-подгруппа в группе U . Тогда H
является Sπ-подгруппой группы U , а по [19, лемма 4.34] HV/V — Sπ-подгруппа
группы U/V . Так как U/V ∈ F, то U/V является π-группой. Тогда HV/V =
U/V и, значит, U = HV . По определению 3.2 H является Fω-покрывающей
подгруппой в K. В силу того, что K/A — Fω-покрывающая подгруппа в G/A,
по лемме 3.4(4) H является Fω-покрывающей подгруппой в группе G.

2. Достаточность. Пусть H — Fω-покрывающая подгруппа группы G.
Тогда по лемме 3.3 H является Fω-проектором группы G. Теорема доказана.

Применяя лемму 2.2, из теоремы 3.6 при ω = π(G) непосредственно полу-
чаем

Следствие 3.7 (Эриксон [14]). Пусть X — наследственный гомоморф, F —
непустой P -гомоморф в X, G — X-группа, обладающая π(F)-разрешимой F-
корадикальной нормальной подгруппой. Подгруппа H группы G является F-
проектором в G тогда и только тогда, когда H — F-покрывающая подгруппа в
G.

Применяя [17, теорема 1] и лемму 2.4, из теоремы 3.6 при X = E получаем

Следствие 3.8. Пусть F — непустая ω-локальная формация, G — груп-
па, GF — π(F)-разрешимая ω-группа. Подгруппа H группы G является Fω-
проектором в G тогда и только тогда, когда H — Fω-покрывающая подгруппа
в G.

Ввиду [18, следствие 4.2] получаем результат для локальной формации.

Следствие 3.9. Пусть F — непустая локальная формация, G — груп-
па с π(F)-разрешимым F-корадикалом. Подгруппа H группы G является F-
проектором в G тогда и только тогда, когда H — F-покрывающая подгруппа в
G.

Теорема 3.7. Пусть F — непустая ω-локальная формация и F-корадикал
GF группы G является π(F)-разрешимой ω-группой. Тогда группа G имеет по
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крайней мере одну Fω-покрывающую подгруппу (один Fω-проектор) и любые
две Fω-покрывающие подгруппы (два Fω-проектора) из G сопряжены в G.

Доказательство. Так как согласно [17, теорема 1] F — ω-насыщенная
формация, по лемме 2.4 при X = E получаем, что F является ωP -гомоморфом.
Тогда по теореме 3.1 в группе G существует Fω-проектор. Согласно теореме 3.6
Fω-проектор группы G является Fω-покрывающей подгруппой в G. Таким об-
разом, группа G имеет по крайней мере одну Fω-покрывающую подгруппу.

Пусть H1 и H2 — Fω-покрывающие подгруппы группы G и π := π(F). По-
кажем, что H1 и H2 сопряжены в G. Применим индукцию по порядку группы
G. Если G ∈ F, то G = H1 = H2, и, значит, утверждение верно. Пусть G 6∈ F.
Тогда GF 6= 1. Пусть L — минимальная нормальная подгруппа группы G, со-
держащаяся в GF.

Согласно лемме 3.4(3) H1L/L и H2L/L — Fω-покрывающие подгруппы в
G/L. Проверим, что для G/L выполняются условия теоремы. Действительно,
по [13, лемма 1.2(1)] (G/L)F = GFL/L, поэтому (G/L)F — π-разрешимая ω-
группа. Тогда по индукции H1L/L и H2L/L сопряжены в G/L. Следовательно,
найдется такой элемент x ∈ G, что H1L/L = Hx

2L/L и, значит, H1L = Hx
2L. По-

скольку H2 — Fω-покрывающая подгруппа группы G, нетрудно проверить, что
Hx

2 является Fω-покрывающей подгруппой в G. По лемме 3.4(2) H1 и Hx
2 — Fω-

покрывающие подгруппы в H1L. Так как H1L/L ∈ F, то (H1L)F ⊆ L, поэтому
(H1L)F — π-разрешимая ω-группа. Если H1L < G, то по индукции существует
y ∈ H1L такой, что H1 =

(
Hx

2
)y, и, значит, H1 и H2 сопряжены в G.

Пусть G = H1L = Hx
2L. Если CoreG(H1)∩Oω(G) 6= 1, то L можно выбрать

так, что L ⊆ H1. Тогда G = H1L = H1 ∈ F и, значит, G = H1 = H2. Аналогично
если CoreG

(
Hx

2
)
∩Oω(G) 6= 1, то можем считать, что L ⊆ Hx

2 . Тогда G = Hx
2L =

Hx
2 ∈ F и G = Hx

2 = H1. Следовательно,

CoreG(H1) ∩Oω(G) = CoreG
(
Hx

2
)
∩Oω(G) = 1.

Пусть L является π-группой. Так как L— π-разрешимая группа, L является
элементарной абелевой p-группой для некоторого p ∈ π ∩ ω. Тогда L ∩ H1 =
L ∩ Hx

2 = 1 и G = [L]H1 = [L]Hx
2 . Поскольку G/L = H1L/L ∈ F, то GF ⊆ L,

поэтому L = GF. Так как L — абелева минимальная нормальная подгруппа
группы G, то H1 и Hx

2 — максимальные подгруппы в G, причем H1 и Hx
2 F-

абнормальны в G. Согласно [18, теорема 6] F — p-локальная формация. Кроме
того, CoreG(H1)∩GF = CoreG

(
Hx

2
)
∩GF, GF — p-разрешимая группа, |G : H1| и∣∣G : Hx

2
∣∣ — p-числа. Тогда по [13, теорема 8.5] подгруппы H1 и Hx

2 сопряжены
в G. Тем самым установлено, что H1 и H2 сопряжены в G.

Пусть L является π′-группой. Так как по определению 3.2 Hi ∈ F, то Hi

является π-группой, i = 1, 2. Тогда в силу теоремы Шура — Цассенхауза [19,
теорема 4.32] G = [L]H1 = [L]Hx

2 , Hi является Sπ-подгруппой группы G, причем
любые две Sπ-подгруппы группы G сопряжены в G. Отсюда следует, что H1 и
H2 сопряжены в G. Теорема доказана.

Замечание 3.4. Авторы признательны рецензенту за пожелания по
оформлению работы и за следующий пример.

Пример 3.1. Пусть F = Sω×A2, где 2 6∈ ω, Sω — класс всех разрешимых ω-
групп, A2 — класс всех абелевых 2-групп и G — диэдральная группа порядка 8.
Простая проверка показывает, что класс F является ω-локальной формацией,
F-корадикал K группы G совпадет с A2-корадикалом группы G. Следователь-
но, K — неединичная 2-группа, и, значит, K не является ω-группой, причем
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K ≤ �(G). Отсюда следует, что группа G не обладает F-проектором. Так как
нормальной ω-подгруппой в группе G является лишь единичная подгруппа, по
определению 3.1 каждая F-максимальная подгруппа в G— Fω-проектор в G. То-
гда любая абелева максимальная подгруппа группы G является Fω-проектором
в G. Следовательно, циклическая подгруппа порядка 4 и две элементарные
абелевы подгруппы порядка 4 являются Fω-проекторами в группе G. Поэтому
условие «быть ω-подгруппой» F-корадикала в теореме 3.7 существенно.

Следствие 3.10 [13, теорема 15.7]. Пусть F — локальная формация и G —
группа с π(F)-разрешимым F-корадикалом. Тогда G обладает по крайней мере
одной F-покрывающей подгруппой и любые две F-покрывающие подгруппы из
G сопряжены в G.

Следствие 3.11 (Шмигирев [11], Шмид [10]; см. также [13, теорема 15.6]).
Пусть F — локальная формация и G — группа с разрешимым F-корадикалом.
Тогда G обладает по крайней мере одной F-покрывающей подгруппой и любые
две F-покрывающие подгруппы из G сопряжены в G.

Ввиду следствия 3.8 из теоремы 3.7 получаем

Следствие 3.12. Пусть F — непустая ω-локальная формация, G — группа
и GF — π(F)-разрешимая ω-группа. Тогда G обладает по крайней мере одним
Fω-проектором и любые два Fω-проектора группы G сопряжены в G.

Из следствий 3.9 и 3.10 непосредственно получаем утверждение для ло-
кальной формации.

Следствие 3.13. Пусть F — локальная формация и G — группа с π(F)-
разрешимым F-корадикалом. Тогда G обладает по крайней мере одним F-про-
ектором и любые два F-проектора группы G сопряжены в G.
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