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нений с запаздывающим аргументом. С использованием функционала Ляпунова —
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§ 1. Введение

В настоящее время имеется большое число работ, посвященных дифферен-
циальным уравнениям с запаздывающим аргументом (см., например, моногра-
фии [1–9] и имеющуюся в них библиографию). Повышенный интерес к таким
уравнениям обусловлен тем, что они возникают во многих прикладных задачах
при изучении процессов, скорость протекания которых определяется не только
настоящим, но и предшествующим состояниями (см., например, книги [10–12]
и библиографию, содержащуюся в них). Одной из важных является проблема
исследования экспоненциальной устойчивости решений таких уравнений. В от-
личие от автономных уравнений эта проблема для неавтономных уравнений
является менее изученной.

В статье рассматриваются системы дифференциальных уравнений с запаз-
дывающим аргументом следующего вида:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ), t ≥ 0, (1.1)

где A(t), B(t), C(t) — матрицы размера n×n с непрерывными T -периодическими
элементами, т. е.

A(t+ T ) ≡ A(t), B(t+ T ) ≡ B(t), C(t+ T ) ≡ C(t),

τ > 0 — параметр запаздывания. Наша цель — изучение экспоненциальной
устойчивости решений и получение оценок решений на полуоси {t > 0}, харак-
теризующих экспоненциальное убывание при t→∞.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 16–01–00592).

c© 2017 Матвеева И. И.
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Работа продолжает наши исследования экспоненциальной устойчивости ре-
шений дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом и периоди-
ческими коэффициентами в линейных членах (см, например, [13–16]). В [13, 14]
рассматривались системы с C(t) ≡ 0, в [15, 16] — системы, когда C(t) ≡ C —
постоянная матрица. Были указаны условия экспоненциальной устойчивости,
получены оценки экспоненциального убывания решений на бесконечности и
оценки множеств притяжения. При получении этих результатов авторы пе-
речисленных статей использовали введенные ими функционалы Ляпунова —
Красовского следующего вида:

〈H(t)(y(t)− Cy(t− τ)), (y(t)− Cy(t− τ))〉+
t∫

t−τ

〈K(t− s)y(s), y(s)〉 ds,

где матрицы H(t) ∈ C(R+) ∩ C1([lT, (l + 1)T ]), l = 0, 1, . . . , K(s) ∈ C1([0, τ ])
такие, что

H(t) = H∗(t), H(t) = H(t+ T ) > 0, t ≥ 0,

K(s) = K∗(s), K(s) ≥ 0,
d

ds
K(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ].

Здесь и далее матричное неравенство S > 0 (или S < 0) означает, что S — по-
ложительно (или отрицательно) определенная эрмитова матрица. Для матриц
используем спектральную норму.

В этой статье мы рассматриваем случай, когда C(t) 6≡ C — T -периодическая
матрица. При получении результатов вводим функционал Ляпунова — Кра-
совского, не зависящий от C(t). В частности, он позволяет получать оценки
решений системы (1.1) без дополнительных ограничений на запаздывание τ и
период T . При построении функционала используем критерий асимптотической
устойчивости решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений с
периодическими коэффициентами [17]. В § 2 вводим необходимые обозначения
и формулируем основные результаты, доказательство которых проводится в § 3.

Автор выражает благодарность профессору Г. В. Демиденко за полезные
обсуждения.

§ 2. Основные результаты

Пусть матрицы H(t) ∈ C1[0, T ], K(s), L(s) ∈ C1[0, τ ] такие, что

H(t) = H∗(t), t ∈ [0, T ], H(0) = H(T ) > 0, (2.1)

K(s) = K∗(s) ≥ 0,
d

ds
K(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ], (2.2)

L(s) = L∗(s) ≥ 0,
d

ds
L(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ]. (2.3)

Определим матрицу

Q(t) =

Q11(t) Q12(t) Q13(t)
Q∗

12(t) Q22(t) Q23(t)
Q∗

13(t) Q∗
23(t) Q33(t)

 (2.4)
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с элементами

Q11(t) = − d

dt
H(t)−H(t)A(t)−A∗(t)H(t)−K(0)−A∗(t)L(0)A(t),

Q12(t) = −H(t)B(t)−A∗(t)L(0)B(t),
Q13(t) = −H(t)C(t)−A∗(t)L(0)C(t),

Q22(t) = K(τ)−B∗(t)L(0)B(t),
Q23(t) = −B∗(t)L(0)C(t),

Q33(t) = L(τ)− C∗(t)L(0)C(t).

(2.5)

Теорема 1. Предположим, что существуют матрицы H(t) ∈ C1[0, T ],
K(s), L(s) ∈ C1[0, τ ], удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3), такие, что для мат-
рицы Q(t) в (2.4) справедливо неравенство〈

Q(t)

 u
v
w

 ,

 u
v
w

〉
≥ 〈P (t)u, u〉, u, v, w ∈ Cn, t ∈ [0, T ], (2.6)

где P (t) > 0 — положительно определенная эрмитова матрица с непрерывными
элементами. Если существуют k, l > 0 такие, что

d

ds
K(s) + kK(s) ≤ 0,

d

ds
L(s) + lL(s) ≤ 0, s ∈ [0, τ ], (2.7)

то нулевое решение системы (1.1) экспоненциально устойчиво.

Рассмотрим начальную задачу для системы (1.1):

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ), t > 0,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], y(+0) = ϕ(0),
(2.8)

где ϕ(t) ∈ C1[−τ, 0] — заданная вектор-функция. Ниже установим оценки для
решений начальной задачи (2.8), характеризующие скорость экспоненциального
убывания при t→∞.

Для формулировки результатов введем ряд обозначений. Если матрица
H(t) удовлетворяет условиям теоремы 1, то

d

dt
H(t) +H(t)A(t) +A∗(t)H(t) ≤ −P (t)−K(0)−A∗(t)L(0)A(t),

т. е. H(t) является решением специальной краевой задачи для дифференциаль-
ного уравнения Ляпунова

d

dt
H +HA(t) +A∗(t)H = −G(t), t ∈ [0, T ], H(0) = H(T ) > 0, (2.9)

где G(t) — положительно определенная эрмитова матрица с непрерывными эле-
ментами. В этом случае из результатов работы [17] следует, что H(t) > 0 на всем
отрезке [0, T ]. Продолжим T -периодическим образом матрицы H(t), P (t) на
всю полуось {t ≥ 0}, сохраняя те же обозначения. Обозначим через hmin(t) > 0
минимальное собственное значение матрицы H(t), через pmin(t) > 0 — мини-
мальное собственное значение матрицы P (t).
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Теорема 2. Предположим, что выполнены условия теоремы 1. Тогда для
решения задачи (2.8) имеет место оценка

‖y(t)‖ ≤

√
V (0, ϕ)
hmin(t)

exp

− 1
2

t∫
0

γ(ξ) dξ

, t > 0, (2.10)

где

V (0, ϕ) = 〈H(0)ϕ(0), ϕ(0)〉+
0∫

−τ

〈K(−s)ϕ(s), ϕ(s)〉 ds

+
0∫

−τ

〈
L(−s) d

ds
ϕ(s),

d

ds
ϕ(s)

〉
ds, (2.11)

γ(t) = min
{
pmin(t)
‖H(t)‖

, k, l

}
> 0. (2.12)

Замечание 1. В частном случае B(t) ≡ 0, C(t) ≡ 0 теорема 1 дает усло-
вие экспоненциальной устойчивости нулевого решения системы обыкновенных
дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами:

dx

dt
= A(t)x, (2.13)

установленное в [17]. Действительно, выбирая K(s) ≡ 0, L(s) ≡ 0, с учетом (2.5)
из (2.6) приходим к тому, что нулевое решение системы (2.13) экспоненциаль-
но устойчиво, если существует эрмитово решение H(t) краевой задачи (2.9) с
G(t) ≥ P (t) > 0. Поскольку K(s) ≡ 0, L(s) ≡ 0, можно выбрать k, l любыми по-
ложительными. Тогда γ(t) = pmin(t)

‖H(t)‖ и (2.10) дает оценку для решений системы
(2.13) следующего вида (см. [17]):

‖x(t)‖ ≤

√
‖H(0)‖
hmin(t)

‖x(0)‖ exp

− 1
2

t∫
0

pmin(ξ)
‖H(ξ)‖

dξ

.

Замечание 2. Неравенство (2.10) позволяет оценить скорость экспонен-
циального убывания решений системы (1.1) на бесконечности, при этом не ис-
пользуем спектральную информацию (спектр оператора монодромии или корни
квазимногочленов в случае постоянных коэффициентов).

Скорость убывания в (2.10) зависит от матрицы P (t). Поэтому естественно
возникает вопрос о нахождении этой матрицы. Ниже при чуть более ограничи-
тельных условиях по сравнению с теоремой 1 укажем такую матрицу в явном
виде. Этот факт может быть полезен при исследовании конкретных задач.

В силу теоремы 1 если существуют матрицы H(t) ∈ C1[0, T ], K(s), L(s) ∈
C1[0, τ ], удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3), (2.7), такие, что матрица Q(t) в
(2.4) положительно определена при t ∈ [0, T ], то нулевое решение системы (1.1)
экспоненциально устойчиво. Требование положительной определенности Q(t)
влечет условие

d

dt
H(t) +H(t)A(t) +A∗(t)H(t) < −K(0)−A∗(t)L(0)A(t),
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т. е. H(t) является решением краевой задачи (2.9), где G(t) — положительно
определенная эрмитова матрица с непрерывными элементами. Как отмечалось
выше, из [17] следует, что H(t) > 0 на всем отрезке [0, T ]. Продолжим H(t),
сохраняя то же обозначение, T -периодическим образом на всю полуось {t ≥ 0}.
Используя эту матрицу H(t) и матрицы K(s), L(s), введем матрицу

P (t) = Q11(t)−
[
Q12(t)−Q13(t)Q−1

33 (t)Q∗
23(t)

][
Q22(t)−Q23(t)Q−1

33 (t)Q∗
23(t)

]−1

×
[
Q12(t)−Q13(t)Q−1

33 (t)Q∗
23(t)

]∗ −Q13(t)Q−1
33 (t)Q∗

13(t), (2.14)

где Qij(t) определены в (2.5). Нетрудно показать, что P (t) положительно опре-
делена, если Q(t) положительно определена (см. лемму в § 3). Обозначим через
pmin(t) > 0 минимальное собственное значение матрицы P (t), через hmin(t) >
0 — минимальное собственное значение матрицы H(t).

Теорема 3. Предположим, что существуют матрицы H(t) ∈ C1[0, T ],
K(s), L(s) ∈ C1[0, τ ], удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3), (2.7), такие, что
матрица Q(t) в (2.4) положительно определена при t ∈ [0, T ]. Тогда для ре-
шения задачи (2.8) имеет место оценка (2.10), где матрица P (t) определена в
(2.14).

§ 3. Доказательство основных результатов

Очевидно, утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает из оценки
(2.10), поэтому достаточно доказать теорему 2.

Доказательство теоремы 2. Будем следовать схеме из [13]. Пусть y(t) —
решение начальной задачи (2.8). Используя матрицу H(t), определенную перед
формулировкой теоремы 2 на всей полуоси {t > 0}, и матрицы K(s), L(s), удо-
влетворяющие условиям теоремы 1, рассмотрим на решении следующий функ-
ционал Ляпунова — Красовского:

V (t, y) = 〈H(t)y(t), y(t)〉+
t∫

t−τ

〈K(t− s)y(s), y(s)〉 ds

+
t∫

t−τ

〈
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds. (3.1)

Дифференцируя его, получаем

d

dt
V (t, y) =

〈
d

dt
H(t)y(t), y(t)

〉
+

〈
H(t)

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ)

)
, y(t)

〉
+

〈
H(t)y(t),

(
A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ)

)〉

+ 〈K(0)y(t), y(t)〉 − 〈K(τ)y(t− τ), y(t− τ)〉+
t∫

t−τ

〈
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

〉
ds

+
〈
L(0)

d

dt
y(t),

d

dt
y(t)

〉
−

〈
L(τ)

d

dt
y(t− τ),

d

dt
y(t− τ)

〉
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+
t∫

t−τ

〈
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds.

Учитывая, что y(t) удовлетворяет системе (1.1), имеем

d

dt
V (t, y) = −

〈
Q(t)

 y(t)
y(t− τ)
d
dty(t− τ)

 ,

 y(t)
y(t− τ)
d
dty(t− τ)

〉

+
t∫

t−τ

〈
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

〉
ds+

t∫
t−τ

〈
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds, (3.2)

где матрица Q(t) определена в (2.4). В силу (2.6) получаем
d

dt
V (t, y) ≤ −pmin(t)‖y(t)‖2

+
t∫

t−τ

〈
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

〉
ds+

t∫
t−τ

〈
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds,

где pmin(t) > 0 — минимальное собственное значение матрицы P (t). Очевидно,

hmin(t)‖y(t)‖2 ≤ 〈H(t)y(t), y(t)〉 ≤ ‖H(t)‖ ‖y(t)‖2, (3.3)

где hmin(t) > 0 — минимальное собственное значение матрицы H(t). Тогда

d

dt
V (t, y) ≤ −pmin(t)

‖H(t)‖
〈H(t)y(t), y(t)〉

+
t∫

t−τ

〈
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

〉
ds+

t∫
t−τ

〈
d

dt
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds.

Используя (2.7), имеем

d

dt
V (t, y) ≤ −pmin(t)

‖H(t)‖
〈H(t)y(t), y(t)〉

− k

t∫
t−τ

〈K(t− s)y(s), y(s)〉 ds− l

t∫
t−τ

〈
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds.

Тогда в силу определения функционала (3.1) получаем
d

dt
V (t, y) ≤ −γ(t)V (t, y),

где γ(t) определено в (2.12). Из этого дифференциального неравенства вытекает
оценка

V (t, y) ≤ V (0, ϕ) exp

−
t∫

0

γ(ξ) dξ

,

где V (0, ϕ) определено в (2.11). Используя (3.3), с учетом определения функ-
ционала (3.1) получаем

‖y(t)‖2 ≤ 1
hmin(t)

〈H(t)y(t), y(t)〉 ≤ V (t, y)
hmin(t)

≤ V (0, ϕ)
hmin(t)

exp

−
t∫

0

γ(ξ) dξ

.
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Отсюда имеем требуемое неравенство (2.10).
Теорема 2 доказана.

Для доказательства теоремы 3 воспользуемся вспомогательной леммой из
теории матриц. Здесь и далее через I будем обозначать единичную матрицу.

Лемма. Пусть

R(t) =

R11(t) R12(t) R13(t)
R∗

12(t) R22(t) R23(t)
R∗

13(t) R∗
23(t) R33(t)

 , t ∈ [0, T ],

— положительно определенная эрмитова матрица с непрерывными элементами.
Тогда имеет место представление

R(t) =

 I R̃1(t)R̃−1
2 (t) R13(t)R−1

33 (t)
0 I R23(t)R−1

33 (t)
0 0 I


×

R11(t)− R̃1(t)R̃−1
2 (t)R̃∗

1(t)−R13(t)R−1
33 (t)R∗

13(t) 0 0
0 R̃2(t) 0
0 0 R33(t)


×

 I 0 0
R̃−1

2 (t)R̃∗
1(t) I 0

R−1
33 (t)R∗

13(t) R−1
33 (t)R∗

23(t) I

 ,

где

R̃1(t) = R12(t)−R13(t)R−1
33 (t)R∗

23(t), R̃2(t) = R22(t)−R23(t)R−1
33 (t)R∗

23(t),

причем матрицы

R11(t)− R̃1(t)R̃−1
2 (t)R̃∗

1(t)−R13(t)R−1
33 (t)R∗

13(t), R̃2(t), R33(t)

положительно определены.
Доказательство теоремы 3. Используя матрицу H(t), определенную

перед формулировкой теоремы 3 на всей полуоси {t > 0}, и матрицы K(s),
L(s), удовлетворяющие условиям теоремы 3, рассмотрим на решениях задачи
(2.8) функционал (3.1). Как при доказательстве теоремы 2, после дифференци-
рования получаем (3.2). В силу леммы〈

Q(t)

 y(t)
y(t− τ)
d
dty(t− τ)

 ,

 y(t)
y(t− τ)
d
dty(t− τ)

〉
≥ 〈P (t)y(t), y(t)〉,

где P (t) — положительно определенная эрмитова матрица, заданная в (2.14).
Тогда

〈P (t)y(t), y(t)〉 ≥ pmin(t)‖y(t)‖2,
где pmin(t) > 0 — минимальное собственное значение матрицы P (t). Используя
(2.7) и (3.3), из (3.2) имеем

d

dt
V (t, y) ≤ −pmin(t)

‖H(t)‖
〈H(t)y(t), y(t)〉

− k

t∫
t−τ

〈K(t− s)y(s), y(s)〉 ds− l

t∫
t−τ

〈
L(t− s)

d

ds
y(s),

d

ds
y(s)

〉
ds.
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Тогда в силу определения функционала (3.1) получаем

d

dt
V (t, y) ≤ −γ(t)V (t, y),

где γ(t) определено в (2.12). Отсюда, как при доказательстве теоремы 2, имеем
неравенство (2.10).

Теорема 3 доказана.

Следствие. Предположим, что существуют матрицы H(t) ∈ C1[0, T ],
K(s), L(s) ∈ C1[0, τ ], удовлетворяющие условиям (2.1)–(2.3), (2.7), такие, что

P (t) > 0, Q22(t)−Q23(t)Q−1
33 (t)Q∗

23(t) > 0, Q33(t) > 0, t ∈ [0, T ],

где Qij(t) и P (t) заданы в (2.5) и (2.14) соответственно. Тогда нулевое решение
системы (1.1) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. В силу леммы, сформулированной перед доказатель-
ством теоремы 3, матрица Q(t) в (2.4) положительно определена тогда и только
тогда, когда матрица P (t) в (2.14) и матрицы Q22(t)−Q23(t)Q−1

33 (t)Q∗
23(t), Q33(t)

положительно определены.

Замечание 3. Отметим, что требование положительной определенности
матрицы Q33(t) влечет условие принадлежности спектра матрицы C(t) при всех
t ∈ [0, T ] единичному кругу {λ ∈ R : |λ| < 1}, что согласуется с хорошо извест-
ными результатами для уравнений нейтрального типа с постоянной матрицей
C. Действительно, если Q33(t) > 0, то в силу условий (2.3) на L(s) имеем

L(0)− C∗(t)L(0)C(t) ≥ Q33(t) > 0, t ∈ [0, T ].

Следовательно, L(0) = L∗(0) > 0 и при каждом t ∈ [0, T ] матрица L(0) удовле-
творяет дискретному уравнению Ляпунова

L(0)− C∗(t)L(0)C(t) = G(t)

с положительно определенной эрмитовой правой частью. Тогда согласно крите-
рию Ляпунова [18] все собственные значения матрицы C(t) при каждом t ∈ [0, T ]
лежат в единичном круге.
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