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Sur la realisation des modules instables
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Abstract In this article, we give some conditions on the structure of an
unstable module, which are satis ed whenever this module is the reduced
cohomology of a space or a spectrum. First, we study the structure of the
sub-modules of SH (B(Z=2) 9;7Z=2), i.e., the unstable modules whose
nilpotent Itration has length 1. Next, we generalise this result to unstable
modules whose nilpotent Itration has a nite length, and which verify an
additional condition. The result says that under certain hypotheses, the
reduced cohomology of a space or a spectrum does not have arbitrary large
gaps in its structure. This result is obtained by applying Adams’ theorem on
the Hopf invariant and the classi cation of the injective unstable modules.

This work was carried out under the direction of L. Schwartz.

Resume Dans cet article, on donne des restrictions sur la structure d’un
module instable, qui doivent étre veri ees pour que celui-ci soit la coho-
mologie reduite d’un espace ou d’un spectre. On commence par une etude
sur la structure des sous-modules de SH (B(Z=2) 9;Z=2), i.e., les mod-
ules instables dont la Itration nilpotente est de longueur 1. Ensuite, on
generalise le resultat aux modules instables dont la Itration nilpotente est
de longueur nie, et qui veri ent une condition supplementaire. Le resultat
dit que sous certaines hypotheses, la cohomologie reduite d’un espace ou
d’un spectre ne contient pas de lacunes de longueur arbitrairement grande.
Ce resultat est obtenu par application du celebre theoreme d’Adams sur
I'invariant de Hopf et de la classi cation des modules instables injectifs.

Ce travail est e ectue sous la direction de L. Schwartz.
AMS Classi cation 55N99; 55510

Keywords Operations de Steenrod; module instable; theoreme d’Adams;
la classi cation des modules instables injectifs

1 Introduction

En topologie algebrique, pour distinguer les espaces, on introduit des invariants,
tels que I’homologie, la cohomologie et les groupes d’homotopie des espaces.
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Nous nous interessons dans cet article a la cohomologie reduite des espaces en
tant que module instable sur I'algebre de Steenrod. Nous considerons d’abord
le cas p = 2, les generalisations pour les nombres p premiers impairs seront
donnees dans la derniere section.

Un probleme central sur les modules instables est de savoir quand un tel module
est la cohomologie reduite d’un espace. Un resultat celebre de J.F. Adams
impose des restrictions fortes a un module instable pour qu’il soit la cohomologie
reduite d’un espace. Voici le resultat d’Adams dont il est question:

Theoreme 1 (Adams [1]) Soit X un espace ou un specfre, k 4, soit
x 2 HN(X;Z=2) tel que Sq¥'x =0, 8 i <k, alors Sg2'x 2 ,_, Im(Sg?).

De nition 1 Un module sur I'algebre de Steenrod M est un module instable
si pour tout element x 2 M, Sq'x =0 quand i > jxj. Ici, jxj designe le degre
de x.

Comme Sq° est I'identite, ceci implique que les modules instables sont triviaux
en degre strictement inferieur a zero.

De nition 2 Par lacune de longueur d dans un mod_ule instable M, on entend
une suite d’entiers | = fi;  ;i+d—1g telle que M} =10g, si j 21, Mi~le
fog, Mi*d & f0g. On note cette lacune par (i —1;i +d) ou (i—1;i+d—1].

Issue du theoreme d’Adams, une question interessante est de savoir si dans la
cohomologie mod 2 d’un espace, il peut exister ou non des lacunes de longueur
arbitrairement grande. Dans cet article, on demontre que c’est impossible sous
certaines hypotheses supplementaires sur la structure du module instable.

Nous devons rappeler, pour enoncer ces conditions, diverses de nitions. Rap-
pelons qu’un module M est connexe si M © = f0g, un module instable est
donc connexe si M? = f0g.

De nition 3 La suspension d’un module instable M est le module M tel
que ( M)"=M""1 8 n.

De nition 4 Un module instable M est reduit si le morphisme Sgo : M 1 M
de ni par Sqo(x) = Sg™(x), 8 x 2 M, est injectif.
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On va se restreindre dans la suite a etudier des modules instables dont
I’enveloppe injective est somme directe nie d’objets injectifs indecomposables.
D’apres la classi cation des U—injectifs (Lannes-Schwartz, [5]), on sait que
pour un tel module instable reduit M, il existe des entiers d et 4 tels que M
se plonge dans H (B(Z=2) 9;Z=2) <. Si M est connexe, on peut supposer

d = 1. Donc pour etablir une propriete pour les modules instables reduits, il
su t de le faire pour les sous-modules instables de H (B(Z=2) 9;7=2) .
Dans la suite on supposera 4 = 1, les demonstrations s’etendent sans
probleme.

De nition 5 (Schwartz [9]) Un module instable M est s—nilpotent s’il est
I’'union de ses sous-modules ayant une Itration nie dont les quotients sont des
S—eme suspensions.

Soit U la categorie des modules instables. On designe Nilg la sous-categorie
abelienne pleine de U des modules s—nilpotents. La sous-categorie Nilg est
epaisse (voir [2], [10]). On a une Itration de U:

Nil, Nily =Nil Nilp=U:
Soit nils : U ¥ Nilg I'adjoint a droite de I'inclusion Nils ,¥ U, nilsM est le

plus grand sous-module d’'un module instable M dans Nils et on ala Itration
nilpotente de M

nibM  nilkM  nilgM = M:
Proposition 1 ([4], [8]) Soit M un module instable. Alors le quotient
nilsM=nils+1M est la s—eme suspension d’un module instable reduit Rg, donc
nilsM:nils+1M = SRS:

De nition 6 La Itration nilpotente d’'un module instable M est de longueur
nie s’il existe un n 0 tel que nil,M = 0.

De nition 7 Soit M un module instable connexe reduit non-trivial. On
designe par n; < np < les degres n tels que M" & f0g. Supposons
que M se plonge dans H (B(Z=2) 9;Z=2). Le module instable M sera dit de
type T, s’il contient une lacune (s;s+1] avec s nj et

I maxf2™nj—njji=1 ;1+(d-1)2?g:

Remarque Le module M est necessairement in ni car M est reduit non-
trivial.
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Le resultat principal de cet article est le theoreme suivant:

Theoreme 2 Soit M un A;—module qui est une suspension iteree d’un sous-
module de type T de H (B(Z=2) 9;Z=2). Alors M n’est pas realisable, i.e., il
n’existe aucun espace X tel que M =H (X;Z=2).

En fait le theoreme d’Adams s’applique aussi aux spectres. Il en est donc de
méeme du theoreme precedent, la suspension iteree peut étre positive ou negative
et le module n’est ni la cohomologie reduite d’un espace ni la cohomologie d’un
spectre.

Une generalisation de ce theoreme est faite sous certaines hypotheses pour les
modules instables connexes ayant une Itration nilpotente de longueur nie.

De nition 8 Soit M un module instable in ni connexe dont la Itration
nilpotente est de longueur nie. Les quotients nilsM=nilg+1M non-triviaux
s’ecrivent sous la forme ™MiRy., Rm, reduits, i = 1; i, mp < < mg.
Notons que I'un au moins des Ry, est in ni. Supposons qu’il existe des entiers
det 4 tels que tous les Ry, se plongent dans H (B(Z=2) 9;Z=2) <. Notons
| f1; ;tg le sous-ensemble des i tels que Ry, soit in ni, et soit ng; <
Ny < les degres en lesquels ce module est non-trivial.

Soit  tel que 2 t > 2 1. Le module instable M sera dit de type T s'il
contient une lacune (s;s+1] avec s minfm; +ny;;ji21g et

| maxf(mg + 1)20*%; Nj+ui—Njiji2L)J=1 ;1+@d+ — 1)29—2g:
Condition 1 Soit M un module instable connexe dont la Itration nilpotente

est de longueur nie. En utilisant les notations introduites dans la de nition
precedente, on dira que M veri e la condition 1 si

mi+1—mj&1;2;4,8, 1 i t—1,
Mi+2 —Mj & 8; 1 i t—2;
c’est-a-dire, mj —m; =2 n’a pas de solution pour 1 i;j tetO 3.

Theoreme 3 Soit M un module qui est une suspension iteree (positive ou
negative) d’un module instable connexe dont la Itration nilpotente est de
longueur nie, qui est de type T et veri e la condition 1. Alors M n’est pas
realisable, i.e., il n’existe aucun espace ou spectre X tel que M = H (X;Z=2).

Corollaire 1 La longueur des lacunes ne peut pas etre arbitrairement grande
dans un module instable connexe realisable dont la Itration nilpotente est de
longueur nie et qui veri e la condition 1. O
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Dans cet article, on ne considere que les modules dont I’enveloppe injective
est somme directe nie de modules injectifs indecomposables. Les resultats
obtenus sont consequences du theoreme d’Adams et de la classi cation de
Lannes-Schwartz.

Voici quelques details sur le plan de cet article. Dans la section 2, on de nit des
operations Qg, s;t 0, qui generalisent les operations de Milnor. La section
3 contient un resultat combinatoire. En utilisant ce resultat, le theoreme 2 est
demontre dans la section 4. Ensuite, le theoreme 3 est demontre dans la section
5. La derniere section contient des generalisations pour le cas p premier impair.
Il'y a un appendice a la n sur les operations Q3.

L’auteur tient a remercier le rapporteur pour ses remarques et ses conseils, qui
I’ont aide a eviter bien des imprecisions dans les de nitions et demonstrations.

2 Les operations Qg, s;t 0

Dans cette section, on de nit les operations Qg, s;t 0 et on donne brievement
leurs proprietes utilisees dans les sections suivantes. Pour plus de details sur
ces operations, on renvoie le lecteur a I'appendice.

De nition 9 Les operations Q7, s;t 0 sont de nies recursivement comme
suit:

(1) Q§=S¢%;
() Q1 =15¢""""; Q7]

Notation 1 On note souvent QY par Qt, qui est la notation usuelle de
I’operation de Milnor concernee [7].

Pour etablir les proprietes de ces operations QF, on a besoin d’introduire
quelgues notations.

Notation 2 Le symbole (n1;  ;ng) designera le mon6tme u™ 1 [U"¥ ou
X1t xgd dans H (B(Z=2) ¢;Z=2) quis'identi e a Fo[u]™-bu Fa[x1;  ;Xq],
u et les x; etant de degre 1. Un tel mon6tme sera dit basique.

Notation 3 Comme plus haut, Sqo designe I'operation de nie dans un mod-
ule instable par Sgox = S¢ix. On a donc Sei(ns  :na) = (2°n1;  ;2°ng),
et Im(Sqg) est I'ensemble des elements x = ;5,(2°n(i)1;  ;2°n(i)q) de
H (B(Z=2) %:Z=2). Ici, | est un ensemble d’indices i qui indexent des
di erents d—uplets (n(i)1;  ;n(i)q), n(i) peut étre nul.
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Lemme 1 Soit M un module instable, on a pour tout n 1,
Sq2"Sqox = SqoSq™x; 8 x 2 M: O

De la de nition de Q3 et de Sqo, on deduit que:

Lemme 2 Soit M un module instable, ona 8 x2 M,
Q" 'Sagx = Sg5Qrx; 8 risit:
En particulier,
QiSdox = SgQex; 8 st

Corollaire 2 Soient M; N deux modules instables, et soient I;r;s;t 0.

(1) 8 x2M, QpQSasx = QFQFSH3x et (QF)*Sagx = 0.

(2) 8 x2Sq3(M) et y 2 Sg3(N), Qf(x Ly)I= Qfx Ly x LQly.

(3) Soit u le generateur de H (B(Z=2);Z=2) en degre 1,

Q%SQSUZI =0 et Q%Sq8u2|+l — Sq8u2|+2t+1 = y2@+2thy

Le lemme 1 est une consequence directe de la de nition de Sqg, sa

demonstration est laissee au lecteur. Pour le lemme 2 et le corollaire 2, leurs
demonstrations se trouvent dans I'appendice.

3 Un resultat combinatoire

Dans cette section, on etablit d’abord un resultat combinatoire. Ensuite,
on I'applique a un element quelconque de H (B(Z=2) 9;Z=2) pour obtenir
des contraintes imposees par certaines conditions d’annulation induites par
I’existence de lacunes.

F)
Soit un element x 2 H (B(zZ=2) 9;Z=2), x = i21(n(M1;  ;n(i)g) est
somme de monémes basiques deux a deux distincts (n(i)1;  ;n(i)g), i 2 1.

Pour commencer, on de nit quelques notations combinatoires.
De nition 10 Soitg 0, ondiraqu’il y aun g—echange entre deux monoémes

basiqgues et s’il existe i et J tels que ces deux mondmes constituent, a un
ordre (entre i et J) pres, une paire de la forme

= (Uy;  ;Ui—1;2Ui + 1 Uj+g; ;uj—1;2uj+29+l;uj+1; ;Ug)
et = (U1, Ui—1;2ui #2975 Ui U= 205 + L Ujer; s Ug):

On dira plus precisement, s’il y a lieu, qu’il y a un g—echange en i—eme position
pour le mondme  avec le monéme

Algebraic & Geometric Topology, Volume 4 (2004)



Sur la realisation des modules instables 157

Remarque C’est I'annulation sous I'action de I'operation de Milnor Qg sur
un element x qui suggere cette de nition, puisque Qg est une derivation.

De nition 11 Ondiraqu’il y aune (I;s)—cha™Me, | s, entre deux mondmes
basiques et d’un sous-ensemble de I’ensemble des monémes basiques d’un
element x 2 H (B(Z=2) ¢;7Z=2) s'il existe des mon6mes basiques:

= 0 1 ot
dans ce sous-ensemble tels qu’il y ait un m—echange, | m s, entre ; et
i+1 pour tout i =0; t—1.

De nition 12 Soit x 2 H (B(Z=2) 9;Z=2). On dira qu’un sous-ensemble S
de I'ensemble des montmes basiques de x admet T f1;  ;dg pour support,
si pour tout mondme basique x;*  x,° appartenanta S et pour tout i 2T,
I’exposant ; ne depend que de S et pas du ménome basique choisi et est de plus
pair. On suppose de plus T maximal parmi les sous-ensembles de 1, ;dg
ayant cette propriete.

On note = #T que I'on appellera la taille de T, les monémes basiques de
S ont donc  exposants en commun et s’ecrivent tous sous la forme y2z ou y
depend de variables X; et ne depend pas du monfme basique choisi; z depend
lui de d — variables et du mon6me basique choisi.

De nition 13 Un sous-ensemble de I'ensemble des monémes basiques d’un
element x 2 H (B(Z=2) 9;7Z=2) est appele une (I;s)—classe, | s, de support
T f1; ;dg, si la condition suivante a lieu: pour tout mon6éme basique
dans ce sous-ensemble, il existe au moins une position i dont I'exposant est
impair; pour toutes ces positions i et tous les m, | m s, il existe un
monéme  dans le sous-ensemble et un m—echange en i—eme position pour
avec

Remarque C’est I'annulation sous I'action des operations Qm, | m s,
sur un element X qui suggere cette de nition, puisque les operations Qn, sont
des derivations.

Voici la propriete fondamentale des (I;s)—classes de support T :

Proposition 2 Pour toute (I;s)—classe de support T d’un element x 2
H (B(Z=2) % Z=2),onas—I+#T d-—2.
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Demonstration Considerons une (I;s)—classe admettant T = Tg pour sup-
port, soit s sa taille. Pour 1 t s—1, on va construire recursivement des
(I; s — t)—classes de support Ts—; de taille ¢ telles que

s—t s—t+1 + 1L

Pour t = s— 1, on aura une (I;l)—classe de support T, dont la taille | sera
telle que l+1 +1 s+s—I1=#T+s—1. Comme cette classe
comporte des I—echanges, ona | d—2. D’ou,

d—2 | HT +s—1

Supposons avoir construit une (I;s —t+ 1)—classe de support Ts—¢+1 de taille
s—t+1. On va construire une sous—(l;s — t)—classe, de la (I;s — t + 1)—classe
initiale, dont le support sera obtenu par adjonction a Ts—¢+1 d’une position ou
I’exposant d’un certain mondme  prend une valeur paire.

On considere parmi les exposants impairs qui apparaissent dans les monémes

basiques de la (I;s — t + 1)—classe la valeur maximale, soit 2a + 1. Notons

qu’il apparait necessairement des exposants impairs car il y a des m—echanges,

I m s—t+1. On suppose que cet exposant appara‘t en position p d’un

monome basique de la (I;s —t+ 1)—classe. Soit alors un mondme dans la

(I;s —t + 1)—classe tel gu’il existe un (s —t + 1)—echange en position p pour
avec . Le monbme existe par hypothese.

Si on designe par ,, I'exposant en position p d’un monéme basique , on a
alors p=2a+1let ,=2a+25t2

Lemme 3 Pour tout mondme basique y d’une (I; s—t)—cha™e contenue dans
la (I;s —t+ 1)—classe et contenant  la valeur y, de I’exposant en position p
est 2a + 2572,

Demonstration Raisonnons par I'absurde et choisissons une (I; s—t)—cha™me
contenue dans la (I;s — t + 1)—classe qui ne satisfasse pas a cette condition et

soit de longueur minimale. Soit = o, , u =Y cette chae. L’exposant
Yp estimpair. Il'y aun m—echange, | m s—t,entre ,—; ety en position
p. Mais ( y—1)p =2a+252 doncy, =2a+25""2—-2M*14+1>23+1,en
contradiction avec la maximalite de 2a + 1. O

Considerons alors I’ensemble S des mondmes basiques de la (I; s—t+1)—classe
tels qu’il existe une (I;s — t)—cha™e entre ces mondmes et
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Lemme 4 L’ensemble S est une (I; s—t)—classe de support contenant Ts—¢+1 [
fpg.

Demonstration Comme chaque mondme basique de I'ensemble S est par
de nition un mondme basique de la (I;s — t + 1)—classe, il contient donc au
moins un exposant impair. Pour montrer que S est une (I;s—t)—classe, il faut
encore montrer qu’en toute position g ou un des mondmes de cet ensemble a un
exposant impair, il y a pour tout m, I m s—t, un m—echange en position
q pour chacun de ces monémes avec un autre monéme dans S. Mais un tel
monome existe par hypothese dans la (I;s —t + 1)—classe et ce monéme est
alors par de nition dans S puisqu’il y a une (I;s —t)—chahe a . Clairement

le suport Ts—¢ contient Ts—t+1 [ Fpg. m]
Il reste a observer pourquoi on peut mener le processus jusqu’'a t =s—1, car
dans cette construction comme il y a des m—echanges, | m s—t,ilya

des exposants impairs.

Fin de la demonstration de la proposition O

Corollaire 3 Soit x unelementde H (B(Z=2) 9; Z=2) tel que x 2 Im(Sqg)—
Im(SqS*l) etque Q;x=0,8p t q.Alorsonagq—p d—2.

Demonstration Puisque x = Sg§x’ 2 Im(SqS)—Im(SqS”), il existe au moins

un mondme basique  de x? avec au moins un exposant impair. L’ensemble
des mon6mes basiques de x’ qui sont dans une (p;q)—cha™me contenant  est
une (p;g)—classe dont on note le support par T. Precisons un peu. D’apres
la de nition, chague mondme basique  de cet ensemble contient au moins un
exposant impair (a cause de I’existence d’un echange avec un autre monfme
basique de I’ensemble). On note par | I’ensemble non vide des positions des
exposants impairs dans . Comme I’action de I'operation Q¢ sur  donne un
monome qui contient un exposant pair en la méme position, I'annulation de Q3
sur x entra™me I’existence d’'un m—echange, p m @, en i—eme position,
i21 ,pour avec un monfme basique de I’ensemble.

Par consequent, la proposition 2 nous donne q—p q—p+#T d—2. 0O

Corollaire 4 Soit x un element de H (B(Z=2) 9; Z=2). Si A,x contient une
lacune (jxj;jxj+1], | 2% pour un certain k d—2, alors x 2 Im(Sgf~9*2).
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Demonstration Soit tel que x = Sgyx’ 2 Im(Sqo)—Im(Sq0+1). Si >k,
ona k—d+2. Si k, alors I'existence de la lacune dans Axx implique
que 8 t=0; k—

SqySeZ X = Sg?" Sy’ = S¢? " x =0

Donc Sg?x'=0,8 t=0; ;k— . Donc Qx'=0,8t=0; ;k-—
D’apres le corollaire 3, on a k — d—2,dou k—d+2. O

Remarques (1) Lesenonces de cette section sont aussi vrais pour un element
quelconque de H (B(Z=2) 9;Z=2) d. Ci-dessus, on a traite le casou ¢ = 1.
Pour tenir compte du fait que I’'on peut se placer dans H (B(Z=2) 9%:Z=2) «,
il faudrait compliquer un peu les notations en rajoutant un indice 1 a d-
On dit que les (n(i)1:a;  ;N(i)q:a) sont les mondmes basiques de X.

(2) Comme la suspension commute avec les operations de Steenrod ( aSql =
Sg' 9), on peut aussi etablir les enonces similaires de ces corollaires pour une
suspension quelconque de H (B(Z=2) 9:7=2) .

4 Demonstration du theoreme 2

Cette section est consacree a la demonstration du theoreme 2. Soit donc M
un module instable qui est la cohomologie reduite d’un espace ou d’un spectre.
Supposons de plus que M est reduit. Alors:

Theoreme 4 (Lannes-Schwartz [5]) Un module instable reduit (resp. reduit
et connexe) M dont I'enveloppe injective est somme directe nie d’injectifs
indecomposables est isomorphe a un sous-module de H (B(Z=2) %;Z=2) ¢«
( ¢=>0) (resp. H (B(Z=2) 9;7Z=2)) pour d assez grand.

Demonstration du Theoreme 2 Dans la suite, on va demontrer I’enonce
suivant: Soit M un sous-module de type T de H (B(Z=2) 9;Z=2). Alors M
n’est pas realisable, i.e., il n’existe aucun espace ou spectre X tel que M =
H (X;Z=2). On note que, une fois cet enonce est etabli, le theoreme 2 est
aussi etabli.

On raisonne par l'absurde. Soit M un sous-module de type T de
H (B(Z=2) %;Z=2) qui est la cohomologie reduite d’un espace ou d’un spec-
tre. Reprenons les notations introduites avant le theoreme 2: M est non-trivial
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dans les degres n; < np, < . Supposons que pour n  np, (n;n + 1] soit la
premiere lacune de longueur | telle que:

I maxfe™inja-njjj=1  1+d-12° g
Soit k I'unique entier ( d +4) tel que 2¥*1 > 2k,

Soit donc x 2 M", x & 0. Alors Ayx contient une lacune (n;n + 1] et le
corollaire 4 entratme 2K~9+2jn.

Lemme 5 En degre strictement inferieur a n, il n’existe pas de degres m tels
que 2K79*2gm et M™ & f0g.

Demonstration Supposons qu’en degre strictement inferieur a n, il existe des
degres m tels que 2~9+2m et M™ & f0g. Soit mq le plus grand de ces degres,
et soit y 2 MM, y & 0. On suppose que Y = Sqyz 2 Im(Sqy) — Im(Sq0+1).
Comme 2K~9*2mq, on a k—d+1.

Si Ayy contient une lacune (jyj; n+1], le corollaire 4 implique que k—d+2,
ce qui est impossible. Donc le plus bas degre superieur ou egal a mg+1, en lequel
Aoy est non-trivial, est inferieur a n + | et est donc de la forme 2k=9+2q =: p
d’apres I’hypothese de maximalite de mg.

Comme les quh engendrent multiplicativement A, ona p—mg =: 2 (rap-
pelons I’hypothese de minimalite de p). En particulier, Sg? y est non nul.
Comme y 2 Im(Sq,), on a alors car Sq2 Sqyz = SqySg®  z qui est
nul si > . On va montrer que k —d.

Supposons k—dett 1. Alors,

Lemme 6 Q;y est nul, tant que son degre est inferieur ou egal a n + 1.

Demonstration Par I’hypothese de maximalite de mg, on sait qu’il su t de
montrer que 2¥~9+2 ne divise pas le degre de Q;y. Ene eton a:

jQyi = mo+2 (271 —-1)
2k—d+2q_2 +2 +t+1_2
= k242 Pt +2 142 )—2:

Commet 1let , 0n sait que ce degre est un multiple impair de 2 pour

> et que c’est un multiple impair de 2 *! pour = . Donc 2 *2 ne
divise pas ce degre. Puisque +2 k—d+ 2, 2k79*2 ne divise pas ce degre
non plus. ]
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Orpourl t k— -1,

jQeyi = mo+2 (2%t —1)
mo+2 (k- —1)
n+1I:

Donc d’apres le corollaire 3, k— —2 d—2, alors k—d et par consequent,
k—d.

D’apres la de nition de , p = mg + 2 , et par hypothese, 2¥~9+2mg et
2k=4+2jp on a donc k—d+1, ce qui implique que M contient une lacune
(mo;p). Car sinon, il existe p' 2 (mg;p) tel que MP' & fOg. Par I’hypothese
de maximalite de mg, 279*2jp". Donc 2 =p—mp>p—p' 2K79*2 ce qui

est contradictoire au fait que k —d+ 1. L’existence de la lacune (mo;p)
dans M et le theoreme d’Adams impliquent que 3. Or comme k—d
etk d+4,ona k—d 4, ceci implique qu’un tel mg n’existe pas.

Fin de la demonstration du Lemme 5 O

Notons donc les degres plus petits que n pour lesquels M est non-trivial comme
suit
n=ro>ry > et 8i; 279

On a

Lemme 7 Pour tout x; de degre rj, AxX; contient la lacune (rj;n +1].

Demonstration On raisonne par I'absurde. Si I’enonce est faux, on choisit
un element x; de degre maximal tel que A,x; contienne des elements non nuls
de degre superieur a rj et inferieur a n+1. On choisit dans (rj; n+1] le plus bas
degre en lequel Axx; est non-trivial. En utilisant la base multiplicative de Ay,
il estde laforme ri+2Y,y 0. Comme les degres dans I'intervalle (rj;n+1] ou
il y a des elements non nuls sont divisibles par 2<79*2 onay k—d+2 6.
Par consequent, on a une lacune (ri;ri+2Y),y 6, dans A,x; avec Sq2'x; & 0
en degre rj +2Y. Par la maximalite de X;, il n’y a aucun element y de degre
superieur a rj tel que Ay contienne des elements non nuls en degre superieur

jyj et inferieur a n+1. Donc I'element non nul Sg?'x; ne peut pas étre dans

i<y Im(Sq?'). Alors I'existence de cette lacune (rj;rj + 2Y) dans A,x; est
impossible a cause du theoreme d’Adams. O

On montre alors par recurrence que:

8 i j2d_2; 2k—d+j +2j ri:
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Le cas j = 0 est demontre ci-dessus. Supposons gque c’est vrai pour j, alors

P d—2_
N+1—rGopuez = |+ A2 (1 = riga)
— 1+ Povyea
- =0  j=h2d—2 (ri — ri+1)

k J d—29k—d+h+2
ok 1 2d=2)

= ok4 " J ok+h
h=0
— 2k+j +1.

Puisque Azx; contient une lacune (ri; n+1] et d’apres le corollaire 4, on a donc
k703G 80 (j +1)2072

Rappelons que par I'hypothese sur I, il y a bien (au moins) (d — 1)2972 + 1
valeurs pour Iindice i de rj. On peut donc poser w = (d — 1)2972, alors
2K*1jry, et 2 Ljry41. Llintervalle (rw+1;rw) est donc aussi une lacune de M,
avec ry+1 Np et rp n, d’une longueur h telle que

h 2k+1 -1
|
maxf29*4 nj —njjj =1, 1+ (d—1)292g:

Ceci est contradictoire au choix de (n;n +].

Fin de la demonstration du Theoreme 2 D

5 Demonstration du theoreme 3

Dans cette section, on va etudier des modules instables dont la Itration nilpo-
tente est de longueur nie. Un exemple trivial d’un tel module instable est un
module instable quelconque de dimension nie. Un autre exemple est la sus-
pension d’'un module instable reduit. La cohomologie d’un groupe ni ou du
classi ant d’un groupe compact veri e aussi cette hypothese [3].

Ci-dessous, on demontre un resultat sur la non-existence de grandes lacunes
dans les modules instables connexes realisables dont la Itration nilpotente est
de longueur nie qui veri e la condition 1.

Demonstration du Theoreme 3 Comme dans la demonstration du
theoreme 2, il su t de prouver I’enonce pour les modules instables connexes
dont la Itration nilpotente est de longueur nie, qui est de type T et veri e la
condition 1.

On raisonne par I'absurde. Soit donc M un module instable connexe qui est
la cohomologie reduite d’un espace ou d’un spectre. Reprenons les notations
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introduites avant le theoreme 3: les quotients nilsM=nils;1M non-triviaux
s’ecrivent sous la forme ™MiRy., Rm, reduits, i = 1; i, mp < < mg.
Tous les Rmy;, 12 1, soient non-triviaux dans les degres ny;j < ng; < . Soit

tel que 2 t > 2 71, Supposons que pour n minfm; +ng; ji 2 lg,
(n; n + 1] soit la premiere lacune dans M de longueur

| maxf(mg + 1)20*; Nj+Li—Njiji205)J=1 ;1+@d+ — 1)29—2g:

Soit k 'unique entier ( d+4) tel que 2<*1 > 2k

Lemme 8 Pour tout x tel que jxj n, le module Ayx contient la lacune
(xj; n +1].

Demonstration Pour montrer cela, on raisonne par I'absurde. A tout element
X 2 M, on associe son degre de nilpotence, c’est-a-dire, I'entier my tel que
X 2 niljp, M — nily, +1M.

Soit x non nul de degre maximal tel que Ayx n’est pas reduit a fOg dans
I'intervalle (jxj;n]. (Axx contient la lacune (n;n + 1] par hypothese.)

Soit donc y 2 Ax de degre minimal tel que y & 0, jxj<jyj n,y2 ™Rp,
sa reduction que I'on note ™v, v 2 Ry, . Alors comme Azy contient une
lacune (jyj;n + 1] (rappelons I’hypothese de maximalite de x), le corollaire 4
implique que v 2 Im(Sg§™9*2). On sait donc que jyj — my est divisible par
2K=d*2 et on ecrit jyj — my =: 2k79*+2]

Soit de méme la reduction x 2 ™Rp,, . Notons x = ™xu, u 2 Im(Sq3) —
Im(Sg5™).

Lemme 9 Pours k—d,t 1, 2%9*2 ne divise pas le degre de Qu.

Demonstration En e et on a jQfuj = juj + 25(2**! — 1). Considerons le
Az—module engendre par u dans Ry, . Si Azu contient la lacune (juj;n+1—
my], le degre de u est divisible par 2k~9+2 et dans ce cas 2k~9+2 ne divise pas
jQiuj pour s k—d.

Supposons que Ayu ne contienne pas la lacune (juj;n + 1 — my] et soit t =
Sg? u I’element non nul du plus bas degre avec jtj n — my. Comme Aot
contient la lacune (jtj;n + 1 — my], 2¥79%2j jtj. Pour la méme raison que dans
la demonstration du lemme 5, on a s. Alors

jQui = jt—2 +252"t 1)
— 2k—d+2q — 2 4 ostt¥l __os

et 2k=9+2 ne divise pas jQfuj. O
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Supposons d’abord que s k —d. Tant que jQFXj n+1, on a donc
necessairement Qfu = 0 pour des raisons de degre. En e et si Qju & 0,

M™Qfu = Qfx = Qix la reduction de Qix dans ™<Rpy, dont le degre de
nilpotence est my (qui est a priori plus grand que ou egal a celui de x, voir
[8],[10]), et dont le degre est de la forme (en appliquant le corollaire 4 a la lacune
(IQfuj; n + 1 —my] dans Az(Q;u))

my + 2K79F2f.  f O

Donc pour que Qu soit non nul, il faudrait que son degre soit multiple de
2k—d+2_

Pourtout ttelquel t k-—s-—1,
QX = jxj+25(2"t 1)

pxj+ 252k~ 1)

n+I:
Donc d’apres le corollaire 3,

k—s—2 d—2; soits k-—d

et donc jxj — my =: 2k7|,.
Revenons alors a I'’element y non nul du plus bas degre, superieur ou egal a
jxj + 1 dans Axx. Il est de la forme Sg? x, le theoreme d’Adams implique
que 3. En e et I'hypothese de maximalite de x implique que pour tout

element z non nul dont le degre est entes iXj+1 et n, Ayz est reduit a fOg
dans I'intervalle (jzj;n]. Donc Sq? x8 ;— Im(Sg?).

Onaalors jxj+2 =jyj, y 2 nilp,M et my m,. D’ou, my+2"9, +2 =
my + 2579*2], - Donc my +2 = my mod 2¢79. D’autre part, 2k*1 > |
(m¢ + 1)29+4 | ce qui implique que
270 > g(m¢+1)
= (Mmx+my+2 )+ (Me—my)+(M¢—my)+(B8—2 )+ 6m
My +my +2 :

jmy+2 —myj my+my+2 <2k

donc my+2 = my. Or cette egalite n’a pas de solution a cause de la condition
1, I’existence d’un tel x est donc contradictoire. Donc pour tout element x de
M de degre inferieur a n, A;x contient une lacune (jxj;n +1].

Fin de la demonstration du Lemme 8 D
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On acheve la demonstration en appliquant la demonstration du theoreme 2 a
chaque Rm,;, i 2 I. Plus precisement, on applique la (derniere) partie de la
demonstration du theoreme 2 - concernant une recurrence sur la divisibilite
par une puissance de 2 des degres inferieurs a n + | pour lesquels le module
est non-trivial - a Ry, (i 2 1). On veut donc obtenir des informations sur la
divisibilite par une puissance de 2 de ses degres inferieurs a n + | auxquels on a
soustrait mj, pour lesquels Rpy,; est non-trivial, a n de montrer qu’on aboutit
a une contradiction.

Ene et,sionnote 8i2l,
(n—mj )roi>ry>
les degres inferieurs a n + 1 —m;, pour lesquels Ry, est non-trivial, on a
sw (d+ —1)297% 2K

Donc en degre inferieur ou egal a ry:i, Rm; (i 2 1) ne contient que des lacunes
de longueur plus grande que ou egale a 2k* *1 — 1. Donc il existe un dg n
tel qu’en degre inferieur ou egal a do, les ™MiRpy, (i 2 1) ne contiennent que
des lacunes de longueur plus grande que ou egale a 2K* *1 — 1, et on suppose
de plus qu’il en existe au moins une en degre inferieur ou egal a dg.

Maintenant on choisit une lacune de la plus petite longueur parmi toutes celles
en degre inferieur ou egal a do contenues dans I'un des ™Ry, i 2 1. Par
le choix de cette lacune, disons ™Mo Rm, (ip 2 1), on sait qu’elle ne contient
aucun degre en lequel mioRmio est non-trivial, et qu’elle contient au plus
un degre en lequel MRy, 1 i t, i & ip, est non-trivial. Car sinon,
elle contiendrait une lacune d’un des ™iRp,, i & ip, en contradiction avec
I’hypothese de minimalite sur la longueur de la lacune choisie. Comme cette
lacune contient au plus t—1 degres en lesquels M est non-trivial, il existe donc
une lacune (N, n’ +1%, avec n®  minfm; +ny;jji21getn’+1° dy ( n),
de longueur

0 1 k+ +1 _
! 5k+21 -1 !
|

maxf(me + )29+ njigi—njiji 21,
i=1  ;1+(d+ —1)2¢72g
Ceci est contradictoire au choix de (n;n +1].

Fin de la demonstration du Theoreme 3 D
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6 Le cas p premier impair

On indique brievement les resultats pour le cas p premier impair. On donne
d’abord les ingredients essentiels, i.e., les operations Qz, s;t 0,et P§, s 0.
En tenant compte des signes, les formules et les resultats combinatoires sont
etablis de la méme maniere.

De nition 14 Les operations Qg, s;t 0 sont de nies recursivement comme
suit:

(1) Q3= et QY, =[PP QY ce sont des Q¢ de nis par Milnor [7];

@ Q§=PP et Qi =[PPQl s L
Notation 4 Le symbole (n1; ;ng) =(@mi+ 1; ;2mg+ ¢), i =0ou
1(1 i d), designe I'element t u™ [ [Idu™ 2 H (B(Z=p) 9;Z=p), t

etant de degre 1 et u etant de degre 2. Un tel element est dit basique.

Notation 5 Comme d’habitude, Py designe I'operation de nie dans un mod-
ule instable par

By = pxi=2x; si jxj =0 mod 2;
%7 p@d—D2y:  sj jxj =1 mod 2:
On a donc
PS@mi+ 1 ;2mg+ ) = (2p°my +2p°71 1 2p°mg +2p% T g);
et Im(P§) (s 1) est I'ensemble des elements x = = ;5 @ps UG)y;
2p57(j)g) de H (B(Z=p) 9;Z=p). Par convention, P = id. Ici, J est un
ensemble d’indices j qui indexent des di erents d—uplets (I1(j)1; 1(3)4q),

1G)1;  ;1(G)g =0;1 mod p, I(j) peut etre nul.

Remarque Dans toute cette section, le symbole P designe I'operation

(Po)®, qui est evidemment distincte de I'operation de Milnor (utilisee dans

I’'appendice).

Puisqu’on a pour tout element x d’un module instable et pour tout n 1,
PPMPox = PoP "X et PPox =Py X;

on peut donc etablir les proprietes de Qz, s;t 0, sur Im(PJ) a partir de celles

de Q¢ = QY. Une autre facon d’etablir les proprietes de Qf est d’utiliser le fait

que
(PP)=P" CI* PP [Pt+ +1 [PV

devient PP° I3 1 [CP¥°, une derivation sur Im(POSH).
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Lemme 10 Soit x un element de H (B(Z=p) 9;Z=p) tel que x 2 Im(P§) —
Im(P§*™) et que Q§x =0,8 t=q; ;r.Alorsr—q d—2. =

On laisse la demonstration de ce lemme au lecteur. Voici quelques indications.
D’abord, comme dans la section 3, on de nit un g—echange (g 0) entre deux
monodmes basiques et  de la maniere suivante: un tel g—echange existe
entre et s'il existe i et j tels que ces deux monémes constituent, a un
ordre (entre i et J) pres, une paire de la forme

=(u1;  ;Ui-1;2ui + L Ujr1; ;Uj—1;2u5 +2p% Uj41; UQ)

et =(u1;  ;Ui-1;2ui +2p% Uiv1;  ;Uj—1;2uj + 1 Uje1; 5 Ug):

On dit aussi que c’est un g—echange en i—eme position pour avec . En util-
isant cette nouvelle de nition de g—echange, et les autres de nitions restant in-
changees, on aura la méme proposition que la proposition 2 pour le cas p premier
impair. Ensuite on acheve la demonstration en construisant une (q; r)—classe
comme dans la demonstration du corollaire 3.

Lemme 11 Soit x un element de H (B(Z=p) 9; Z=p). Si ApXx contient une
lacune (jxj;jxj + 1], 1 2(p — 1)p* pour un certain k d—3, alors x 2
Im(PE9+3).

Demonstration Soit tel que x =Py X’ 2 Im(P, )—Im(P, *1). Si > k+1,
ona k—d+3. Si k+1, alors I’existence de la lacune dans Apx implique
que 8 t=0; ;k— |,

P, PP'X = PP Py X' =PP" x=0;

et que

P, X'=PP 'Pyx'=PP x=0:
Donc X! =0etPPx'=0,8t=0 :k— . Dou Qux=0,81t=
0; ;k— + 1. D’apres le lemme 10, ona k— +1 d—2, dou
k—d+3. O
Theoreme 5 ([6], [11]) Soit X un espace ou un spectre, 1, soit x 2

H"(X;Z=p) telque x=0etPP'x=0,8 i<k, alorsPPx2 _ Im(PP)+
Im( ).
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De nition 15 Soit M un module instable in ni connexe dont la Itration
nilpotente est de longueur nie. Les quotients nilsM=nils+1M non-triviaux
s’ecrivent sous la forme ™Ry, Rm, reduits, i = 1; t, mp < < m.
Notons que I'un au moins des Ry, est in ni. Supposons qu’il existe des entiers
d et 4 tels que tous les Ry, se plongent dans H (B(Z=p) d-7Z=p) . Notons
I fl; ;tg le sous-ensemble des i tels que Ry, soit in ni, et soit Ny <
Ny < les degres en lesquels ce module est non-trivial.

Soit  tel que p t > p ~1. Le module instable M sera dit de type T s'il
contient une lacune (s;s+1] avec s minfm; +ny;;ji21g et

I maxf2(me + 1)(p — 1)p®* 2 njeri —njii ji 2 1;
=1 1+(d+ )p-1%P g

Condition 2 Soit M un module instable connexe dont la Itration nilpotente
est de longueur nie. En utilisant les notations introduites dans la de nition
precedente, on dira que M veri e la condition 2 si

mj —m; & 1;2(p — 1); 81 i t

Theoreme 6 Soit M un module qui est une suspension iteree (positive ou
negative) d’'un module instable connexe dont la Itration nilpotente est de
longueur nie, qui est de type T et veri e la condition 2. Alors M n’est pas
realisable, i.e., il n’existe aucun espace ou spectre X tel que M = H (X;Z=p).

Demonstration L’idee essentielle de la demonstration de ce theoreme est
la méme que celle de la demonstration du theoreme 3. Neanmoins, certains
aspects du cas d’un nombre premier impair apparaissent, non seulement on
utilise le theoreme 5 au lieu du theoreme d’Adams, mais aussi on a besoin de
reconstituer les calculs pour le cas d’un nombre premier impair. On donne
dans la suite une esquisse de la demonstration de ce theoreme, a n d’illustrer
certains changements necessaires par rapport a celle du theoreme 3.

On note, comme dans la demonstration du theoreme 3, qu’il su t de prouver
I’enonce pour les modules instables connexes dont la Itration nilpotente est de
longueur nie, qui est de type T et veri e la condition 2.

Ensuite, on raisonne par I'absurde. Supposons gu’il existe un tel module insta-
ble connexe M qui est la cohomologie reduite d’un espace ou d’un spectre, et
que la lacune (n;n+1] soit la premiere dans M, avec n  minfm;+ny.;;ji 2 1g,
de longueur
| maxf2(m¢ + 1)(p — Dp*2; njayi —Nji ji 2 1;
=L 1+ d+ ) -1
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ou est I'unique entier tel que p  t>p ~1. Soit k I'unique entier ( d+ 2)
tel que 2(p — )Pt =1 2(p — 1)pX.

Sionnote 8121,
(n—mj )roi>rgi>

les degres inferieurs a n + | — m;, pour lesquels Ry, est non-trivial. Alors si
on peut montrer que pour tout element x de M de degre inferieur ou egal a n,
Apx contient une lacune (jxj;n + I], on peut montrer par recurrence que

8w j(p—1%p%%  2pk IR

Puisque pour tout element x de M, et donc pour sa reduction ™Mix? dans

MiRm;, de degre inferieur ou egal a n, Ayx contient une lacune (jxj;n+1] et
ApX contient une lacune (jx’j; n+1—m;], le lemme 11 montre que le cas j = 0
est vrai.

Supposons que c’est vrai pour J, alors

(N + 1= Mi) = My p-1)2p0-2;i
I+ TN G i
+ — —2_
= |+ V(\1/:0)00 )°p (i — Fwor1:i)
P Pheye-nzpe—2-1, _
h=0 \(p—1)2pd—2 (rw;l rw+1;|)

20 =P+ J_o(p3)7p?7? 2pkTerh
= 2(p—1p+2(p -1 J_op<"
2(p — 1)p* + 2(p — 1)(pI ™ — p)
= 2(p—ppkITt:

Puisque pour les elements x° en degre Fwii, ApX contient une lacune (ry:i; N+
I —m;], le lemme 11 montre que 2p*~9*1*3jr,.i, 8w  (j + 1)(p — 1)%p9~2.

Rappelons que par hypothese, il y a bien (au moins) (d + )(p — 1)%p%2 + 1
valeurs pour Iindice i de rj. On peut donc poser wo = (d+ )(p—1)2p9~2, alors
2pK* *2jr,,.i,8 W wp. Donc en degre plus petit que g, Rm; (i 2 1) ne
contient que des lacunes de longueur plus grande que ou egale a 2pk+ *2 — 1.
Donc on peut choisir un dog  n tel qu’en degre inferieur ou egal a dg, les

MiRm; (i 2 1) ne contiennent que des lacunes de longueur plus grande que
ou egale a 2pk* *2 — 1, et on suppose de plus qu’il en existe au moins une en
degre inferieur ou egal a dp.

On peut donc choisir, comme a la n de la demonstration du theoreme 3, une
lacune en degre inferieur ou egal a do, dans I'un des ™Ry, (i 2 1), telle
gu’elle contient au plus t — 1 degres en lesquels M est non-trivial. Donc il
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existe une lacune (N%n’+ 1%, avec "®  minfm; +ngjji21get n’+1° do
( n), de longueur
|0 % 2pk+ +2 __ 1
2pk+2 -1
> 2(p—1pk+t
> |
maxf2(me + 1)(p — 1)p®* 2 njeri —nji ji 2 1;
i=1 1+ d+ -1
Ceci est contradictoire au choix de (n;n +1].

Pour nir la demonstration du theoreme, il reste donc a montrer le

Lemme 12 Pour tout x tel que jxj n, le module Apx contient la lacune
(xj;n +1].

Demonstration Comme dans la demonstration du lemme 8, on raisonne par
I'absurde. A tout element x 2 M, on associe son degre de nilpotence, c’est-a-
dire, I’entier my tel que x 2 nil,, M — nily, +1M..

Soit x un element non nul de degre maximal tel que Apx n’est pas reduit a fOg
dans I'intervalle (jxj;n]. Soit donc y 2 Apx de degre minimal tel que y & 0,
Xj<jyj n,y2 ™Ry, sareduction que I'on note "™v, v 2 Ry, . On a,
a I'aide du lemme 11, v 2 Im(PE~9*3). On sait donc que jyj —my est divisible
par 2pk~9*2 et on ecrit jyj — my =: 2pk~d+2] .

Soit de méme la reduction x 2 "™Rp,. Notons x = ™<u, u 2 Im(Pg) —
Im(PS*h).

Lemme 13 Pour s k—d+1,t 1, 2pk9*2 ne divise pas le degre de Qu.

Demonstration Ene etona
s UF2T—pTh) s 1
JQUW=" juj+ 2t — 1) s=0
Considerons le module engendre par u dans Rm,. Si Apu contient la lacune

(juj; n +1—my], le degre de u est divisible par 2p*~9+2 et dans ce cas 2pk—9+2
ne divise pas jQiuj pour s k—d+1.

Supposons que Apu ne contienne pas la lacune (juj;n + 1 —my] et soit t =
Pu I'element non nul du plus bas degre avec jtf n — my. On sait que le
degre de I'operation P est 2(p — 1)p¥Y ou 1. Pour la méme raison que dans
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la demonstration du lemme 5, onay s. Comme Apt contient la lacune
(jtji; n +1—my], jtj est divisible par 2pk—9*2 et peut donc étre ecrit de la forme
jti = 2pk~9+2q. Alors

8 k—d+2 t+s s—1

<2p qg—2(pp—1pY +2(p"—p>) s 1
jQfuj = _ 2p* 92 —2(p — 1)p¥ + (2p* — 1) ou

- 2pkTd+t2q — 1 + (2pt — 1) s=0

et 2p*~9*2 ne divise pas jQuj. O

Supposons d’abord que s k—d+1letquet 1. TantquejQixj n+I,on
a necessairement Qiu = 0 pour des raisons de degre. Or pour 1 t k-—s,

Xj+2(pte—ph) s 1
jxj+ (2pt — 1) s=0
n+2pk—ps1) s 1
n+ (2pK — 1) s=0

< n+2pk

< n+2(p—1)pX

n+1:

jQixj =

Donc, d’apres le lemme 10,
k—s—1 d—2; soits k—d+1
et donc jxj — my =: 2pk~Al.

Maintenant on peut trouver une contradiction comme dans la demonstration
du lemme 8. A I'aide du theoreme 5 et de la base multiplicative de A,, on sait
gu’en degre superieur ou egal a jxj + 1, I’element non nul du plus bas degre
dans ApX ne peut tre que y = x ou y = P!x. On a alors jxj + 1 = jyj ou
jxj+2(p—1) = jyj. Donc
My +2p% 9 +1 = my + 2pk~d+2] ;
ou my+2pK A +2(p—1) = my+2pkT9*2);
Donc, my —my =1 ou 2(p — 1) mod 2pk~9.
Puisque 2(p — 1)pk*1 >1  2(m¢ + 1)(p — 1)p+?, donc
274 > 2p(m¢+1)
6m¢ + 2p
my +my +2(p —1)
my +my +1
J:my — My — 2_(p —1)j
Jmy —my —1j
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Donc my —my =1 ou 2(p—1). Or cette egalite n’a pas de solution a cause de
la condition 2, I’'existence d’un tel x est donc contradictoire. Donc pour tout
element x de M de degre inferieur a n, Ayx contient une lacune (jxj;n + I].

Fin de la demonstration du Lemme 12 D

Fin de la demonstration du Theoreme 6 D

Appendice: Notes sur les operations Q;

Dans la base de Milnor de I'algebre de Steenrod A, on a des operations Q¢, t 0,
de nies recursivement par les relations suivantes:

(1) Qo =Sq*;
(2) Qu+1=1[Sq* ; Q4.

Ces operations ont des bonnes proprietes, plus precisement (Milnor, [7], x6),

2t+1

Proposition 3 Soient M; N deux modules instables, et soient I;r;t 0.
(1) 8 x2M, QrQix =Q:Qrx et Q2x =0.

(2) 8x2Mety2N, Qc(x OI= Qx [y x [Qly.

(3) Soit u le generateur de H (B(Z=2);Z=2) en degre 1,

QtUZI =0 et QtU2|+1 — u2I+

2t+1

Inspire par ces proprietes, on a construit dans la section 2 les operations Q3, s;t 0,
qui possedent aussi ces proprietes sur Im(Sqg). Dans le reste de cet appendice, on
decrit quelques proprietes elementaires de ces operations. Puis, on donne a la n les
demonstrations du lemme 2 et du corollaire 2.

D’abord, on compare ces operations avec les operations connues, Pg,,, s;t 0. Voici
deux proprietes elementaires:

(1) @ =Qc=P&;, Q§=5q% =P}
(2) Qg est une operation de degre 25(2t*1 —1).

D’apres ces deux proprietes, plus le fait que P2, ; est aussi une operation de degre
25(2t*1 —1), une question curieuse est de savoir quand les deux operations Q§ et P&, ;
coincident. En fait, quand st & 0, il semble que le seul cas ou ces deux operations
coincident est Q1 = P}.

Pour e ectuer le calcul des Qf, on note que I'on a une autre facon de de nir les
operations Qz, s;t 0:

(1) Q=Pr;
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() Q=[P Q5]

Avec cette de nition, on peut exprimer Q3 en terme de la base de Milnor, a I'aide de
la formule multiplicative de cette base. Voici quelques calculs qui comparent les Qf et
Per:

(1) Ql=P}, Qf=PZ+Sq(3;3), Qf = P§ +Sq(6;6) + Sq(3: 7).

(2) Q3 =P3+5Sq(7;0;1) +Sq(4;1;1).

Pour nir cet appendice, on donne ici les demonstrations du lemme 2 et du corollaire
2.

Demonstration du Lemme 2 Soient M un module instable et x un element de
M.
Quand t =0,
Q5""'Sg5x =S¢ Suix = S5Se* x = SaQhx:
Si on suppose que QF*"SgSx = SgSQrx pour t  to, alors quand t=1ty+ 1, 0n a

2to+s+r+1 2t0+s+r+1

Qf+1Swx = (Sq Qs " —QF, " Sq )SggX
= Se2TTTQYTSesx — QYIS sgsx
=S¢ Sq5QLx — Q5 TS5Se* X
SA§Se2° " QX — Sa§QESe* T
= Sg5(S¢*°"" QY — QST )x
= Sg5Qf,+1X:
Donc, par recurrence (sur t), on a Q¢ "Sg§x = SqSQix, 8 r;s;t. D

Demonstration du Corollaire 2 Les proprietes de Q¢ utilisees ci-dessous sont dans
la proposition 3.

(1) Soit M un module instable. Par le lemme 2, ona 8 x2 M,

QrQFSHIX = QPSEEQX = SE3QrQeX
= S05QtQrx = QFSg5Qrx
= QFQFSaEx;
et (Q9)?Sesx = Q$SESQix = Sg5(Qu)’x = O

(2) Supposons qu’il existe X' 2 M, y* 2 N tels que x = Sg5(x%), y = SaS(y"), alors
0

Qi (x [y Qs (Sgs(x") Csas(y")

QsSas(x" YY)

SE5Q: (X’ ¥)

Se5(Qud” L'+ X' LQly?)
Sg5QexX" CSagy° + Sg5x” CSAQry’
Qx Ly x CQy:

(3 Ona
£Sogu?! Se3Qeu?! 0; . B
Q?SqSUZI"'l — SqSQtUZI+1 - Sq8u2|+2 - u2 21+2 ):
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