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SbYbaWN�IH`HXdc�Yba]GJ`HefPgIH`HK1LJX�G�VUY[h6`HefPiQRjHLJG�V,KUQRG�QR_
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vwC�x=CJy{z�|,zd}Jz
~J�8�U�8�����8�����n�����������8�����8���������8�������8�������8�����1���8���8�������8�6�J�����������8���E�8���8�������d�������	�H�������4�u�����8���8�����	�H��������J�������������8�����������8�������8���������8���������w�8���8�2�����8�2�������w�8���8�����8 J�����8�����s�2������¡��!�8�=�����2���8�������¢�8�������d£�����������8�������d£!���8�������8���������d£s���8���8�����������¤�R�������4�u�����8���8�����	��¥��8���8�������d�������	�¢���b��¡8�8�������8�����8���¢�����	������������u�8���������U�����J�������������8���H������¦
§U¨	©nª'«�¬8­6«¢®�¨	¯8¬8°#±��8�������d�!�����������8�������d�[���8�������8���������d�!���8���8�������#¥������������8���E�8���8�������d���������������4�u������8���8���,¥��²£���¡8�8�2���������8���8�����8 J�����8�����6�2������¡���¥��8�����8���2���������U�����8�����8�2��������¥��8�������������d�R�8������������¦
F[³�´pµ�¶8·1¸	¹2µ	º»µ8¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	¹	Á�Â^¹Z³�Ã�¾�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�¾�¹	¹2µ8ÇÈµ�Å�É

R
´�µ�Ê4¼'ÀZ¾�´�Å�¹2µ8Ë�¹Z³�¸	¹	Á�ÂÍÌHÁ�¹	´	Î	É	Â

a¶8Á�¿Z¾�Ê�¹Z³�Ë�·1Ã#³�Æ�ÏH´	Á'Å�µ8¸	¹2µ�m²¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹2µ8Ç�º'¾�Å�À2Ésµ8¹Z³U¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹Z³]Ã�Å�Â6¿2Á�º�´	½2µ�Ê,¾�´�µ8¹2¾�¸	¹2µ8Ð�µH¸	É2Å�m
À�³ÑÆ�µ8¸2¾�´�º]ÃÒ´�µ8Æ�µ8½	·6ÓÔÉ2Ê,¾�¾�ÆÒ½Z³�Ë�½	·1Ã�·Õ¼2¾�½	Ã�µ8Ð�µÒ½2µ�¿�³'ºHÉÖÅ�Á�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�Á�ÂRÆ×´�µ8¹2¾�¸	¹	·n¾f¼	½2¾�¿Z¾�À2·
a(±∞) = limx→±∞ a(x) Ø _�Ã�¾�¿Z¾�ÊÖ¿Z¾�Ç2Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É	ÇÑÃ�¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã�¾ Lp(R) Ù 1 < p < ∞ Ú µ�¶�m½Z³�Æ�É2Ê4·1Ç�¼2µ�À2¹	·1Ç�Å�É	¹	Ð�Á�À2Û'½	¹	·1Ç�É	¹	Æ�¾�Ð�½Z³�À2Ï�¹	·1ÇÜµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½

A = a+P+ + a−P− + T, Ù�Ý�Ú
Ð�¿Z¾

a± Þ ´	Á'Å�µ8¸	¹2µ�m²¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·n¾nÌHÁ�¹	´	Î	É	É!¹Z³ R º P± = 1
2 (I±S)

º
S Þ µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½sÅ�É	¹	Ð�Á�À2Û'½	¹2µ8Ð�µÉ	¹	Æ�¾�Ð�½	É	½2µ8Ã#³�¹	É	Ûdº

T Þ ´�µ�Ê4¼Z³�´	Æ�¹	·1ÇÜµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½�Ãs¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã�¾ Lp(R) ØG4³8Å�Å�Ê,µ8Æ�½	É2ÊÔÅ�ÀZ¾�¿2Á�ÂRÄ!Á�ÂgË�³�¿�³�¸	Á Ø `[³�Ç	Æ�É�¼2µ�Å�ÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�Æ�¾�À2Ï�¹2µ�Å�Æ�Ï {An}
¼2µ�À2¹	·6ÓÜÅ�É	¹	Ð�Á�À2Û'½'m

¹	·6Ó=É	¹	Æ�¾�Ð�½Z³�À2Ï�¹	·6Ó�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8ÃsÅU´�µ8ß�Ì[ÌHÉ	Î	É2¾�¹	Æ8³8Ê4É�º�¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·nÊ4É{¹Z³[µ�¿2¹2µ8Æ�µ8¸2¾�¸	¹2µ8Ç{´�µ�Ê»m
¼Z³�´	Æ�É2ÌHÉ	´'³�Î	É	É

Ṙ = R ∪ {∞} Ã�¾�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�¾�¹	¹2µ8Çfµ�Å�É R
ºAÆ8³�´	Á�Â¤ºA¸	Æ�µ�´�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	Á

A
¼	½	É2Ê,¾�¹	É2Ê

¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹	¹	·1ÇáÊ,¾�Æ�µ�¿k¼2µâÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�Á×µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã {An}
¼	½	É

n → ∞ Ø jHµ�Å�ÀZ¾�¿2¹2¾�¾�µ8Ë�¹Z³�¸Z³�m¾�Æsã Ý�ä º�¸	Æ�µ]µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	· An
µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê4·×¼	½	É¤Ã�Å�¾�Ób¿Zµ�Å�Æ8³�Æ�µ8¸	¹2µ[¶�µ�À2Ï�å!É'Ó

n
É!¿	À2ÛbÀ2Â]¶�µ8Ç=ÌHÁ�¹	´	Î	É	É

g ∈ Lp(R)
½2¾�å¤¾�¹	É	Û

fn ∈ Lp(R)
Á�½Z³�Ã�¹2¾�¹	É	Ç

Anfn = g
ºd¹Z³�Ó#µ�¿2É2Ê4·n¾=¾�¿2É	¹2Å�Æ�Ã�¾�¹	¹	·nÊÔµ�¶8½Z³�Ë�µ�Ê

¼	½	ÉÒÁ�´'³�Ë�³�¹	¹	·6Ó×Ë�¹Z³�¸2¾�¹	É	Û�Ó
n
º�Å�Ó#µ�¿2Û'Æ�Å�Ûk¼2µ�¹2µ8½2Ê,¾�¼	½	É

n → ∞ ´Ò½2¾�å¤¾�¹	É	Â
f
Á�½Z³�Ã�¹2¾�¹	É	Û

Af = g Ø NJÓ#µ�¿2É2Ê,µ�Å�Æ�Ïw¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹	¹2µ8Ð�µ�Ê,¾�Æ�µ�¿�³s½Z³�Ã�¹2µ�Å�É'À2Ï�¹Z³=Å�Á�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�µ8Ã#³�¹	É	ÂæÆ8³�´�µ8Ð�µ n1 º	¸	Æ�µÃ�Å�¾�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·
An

µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê4·Í¼	½	É
n > n1

É
supn>n1

‖A−1n ‖ < ∞ Ø jHµ�Å�ÀZ¾�¿2¹2¾�¾ÜÅ�Ã�µ8Ç2Å�Æ�Ã�µ¹Z³�Ë�·1Ã#³8¾�Æ�Å�Û{ç�è�é�ê2ë�ì[íoç�ê2ë�î�ë�ï�ç�è8ð¤ñ�ìHë�ò�ð¤ó�ôÔÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³ {An}n>n1 ØG4³8¶�µ8Æ8³=Û'Ã8À2Û	¾�Æ�Å�Û{¼	½2µ�¿Zµ�À2à!¾�¹	É2¾�ÊÒÉ2Å�Å�ÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�¹	É	ÛdºZ¹Z³�¸Z³�Æ�µ8Ð�µ=Ã�ã õ äoØ _öµ8Æ�À2É	¸	É2¾bµ8Æ�ã õ ä º	Ë�¿Z¾�Å�Ï½Z³8Å�Å�ÊJ³�Æ�½	É	Ã#³�ÂRÆ�Å�Û�å!É	½2µ8´	É2¾H´'À�³8Å�Å�·÷³�¼	¼	½2µ8´�Å�É2ÊJ³�Î	É	ÇÜÉ{¼2µ�À2Á�¸2¾�¹�´	½	É	Æ�¾�½	É	Ç�Å�Ó#µ�¿2É2Ê,µ�Å�Æ�É�¼	½	É'm
¶�À2É	à!¾�¹	¹2µ8Ð�µ[Ê,¾�Æ�µ�¿�³ Ø _kã õ ä ½Z³8Å�Å�ÊJ³�Æ�½	É	Ã#³�À�³8Å�ÏbÌHÉ	´�Å�É	½2µ8Ã#³�¹	¹Z³�Û=Å�Ó#¾�ÊJ³R¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹	É	Ûdº#É!Ã�µ8¼	½2µ�ÅµÈ´	½	É	Æ�¾�½	É	ÉÔÆ8³8Êi¹2¾ÜÃ�µ8Ë�¹	É	´'³�À Ø G»¾�Ë�Á�À2Ï�Æ8³�Æ�·ø½Z³8¶�µ8Æ�·Í¿Zµ8´'À�³�¿2·1Ã#³�À2É2Å�ÏÒ¹Z³ÈÊ,¾�à¤¿2Á�¹Z³�½2µ�¿2¹2µ8Ç
´�µ8¹2Ì[¾�½2¾�¹	Î	É	Éúù�N�µ8Ã�½2¾�Ê,¾�¹	¹	·n¾�Ê,¾�Æ�µ�¿2·OÉÑ¼	½2µ�¶�ÀZ¾�Ê4·OÆ�¾�µ8½	É	ÉÒµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8ÃâÉÈÐ�³�½2Ê,µ8¹	É	¸2¾�Å�´�µ8Ð�µ
³�¹Z³�À2É	Ë�³sÉ{É'Ó�¼	½	É'ÀZµ�à!¾�¹	É	Û�moûoü!ýÜã þ äoØ

ÿ
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QR¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2Êi¸2¾�½2¾�Ë
Φ
Ê4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã�µÑÃ�Å�¾�ÓkÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç

ϕ
ºUµ8¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	¹	·6ÓkÉk¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·6Óö¹Z³

µ8Æ�½2¾�Ë�´�¾
[−1; 1]

ÉÜÁ�¿Zµ8Ã8ÀZ¾�Æ�Ã�µ8½#Û'ÂRÄ!É'Ó�Á�Å�ÀZµ8Ã�É	Û	Ê
ϕ(−1) = 0

º
ϕ(1) = 1 Ø j]Á�Å�Æ�Ï a Þ ´	Á'Å�µ8¸	¹2µ�m

¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹Z³�ÛwÌHÁ�¹	´	Î	É	Û¤¹Z³
R
º
x1, x2, . . . , xn Þ Ã�Å�¾U¾�¾ Ù ´�µ8¹2¾�¸	¹	·n¾ Ú Æ�µ8¸	´	É¢½Z³�Ë�½	·1Ã#³ Ø S[À2Û ε > 0É

N > 0
µ�¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2Ê

Ui(ε) := {x ∈ R : |x− xi| < ε}, i = 1, 2, . . . , n, Ù õ Ú
U∞(N) := {x ∈ R : |x| > N}. Ù þ Ú_�·n¶�¾�½2¾�ÊâÆ8³�´	É2¾

ε0 > 0
º
N0 > 0

º�¸	Æ�µ�¶8·kµ8´	½2¾�Å�Æ�¹2µ�Å�Æ�É
Ui(ε0)

º
i = 1, 2, . . . , n,

É
U∞(N0)

¼2µ8¼Z³�½'m
¹2µ]¹2¾6¼2¾�½2¾�Å�¾�´'³�À2É2Å�Ï Ø QR¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2Êâ¸2¾�½2¾�Ë U(ε,N)

µ�¶%7�¾�¿2É	¹2¾�¹	É2¾nÃ�Å�¾�Ósµ8´	½2¾�Å�Æ�¹2µ�Å�Æ�¾�Ç Ù õ Ú º Ù þ Ú ¼	½	ÉÌHÉ	´�Å�É	½2µ8Ã#³�¹	¹	·6Ó
ε ∈ (0, ε0)

º
N ∈ (N0,∞) Ø _�·n¶�¾�½2¾�Êf¼	½2µ8É	Ë�Ã�µ�À2Ï�¹	·n¾RÌHÁ�¹	´	Î	É	É ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

º
ϕ∞ ∈ Φ Ø QU¼	½2¾�¿Z¾�À2É2ÊÔÌHÁ�¹	´	Î	É	É a(ε,N) Ù 0 < ε < ε0

º
N > N0 Ú Á�Å�ÀZµ8Ã�É	Û	Ê4É98 a(ε,N)(x) = a(x)

º
¾�Å�À2É

x 6∈ U(ε,N)
º

a(ε,N)(x) =

(
1− ϕi

(
x− xi
ε

))
a(xi − ε) + ϕi

(
x− xi
ε

)
a(xi + ε),

¾�Å�À2É
x ∈ Ui(ε,N)

º
i = 1, 2, . . . , n

º

a(ε,N)(x) =

(
1− ϕ∞

(
N

x

))
a(−N) + ϕ∞

(
N

x

)
a(N),

¾�Å�À2É
x ∈ U∞(N) ØQUÆ�Ê,¾�Æ�É2Ê1º2¸	Æ�µ=ÌHÁ�¹	´	Î	É	É

a(ε,N)(x)
¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·Ö¹Z³

Ṙ ØS[À2ÛfÆ�µ8Çfà!¾wÌHÁ�¹	´	Î	É	É
a
Ã�Ã�¾�¿Z¾�Ê÷Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�µÜµ8¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	¹	·6Óp¹Z³

R
ÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç

a(ξ)
º
ξ ∈ Ṙ,Á�Å�ÀZµ8Ã�É	Û	Ê4É98

a(ξ)(x) = a(ξ)
º
x ∈ R

º	¾�Å�À2É
ξ ∈ R \ {x1, x2, . . . , xn}

º

a(xi)(x) =





(1− ϕi(x− xi)) a(xi − 0) + ϕi(x− xi) a(xi + 0), |x− xi| < 1,

a(xi − 0), x 6 xi − 1,

a(xi + 0), x > xi + 1,

a(∞)(x) =





(
1− ϕ∞

(
1
x

))
a(−∞) + ϕ∞

(
1
x

)
a(+∞), |x| > 1,

a(−∞), −1 6 x < 0,

a(+∞), 0 < x 6 1.
QU¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	Á Ù�Ý�Ú ¼2µ�Å�Æ8³�Ã�É2Ê×Ã¢Å�µ�µ8Æ�Ã�¾�Æ�Å�Æ�Ã�É2¾H¿Z¾�Ç2Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É2¾HÃs¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã�¾ Lp(R)

µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·

Aε,N = a
(ε,N)
+ P+ + a

(ε,N)
− P− + T,

A(ξ) = a
(ξ)
+ P+ + a

(ξ)
− P−, ξ ∈ R,

A(∞) = a
(∞)
+ P+ + a

(∞)
− P−.

j]½	ÉÈß�Æ�µ�Êú¼	½2¾�¿2¼2µ�À�³�Ð�³8¾�Æ�Å�Ûdº6¸	Æ�µ�¿	À2ÛÑÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç
a
(ε,N)
+

É
a
(ε,N)
−

Ã�Å�À2Á�¸Z³8¾{Å�µ8Ã�¼Z³�¿Z¾�¹	É	ÛÈÆ�µ8¸2¾�´
½Z³�Ë�½	·1Ã#³{Å�µ�µ8Æ�Ã�¾�Æ�Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É2¾=ÌHÁ�¹	´	Î	É	É�´'À�³8Å�Å�³

Φ
Ê,µ8Ð�Á�Æ�¶8·1Æ�Ï�Ã�·n¶8½Z³�¹	·g¹2¾�Ë�³�Ã�É2Å�É2Ê,µ{¿2½	Á�Ð=µ8Æ

¿2½	Á�Ð�³ Ø jHµ�¿2¸2¾�½	´	¹2¾�Ê1ºd¸	Æ�µ¢Ã�Ã�¾�¿Z¾�¹	¹	·n¾sµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	· A(ξ) º A(∞) Û'Ã8À2Û'ÂRÆ�Å�Û�Ó�³�½Z³�´	Æ�¾�½	É2Å�Æ�É	¸2¾�Å�´	É'mÊ4ÉpÅ�É	¹	Ð�Á�À2Û'½	¹	·nÊ4ÉÈÉ	¹	Æ�¾�Ð�½Z³�À2Ï�¹	·nÊ4ÉÑµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³8Ê4ÉÑÅ=´	Á'Å�µ8¸	¹2µ�m²¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·nÊ4ÉÑ´�µ8ß�Ì[ÌHÉ	Î	É2¾�¹'m
Æ8³8Ê4É�º,¿	À2Ûp´�µ8Æ�µ8½	·6ÓÈ´	½	É	Æ�¾�½	É	Ç×µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�ÉÒÊ,µ�à!¾�Æâ¶8·1Æ�ÏâÅ�Ì[µ8½2Ê4Á�À2É	½2µ8Ã#³�¹ÈÃ�Å�Æ8³�¹'¿�³�½	Æ�¹	·6Ó
ß�Ì[Ì[¾�´	Æ�É	Ã�¹	·6Ó�Æ�¾�½2Ê4É	¹Z³�ÓÈã 6 änÙ ¹2¾�µ�¶8½Z³�Ä¤¾�¹	É2¾¤Ãw¹	Á�À2Ï�¹2¾�´�µ8Æ�µ8½	·6ÓÜÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç�ÉÜ½Z³�Ã�¾�¹2Å�Æ�Ã�µw¹	Á�À2ÂÉ	¹'¿Z¾�´�Å�³�ÌHÁ�¹	´	Î	É	É Ú�Ø QUÆ�Ê,¾�Æ�É2ÊÔÆ8³�´	à!¾�º»¸	Æ�µ�¼	½	É ε → 0

º
N → ∞ µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·

Aε,N
Å�Ó#µ�¿2Û'Æ�Å�Û
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´�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	Á

A
Ã=Å�É'À2Ï�¹2µ8Ç�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	¹2µ8Ç�Æ�µ8¼2µ�ÀZµ8Ð�É	É�É�³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹2µ�¾!Å�µ�µ8Æ�¹2µ8å¤¾�¹	É2¾bÅ�Ã�Û'Ë�·1Ã#³8¾�Æ

Å�µ�µ8Æ�Ã�¾�Æ�Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É2¾bÅ�µ8¼	½#Û'à!¾�¹	¹	·n¾!µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	· Ø_ú¼	½	É	Ã�µ�¿2É2Ê,µ8Çp¹	É	à!¾=Æ�¾�µ8½2¾�Ê,¾=½2¾�¸	Ï�É'¿Z¾�Æ�µ{¼	½	É2Ê,¾�¹	É2Ê,µ�Å�Æ�Ép´fµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	Á
A
¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹'m

¹2µ8Ð�µÜÊ,¾�Æ�µ�¿�³�¼2µÜÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�Ápµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã {Aε,N} ¼	½	É ε → 0
º
N → ∞ Ø QU¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	É2¾�ß�Æ�µ8Ð�µÅ�Ã�µ8Ç2Å�Æ�Ã#³¢³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹2µ¢¼	½	É	Ã�¾�¿Z¾�¹	¹2µ�Ê4Á�Ã�·1å¤¾]¿	À2Û{¼	½2µ�Å�Æ�¾�Ç	å¤¾�Ð�µ¢Å�À2Á�¸Z³�Û{¼2µ�Å�ÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�Æ�¾�À2Ï�¹2µ�Å�Æ�¾�Ç

µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8ÃÜÅsË�³8Ê,¾�¹2µ8ÇfÁ�Å�ÀZµ8Ã�É	Û
n > n1

Á�Å�ÀZµ8Ã�É2¾�Ê
0 < ε < ε1

º
N > N1 Ø VU¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹Z³�ÛâË�³�mÊ,¾�¹Z³[É2Ê,¾�¾�Æ¤Ê,¾�Å�Æ�µ!ÃbÁ�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É	É{µb½Z³�Ã�¹2µ�Å�É'À2Ï�¹2µ�Å�Æ�É�Å�Ó#µ�¿2É2Ê,µ�Å�Æ�É{¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹	¹2µ8Ð�µ=Ê,¾�Æ�µ�¿�³[É

½Z³�Ã�¹2µ�Ê,¾�½	¹2µ8ÇÜµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É�¹2¾�´�µ8Æ�µ8½2µ8Ð�µ¢¼2µ�¿ZÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³w³�¼	¼	½2µ8´�Å�É2Ê4É	½	Á�ÂRÄ¤¾�Ð�µ¢Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³ ØQRÅ�¹2µ8Ã�¹	·nÊ×½2¾�Ë�Á�À2Ï�Æ8³�Æ�µ�ÊÒ½Z³8¶�µ8Æ�·ÖÛ'Ã8À2Û	¾�Æ�Å�Û�Å�ÀZ¾�¿2Á�ÂRÄs³�Û
�����	�
����
�@ZC2<p�u���A����
� ����¢���u b
R0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R) (1 < p <∞)
-�� "������2� - �u ¤0 - �	$ - �u 

���	$��� �����"�$ - �u k�	$A������"�������$ - �u - 0A��"���� - "2 
A
�w�� A� - �8$ -�� $A��0#"u��"�/1
�$	/n�4�á� -������ ���	�A��$A�����4�

0#"��2����$	�2�æ0#"�� � �	�	�=��$	$	/1�ö����� - �ö0 - ���������A����
� - 0A��"���� - " - 
 {Aε,N} 0#"�� ε → 0
*
N → ∞
Ü� - �ö�p� - ����� - � - �÷���� ��#��� * � - �����s�����Ü�	���b� - �Ñ� - �8�	�

ξ ∈ R
* 
�� - � - " - ��� - � � � / - ��$��¢�2


�  	$	���	�	�
a+
*
a−

����"�0	�A�]"���
�"�/1
 *u-�� "������2� - 0A��"���� - "
A(ξ) � -�� "������2� - 0A��"���� - " A(∞) 5

!#"
$&%
'(%*)*+�,.-0/1)*21"3)*+0"
40+	5�687�9�QU¹2µ�É2Å�¼2µ�À2Ï�Ë�Á�¾�ÆÜ´�µ8¹2Å�Æ�½	Á�´	Î	É	É�ºJ¼	½2¾�¿	ÀZµ�à!¾�¹	¹	·n¾{ÃÈã õ'º
: äoØ jHµ8ß�Æ�µ�Ê4ÁÑÊ4·O¿Zµ�Å�Æ8³�Æ�µ8¸	¹2µâ´	½Z³�Æ�´�µfµ�Å�Æ8³�¹Z³�Ã8À2É	Ã#³8¾�Ê,Å�ÛÒ¹Z³Ü¹	É'ÓdºJÁ�¿Z¾�À2Û'ÛÈÃ�¹	É2ÊJ³�¹	É2¾�Æ�µ�À2Ï�´�µ
Å�Á�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�¾�¹	¹	·nÊ÷µ�Å�µ�¶�¾�¹	¹2µ�Å�Æ�Û	Ê Ø<; ³8Ê,¾�Æ�É2Ê÷Æ8³�´	à!¾�º4¸	Æ�µ�Ãpã : ä É2Ê,¾�ÂRÆ�Å�Ûâ¼2µ�¿2½2µ�¶8¹	·n¾�Å�Å�·6À2´	Ép¹Z³¼	½2¾�¿2å¤¾�Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É2¾H½Z³8¶�µ8Æ�·Ô¼2µsÆ�¾�µ8½	É	É�Å�Ó#µ�¿2É2Ê,µ�Å�Æ�É�¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹	¹	·6Ó�Ê,¾�Æ�µ�¿Zµ8Ã2º�³!Æ8³�´	à!¾[¼	½	É	Ã�¾�m
¿Z¾�¹2µwÉ	Ë�ÀZµ�à!¾�¹	É2¾=µ�Å�¹2µ8Ã�¹	·6ÓÜµ8¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	É	Ç�ÉÜÁ�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É	Ç�É2Å�¼2µ�À2Ï�Ë�Á�¾�Ê,µ8Ð�µ{¹	É	à!¾bÀZµ8´'³�À2Ï�¹2µ8Ð�µ
¼	½	É	¹	Î	É	¼Z³pX�µ�Ó	¶�¾�½	Ð�³ Þ F]½	Á�¼	¹	É	´'³ Ø NJÀZµ8Ã�µáù�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½dýÈÃâ¿Zµ8´'³�Ë�³�Æ�¾�À2Ï�Å�Æ�Ã�¾ÜÆ�¾�µ8½2¾�Ê4· Ã�Å�Â6¿2Á
µ8Ë�¹Z³�¸Z³8¾�ÆÈù�À2É	¹2¾�Ç	¹	·1Çf¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·1Çfµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½�ºd¿Z¾�Ç2Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É	Ç�Ã�¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã�¾

Lp(R)
ý Ø lH¾�m½2¾�Ë

A
¶8Á�¿Z¾�ÊÖµ�¶�µ8Ë�¹Z³�¸Z³�Æ�Ï�Ã�Ã�¾�¿Z¾�¹	¹	·1ÇÈÃ�·1å¤¾�ë�ï�ç�è8ð¤ñ�ì>=,îÈ¼2µ�À2¹	·1ÇÈÅ�É	¹	Ð�Á�À2Û'½	¹	·1ÇÈÉ	¹	Æ�¾�Ð�½Z³�À2Ï8m

¹	·1Ç�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½�ÅR´	Á'Å�µ8¸	¹2µ�m²¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·nÊ4É�´�µ8ß�Ì[ÌHÉ	Î	É2¾�¹	Æ8³8Ê4É�ºZ³b¸2¾�½2¾�Ë
Aε,N Ù ε > 0

º
N > 0 Ú ÞÃ�Ã�¾�¿Z¾�¹	¹2µ�¾RÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�µb¼2µ�À2¹	·6Ó¢Å�É	¹	Ð�Á�À2Û'½	¹	·6Ó=É	¹	Æ�¾�Ð�½Z³�À2Ï�¹	·6Ówµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã¤Å1´�µ8ß�Ì[ÌHÉ	Î	É2¾�¹	Æ8³8Ê4É�º

¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·nÊ4É�¹Z³
Ṙ Ø_f¿�³�À2Ï�¹2¾�Ç	å¤¾�ÊfÅ�¸	É	Æ8³8¾�Ê1º#¸	Æ�µHÃ�Å�¾6¼	½2¾�¿Z¾�À2·ÒÉ2Ê,¾�ÂRÆ[Ê,¾�Å�Æ�µH¼	½	É

ε→ 0
º
N → ∞ Ø QR¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2Ê¸2¾�½2¾�Ë

A
Ê4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã�µ{Ã�Å�¾�Ó�Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã {Bε,N : ε > 0, N > 0} µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã2ºdÁ�¿Zµ8Ã8ÀZ¾�Æ�Ã�µ8½#Û'ÂRÄ!É'ÓÅ�ÀZ¾�¿2Á�ÂRÄ!É2ÊÑÁ�Å�ÀZµ8Ã�É	Û	Ê 8

sup
{
‖Bε,N‖ : ε > 0, N > 0

}
<∞,

Å�Á�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�Á�¾�Æs¼	½2¾�¿Z¾�À�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã
Bε,N

ÃsÅ�É'À2Ï�¹2µ8Ç�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	¹2µ8Ç�Æ�µ8¼2µ�ÀZµ8Ð�É	É�º	´�µ8Æ�µ8½	·1Ç�Ê4·áµ�¶�µ�m
Ë�¹Z³�¸Z³8¾�Ê�¸2¾�½2¾�Ë

s
m
limBε,N

º8É¢³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹	·1Ç=¼	½2¾�¿Z¾�ÀwÅ�Á�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�Á�¾�Æ]¿	À2Û¤Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³HÅ�µ8¼	½#Û'à!¾�¹	¹	·6Ó
µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã Ø T�¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã�µ A ? ù�¼2µ8´�µ�µ8½�¿2É	¹Z³�Æ�¹2µ'ý�Ã�·1¼2µ�À2¹	Û	¾�Ê4·nÊ4ÉÜµ8¼2¾�½Z³�Î	É	Û	Ê4É�É{¹2µ8½2Ê,µ8Ç

{Bε,N} → sup
{
‖Bε,N‖ : ε > 0, N > 0

}

Å�Æ8³�¹2µ8Ã�É	Æ�Å�Û�¶�³�¹Z³�Ó#µ8Ã�µ8ÇÜ³�À2Ð�¾�¶8½2µ8Ç Ø_�Ã�¾�¿Z¾�ÊÒÅ�ÀZ¾�¿2Á�ÂRÄ!É2¾]¼2µ�¿ZÊ4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã#³wÊ4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã#³
A
8

I0 =
{
{Bε,N} ∈ A : lim ‖Bε,N‖ = 0

}
,

Is =
{
{Bε,N} ∈ A : s

m
lim Bε,N = 0

}
.

QR¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2ÊÒ¸2¾�½2¾�Ë
Ik
Ê4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã�µ¢Ã�Å�¾�Ó�Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã¢µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã¢Ã�É'¿�³

{
T +∆ε,N : ε > 0, N > 0

}
,

Ð�¿Z¾
T Þ ´�µ�Ê4¼Z³�´	Æ�¹	·1ÇÜµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½�º {∆ε,N} ∈ I0 Ø
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T�¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã#³
I0
º
Is
º
Ik
Û'Ã8À2Û'ÂRÆ�Å�Û�Å�µ�¶�Å�Æ�Ã�¾�¹	¹	·nÊ4É�Ë�³8Ê4´	¹	Á�Æ�·nÊ4É�¿2Ã�Á�Å�Æ�µ8½2µ8¹	¹	É2Ê4É�É'¿Z¾�³�À�³8Ê4É

ÃÜ³�À2Ð�¾�¶8½2¾
A Ø IHÊ,¾�¾�Æ�Ê,¾�Å�Æ�µ�½Z³�Ã�¾�¹2Å�Æ�Ã�µ Is ∩ Ik = I0 Ø I]Ëw¹2¾�Ð�µ�Å�ÀZ¾�¿2Á�¾�Æ�º,¸	Æ�µ�¿	À2Ûâß�ÀZ¾�Ê,¾�¹	Æ8³

{Bε,N} ∈ A
µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�ÏwÅ�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µ=´'À�³8Å�Å�³

{Bε,N}+ I0 ∈ A/I0½Z³�Ã�¹2µ�Å�É'À2Ï�¹Z³=µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É�¿2Ã�Á#Ó{Å�Ê,¾�às¹	·6Ó{´'À�³8Å�Å�µ8Ã
{Bε,N}+ Ik ∈ A/Ik, {Bε,N}+ Is ∈ A/Is.QR¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�Ï ¼2µ�Å�ÀZ¾�¿2¹2¾�Ð�µ Å�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µ ´'À�³8Å�Å�³ ½Z³�Ã�¹2µ�Å�É'À2Ï�¹Z³ µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³

s
m
lim Bε,N Øj]½	É2Ê,¾�¹	É2Ê,µ�Å�Æ�ÏH´b½Z³8Å�Å�ÊJ³�Æ�½	É	Ã#³8¾�Ê,µ�Ê4Á!µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	Á

A
¼	½	É2¶�À2É	à!¾�¹	¹2µ8Ð�µHÊ,¾�Æ�µ�¿�³U¼2µUÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�Á

µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã
Aε,N

¼	½	É
ε→ 0

º
N → ∞ ½Z³�Ã�¹2µ�Å�É'À2Ï�¹Z³=½Z³�Ã�¹2µ�Ê,¾�½	¹2µ8Ç�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�ÉÜÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³
{Aε,N : 0 < ε < ε1, N > N1}¼	½	ÉÒ¼2µ�¿	Ó#µ�¿2Û'Ä!É'Ó

ε1, N1 > 0 Ø jHµ�Å�ÀZ¾�¿2¹2¾�¾�Å�Ã�µ8Ç2Å�Æ�Ã�µp½Z³�Ã�¹2µ�Å�É'À2Ï�¹2µÈµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�ÉáÅ�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µ´'À�³8Å�Å�³
{Aε,N}+ I0 ∈ A/I0. Ù : ÚI]Ë�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É×µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³

A
Å�ÀZ¾�¿2Á�¾�Æ�ºJ¸	Æ�µÜÅ�Ê,¾�às¹	·1ÇÈ´'À�³8Å�Å Ù : Ú µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê÷Æ�µ8Ð�¿�³�ÉÈÆ�µ�À2Ï�´�µÆ�µ8Ð�¿�³'º2´�µ8Ð�¿�³=µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê×Å�Ê,¾�às¹	·1Ç�´'À�³8Å�Å

{Aε,N}+ Ik ∈ A/Ik. Ù 6 Ú
T�·á¼2µ�À2Á�¸	É2ÊÑ´	½	É	Æ�¾�½	É	Ç�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É�¼2µ�Å�ÀZ¾�¿2¹2¾�Ð�µwÅ�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µs´'À�³8Å�Å�³ Ø

� % 5�+��&%����
+&9[`H¾�Å�µ8Ã�¼Z³�¿Z¾�¹	É2¾sµ�¶�À�³8Å�Æ�¾�Ç�µ8¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	É	Û�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã
Aε,N

É�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã{É	Ë
³�À2Ð�¾�¶8½	·

A
¹2¾�Å�Á�Ä¤¾�Å�Æ�Ã�¾�¹	¹2µ	º»¼2µ�Å�´�µ�À2Ï�´	Áâ½Z³8Å�Å�ÊJ³�Æ�½	É	Ã#³8¾�Ê4·n¾�Å�Ê,¾�às¹	·n¾¢´'À�³8Å�Å�·W¹2¾sË�³�Ã�É2Å�Û'ÆÜµ8Æ

¼	½2µ�¿Zµ�À2à!¾�¹	É	Û�Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³
Aε,N

¹Z³
R+ × R+ ØS[À2Û[¼2µ�À2Á�¸2¾�¹	É	Ûb´	½	É	Æ�¾�½	É	Û!µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�ÉsÅ�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µU´'À�³8Å�Å�³ Ù 6 Ú Ã�µ�Å�¼2µ�À2Ï�Ë�Á�¾�Ê,Å�Û!ÀZµ8´'³�À2Ï�¹	·nÊ¼	½	É	¹	Î	É	¼2µ�Ê×X�µ�Ó	¶�¾�½	Ð�³ Þ F]½	Á�¼	¹	É	´'³{ã 6 ä º	µ�Å�¹2µ8Ã�¹	·n¾]¼2µ�ÀZµ�à!¾�¹	É	Û�´�µ8Æ�µ8½2µ8Ð�µs¼	½2¾�¿2¼2µ�À�³�Ð�³�ÂRÆ�Å�Û�É	Ë�mÃ�¾�Å�Æ�¹	·nÊ4É ØQR¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2Ê?¸2¾�½2¾�Ë

Mξ Ù ξ ∈ Ṙ Ú Ê4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã�µÈÃ�Å�¾�ÓÒµ8¼	½2¾�¿Z¾�ÀZ¾�¹	¹	·6ÓkÉÒ¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	·6Ók¹Z³ ṘÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç
ϕ
º»µ�¶�À�³�¿�³�ÂRÄ!É'ÓâÅ�ÀZ¾�¿2Á�ÂRÄ!É2Ê4ÉfÅ�Ã�µ8Ç2Å�Æ�Ã#³8Ê4É98

0 6 ϕ(x) 6 1
¿	À2Û�Ã�Å�¾�Ó

x ∈ Ṙ
º�Ê4¹2µ�m

à!¾�Å�Æ�Ã�µ
ϕ−1({1}) ⊂ Ṙ

Û'Ã8À2Û	¾�Æ�Å�Ûf¹2¾�´�µ8Æ�µ8½2µ8ÇÑµ8´	½2¾�Å�Æ�¹2µ�Å�Æ�Ï�Â^Æ�µ8¸	´	É
ξ Ø j]Á�Å�Æ�Ï Mξ Ù ξ ∈ Ṙ Ú ÞÊ4¹2µ�à!¾�Å�Æ�Ã�µâÃ�Å�¾�Ópß�ÀZ¾�Ê,¾�¹	Æ�µ8Ãf³�À2Ð�¾�¶8½	·

A/Ik
Ã�É'¿�³ {ϕI : ε > 0, N > 0} + Ik

º,Ð�¿Z¾
ϕ ∈ Mξ ØqJÀZ¾�Ê,¾�¹	Æ�·gß�Æ�É'Ó�Å�Ê,¾�às¹	·6Ó�´'À�³8Å�Å�µ8Ã�¼2µ8½2µ�à¤¿�³�ÂRÆ�Å�ÛfÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã#³8Ê4É�º»¹2¾¤Ë�³�Ã�É2Å�Û'Ä!É2Ê4Éfµ8Æ
ε
É
N ØN�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�µ {Mξ}ξ∈Ṙ

Û'Ã8À2Û	¾�Æ�Å�Û�¼2µ8´	½	·1Ã#³�ÂRÄ¤¾�ÇâÅ�É2Å�Æ�¾�Ê,µ8Ç�ÀZµ8´'³�À2É	Ë�Á�ÂRÄ!É'ÓÜ´'À�³8Å�Å�µ8Ã�Ã�³�À2Ð�¾�¶8½2¾
A/Ik

ÉÈ³�¹Z³�À2É	Ë�É	½	Á�¾�Ê4·1ÇÑÅ�Ê,¾�às¹	·1Çp´'À�³8Å�Å {Aε,N} + Ik
´�µ�Ê,Ê4Á�Æ�É	½	Á�¾�ÆÜÅ�µ�Ã�Å�¾�Ê4Épß�ÀZ¾�Ê,¾�¹	Æ8³8Ê4É

ß�Æ�É'ÓwÀZµ8´'³�À2É	Ë�Á�ÂRÄ!É'Ó�´'À�³8Å�Å�µ8Ã Ø_�Ã�¾�¿Z¾�ÊÖµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·
Uλ Ù λ > 0 Ú É Hξ Ù ξ ∈ R Ú ºd¿Z¾�Ç2Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É2¾sÃ�¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã�¾ Lp(R)

¼2µ
Ì[µ8½2Ê4Á�À�³8Ê

(Uλf)(x) = λ1/pf(λx), x ∈ R,

(Hξf)(x) = f(x− ξ), x ∈ R.q�Æ�µ[É	Ë�µ�Ê,¾�Æ�½	É	¸2¾�Å�´	É2¾]µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê4·n¾Rµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·[º�´�µ�Ê,Ê4Á�Æ�É	½	Á�ÂRÄ!É2¾RÅnµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ�Ê
S
º�³'º�Å�ÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�m

Æ�¾�À2Ï�¹2µ	º	É�ÅHµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³8Ê4É
P± ØS[À2Û

ξ ∈ R
É
ε > 0

µ8¼	½2¾�¿Z¾�À2É2ÊÒµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·
Ã

(ξ)
ε
Ì[µ8½2Ê4Á�ÀZµ8Ç

Ã(ξ)
ε = HξU1/εA

(ξ)UεH−ξ.

QU¼	½2¾�¿Z¾�À2É2ÊÒµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·
Ã

(∞)
N Ù N > 0 Ú Ì[µ8½2Ê4Á�ÀZµ8Ç Ã(∞)

N = U1/NA
(∞)UN Ø



6�� � �	�	�#����� 5�365
j]½	É	Ã�¾�¿Z¾�Ê×¹2¾�´�µ8Æ�µ8½	·n¾bÃ�Å�¼2µ�Ê,µ8Ð�³�Æ�¾�À2Ï�¹	·n¾bÁ�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É	Û Ø
� ��� ��
×@ZC�;s���{��� ��- � -

ξ ∈ R
�������s$	/]�R�	��������/ {Aε,N}+ Ik

�
{Ã(ξ)

ε : ε > 0, N > 0}+ Ik

�'
���� �b��� �
Mξ

� � �	
��	
����A��$A��$	/n�4� 5
C
S!µ�Å�Æ8³�Æ�µ8¸	¹2µ�½Z³8Å�Å�Ê,µ8Æ�½2¾�Æ�Ïâ¸Z³8Å�Æ�¹	·1ÇÒÅ�À2Á�¸Z³�Ç

A = aI
º,Ð�¿Z¾

a Þ ´	Á�Å�µ8¸	¹2µ�m²¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹Z³�Û
ÌHÁ�¹	´	Î	É	ÛÑ¹Z³

R Ø LJÅ�À2É ξ Þ Æ�µ8¸	´'³�¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹2µ�Å�Æ�ÉöÌHÁ�¹	´	Î	É	É
a
º�Æ�µ

Ã
(ξ)
ε = a(ξ)I Ø _iß�Æ�µ�ÊÅ�À2Á�¸Z³8¾HÁ�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É2¾[Æ�½	É	Ã�ÉZ³�À2Ï�¹2µ Øj]½2¾�¿2¼2µ�ÀZµ�àsÉ2Ê1º�¸	Æ�µ

ξ Þ Æ�µ8¸	´'³s½Z³�Ë�½	·1Ã#³=ÌHÁ�¹	´	Î	É	É
a Ø j]Á�Å�Æ�Ï ϕ ∈ Φ Þ ÌHÁ�¹	´	Î	É	Ûdº	µ8¼	½2¾�¿Z¾�m

À2Û'ÂRÄs³�Û{ÌHÁ�¹	´	Î	É	Â
a(ε,N) Ã=µ8´	½2¾�Å�Æ�¹2µ�Å�Æ�É�Æ�µ8¸	´	É ξ º	Æ Ø ¾ Ø

a(ε,N)(x) =

(
1− ϕ

(
x− ξ

ε

))
a(ξ − ε) + ϕ

(
x− ξ

ε

)
a(ξ + ε),

¾�Å�À2É |x− ξ| < ε ØQU¼2¾�½Z³�Æ�µ8½
Ã

(ξ)
ε

Û'Ã8À2Û	¾�Æ�Å�ÛÍµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ�Ê Á'Ê4¹2µ�à!¾�¹	É	ÛÍ¹Z³gÌHÁ�¹	´	Î	É	Â
bε(x)

ºÜË�³�¿�³�Ã#³8¾�Ê4Á�Â
Ã¢µ8´	½2¾�Å�Æ�¹2µ�Å�Æ�É {x : |x− ξ| < ε} Ì[µ8½2Ê4Á�ÀZµ8Ç

bε(x) =

(
1− ϕ

(
x− ξ

ε

))
a(ξ − 0) + ϕ

(
x− ξ

ε

)
a(ξ + 0).

K6½2¾�¶8Á�¾�ÊJ³�Û{ÀZµ8´'³�À2Ï�¹Z³�Û�ß�´	Ã�É	Ã#³�ÀZ¾�¹	Æ�¹2µ�Å�Æ�Ï�Å�ÀZ¾�¿2Á�¾�Æ¢É	ËH½Z³�Ã�¾�¹2Å�Æ�Ã#³
lim
ε→+0

sup
|x−ξ|<ε

|a(ε,N)(x)− bε(x)| = 0. �

� ��� ��
��AC 3 �����s$	/]�R�	��������/ {Aε,N}+ Ik
�

{
Ã

(∞)
N : ε > 0, N > 0

}
+ Ik

�'
���� �b��� �
M∞

� � �	
��	
����A��$A��$	/n�4� 5
C
S!µ8´'³�Ë�³�Æ�¾�À2Ï�Å�Æ�Ã�µRÀZ¾�Ê,Ê4·Èõn³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹2µn¿Zµ8´'³�Ë�³�Æ�¾�À2Ï�Å�Æ�Ã�Á[ÀZ¾�Ê,Ê4· Ý º�ÉbÊ4·p¾�Ð�µUµ8¼	Á�Å�´'³8¾�Ê Ø B

� ��� ��
��dC 3 �����s$	/1�Ñ�	������� {Ã(ξ)
ε } + Ik Ù ξ ∈ R Ú Mξ

�o-�� "������2�i� - �������k� - ����� - � - ����� *
� - ����� -�� "������2� - 0A��"���� - "

A(ξ) 5
C
j]½2¾�¿2¼2µ�ÀZµ�àsÉ2Ê1ºA¸	Æ�µ

ξ ∈ R
É�µ�¶8½Z³�Æ�É2ÊÒµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½

A(ξ) Ø _áÅ�É'À2Á�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�ÉÜÉ�É	Ë�µ�Ê,¾�Æ8m½	É	¸	¹2µ�Å�Æ�ÉÒµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã
Hξ

É
Uε
ºJÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�µ {Ã(ξ)

ε : ε > 0} ½Z³�Ã�¹2µ�Ê,¾�½	¹2µâµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ Ø Kuµ8Ð�¿�³µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê×É{ß�ÀZ¾�Ê,¾�¹	Æ
{
Ã(ξ)

ε : ε > 0, N > 0
}
∈ A.

NJÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�Æ�¾�À2Ï�¹2µ	º�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê1º�³!Æ�µ8Ð�¿�³sÉ
Mξ
moµ�¶8½Z³�Æ�É2ÊÒÅ�Ê,¾�às¹	·1Ç�´'À�³8Å�Å {Ã(ξ)

ε } ∈ A/Ik ØQR¶8½Z³�Æ�¹2µ�¾sÁ�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É2¾s¿Zµ8´'³�à!¾�ÊÖµ8Æ{¼	½2µ8Æ�É	Ã�¹2µ8Ð�µ Ø j]½2¾�¿2¼2µ�ÀZµ�àsÉ2Ê1º»¸	Æ�µ{Å�Ê,¾�às¹	·1Çâ´'À�³8Å�Å
{Ã(ξ)

ε } ∈ A/Ik Mξ
moµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê1º�³¤µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½

A(ξ) ¹2¾�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê Ø jHµ�Å�ÀZ¾�¿2¹2¾�¾bµ8Ë�¹Z³�¸Z³8¾�Æ�ºZ¸	Æ�µ
inf
{
‖A(ξ)f‖ : f ∈ Lp(R), ‖f‖ = 1

}
= 0 Ù � Ú

É'À2ÉÜ³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹2µ�¾!Á�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É2¾!Ã�¾�½	¹2µs¿	À2Û�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³'º�Å�µ8¼	½#Û'à!¾�¹	¹2µ8Ð�µ�´
A(ξ) Ø T�·Ô½Z³8Å�Å�Ê,µ8Æ8m½	É2ÊÑ¼2¾�½	Ã�·1Ç�Å�À2Á�¸Z³�Ç�º	Ã�Æ�µ8½2µ8Ç�½Z³8Å�Å�ÊJ³�Æ�½	É	Ã#³8¾�Æ�Å�ÛÜ³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	¸	¹2µ Ø_�·1¼	É	å¤¾�ÊÑÁ�Å�ÀZµ8Ã�É2¾

Mξ
moµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É�ß�ÀZ¾�Ê,¾�¹	Æ8³ {Ã(ξ)

ε }+ Ik
Å�ÀZ¾�Ã#³�8

Bε,NÃ
(ξ)
ε ϕI = ϕI + T +∆ε,N , Ù � Ú



���������	����

������������������������������������� �"!#��$%��&��(')���('
����&���*+�('���&�,-�.��&����/�/�0����12&�,-�3�"4��	�0�%���5���"$ 6��

Ð�¿Z¾ {Bε,N} ∈ A
º
ϕ ∈ Mξ

º
T Þ ´�µ�Ê4¼Z³�´	Æ�¹	·1ÇÜµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½�Ã=¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã�¾ Lp(R)

º {∆ε,N} ∈ I0 Øj]Á�Å�Æ�Ï {ψn} Þ ¼2µ�Å�ÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�Æ�¾�À2Ï�¹2µ�Å�Æ�ÏkÌHÁ�¹	´	Î	É	ÇöÉ	Ë
Mξ

ºn¹2µ�Å�É	Æ�¾�À2Éá´�µ8Æ�µ8½	·6ÓáÅ�Æ�Û'Ð�É	Ã#³�ÂRÆ8m
Å�Û�´âÆ�µ8¸	´�¾

ξ Ø QU¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·[º4Å�µ8¼	½#Û'à!¾�¹	¹	·n¾w´ ψnI
º»Å�É'À2Ï�¹2µ�Å�Ó#µ�¿2Û'Æ�Å�Ûf´â¹	Á�ÀZ¾�Ã�µ�Ê4Á�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	Á ØQUÆ�Å�Â6¿�³�Å�ÀZ¾�¿2Á�¾�Æ�º�¸	Æ�µ

limn→∞ ‖TψnI‖ = 0 Ø _�·n¶�¾�½2¾�ÊáÌHÁ�¹	´	Î	É	Â ψ
É	Ë¤ß�Æ�µ8Ç�¼2µ�Å�ÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�Æ�¾�À2Ï8m

¹2µ�Å�Æ�É�º2Æ8³�´	Á�Â¤º2¸	Æ�µ
ϕψ = ψ

É ‖TψI‖ 6
1
4 Ø c]Ê4¹2µ�à¤³�Û�µ�¶�¾H¸Z³8Å�Æ�É Ù � Ú Å�¼	½Z³�Ã#³s¹Z³sµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½ ψI º¼2µ�À2Á�¸Z³8¾�Ê 8

Bε,NÃ
(ξ)
ε ψI = ψI + TψI +∆ε,NψI. Ù � Ú

_�·n¶�¾�½2¾�ÊiÆ8³�´	É2¾
ε̃, Ñ > 0

ºU¸	Æ�µ�¶8· Ã�·1¼2µ�À2¹	Û�ÀZµ�Å�Ï×¹2¾�½Z³�Ã�¾�¹2Å�Æ�Ã�µ ‖∆ε,N‖ 6
1
4

¿	À2ÛkÃ�Å�¾�Ó
ε ∈

(0, ε̃)
º
N ∈ (Ñ ,∞) Ø Kuµ8Ð�¿�³â¿	À2Û×Æ�¾�ÓÑà!¾�Ë�¹Z³�¸2¾�¹	É	Ç ε

º
N
Å�µ�µ8Æ�¹2µ8å¤¾�¹	É2¾ Ù � Ú Å�Á�¸2¾�Æ�µ�ÊgÃ�É'¿�³µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½2µ8Ã

Ã
(ξ)
ε
Ê,µ�à!¾�Æw¶8·1Æ�Ï=¼2¾�½2¾�¼	É2Å�³�¹2µ=Æ8³�´98

Bε,NHξU1/εA
(ξ)UεH−ξψI = ψI + ∆̃ε,N , Ù � Ú

Ð�¿Z¾
∆̃ε,N = TψI +∆ε,NI Ø NJÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�Æ�¾�À2Ï�¹2µ	º ‖∆̃ε,N‖ < 1

2 ØQR¶�µ8Ë�¹Z³�¸	É2Ê
c = supε,N ‖Bε,N‖ Ø _�·n¶�¾�½2¾�ÊWÌHÁ�¹	´	Î	É	Â f ∈ Lp(R)

Æ8³�´	Á�Â¤º�¸	Æ�µ ‖f‖ = 1
º

‖A(ξ)f‖ < 1
4c Ø `H¾]¹Z³�½	Á�ås³�Û{µ�¶8Ä!¹2µ�Å�Æ�É�½Z³8Å�Å�Á�à¤¿Z¾�¹	É	Ç�º2Ê,µ�às¹2µ=¼	½2¾�¿2¼2µ�À�³�Ð�³�Æ�Ï2º2¸	Æ�µ=ÌHÁ�¹	´	Î	É	Û fÌHÉ	¹	É	Æ�¹Z³�Û ØG4³8Å�Å�Ê,µ8Æ�½	É2ÊfÅ�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�µHÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç

gε = HξU1/εf
º
ε > 0 Ø j]½	É ε→ 0

¹2µ�Å�É	Æ�¾�À2É=ÌHÁ�¹	´	Î	É	Ç
gεÅ�Æ�Û'Ð�É	Ã#³�ÂRÆ�Å�Û�´�Æ�µ8¸	´�¾

ξ Ø _�·n¶�¾�½2¾�ÊÒÉ�Ë�³8ÌHÉ	´�Å�É	½	Á�¾�ÊÒÆ8³�´�µ�¾ ε º 0 < ε < ε̃
º2¸	Æ�µ�¶8·÷Ã�·1¼2µ�À2¹	Û�ÀZµ�Å�Ï

½Z³�Ã�¾�¹2Å�Æ�Ã�µ
ψgε = gε Ø j]½	É2Ê,¾�¹	Û'Ûp´ÈÌHÁ�¹	´	Î	É	É gε µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·OÃ�ÀZ¾�Ã�µ8ÇpÉp¼	½Z³�Ã�µ8ÇÈ¸Z³8Å�Æ�Û�Ó Ù � Ú ºÅ�µ�µ8Æ�Ã�¾�Æ�Å�Æ�Ã�¾�¹	¹2µ¢¼2µ�À2Á�¸Z³8¾�Ê 8

‖Bε,NHξU1/εA
(ξ)UεH−ξψgε‖ 6 c‖A(ξ)UεH−ξψgε‖ = c‖A(ξ)f‖ 6

1

4
,

‖(ψI + ∆̃ε,N )gε‖ > ‖ψgε‖ − ‖∆̃ε,Ngε‖ >
1

2
.

jHµ�À2Á�¸2¾�¹	¹	·n¾[¹2¾�½Z³�Ã�¾�¹2Å�Æ�Ã#³s¼	½2µ8Æ�É	Ã�µ8½2¾�¸Z³�Æ�Å�µ�µ8Æ�¹2µ8å¤¾�¹	É	Â Ù � Ú�Ø_÷Å�À2Á�¸Z³8¾�º�´�µ8Ð�¿�³�³�¹Z³�ÀZµ8Ð¢Å�µ�µ8Æ�¹2µ8å¤¾�¹	É	Û Ù � Ú Ã�·1¼2µ�À2¹	Û	¾�Æ�Å�Û�¿	À2Û�µ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³'ºuÅ�µ8¼	½#Û'à!¾�¹	¹2µ8Ð�µ´
A(ξ) º8Ã�·1¼	É2Å�·1Ã#³8¾�Æ�Å�Û¤Á�Å�ÀZµ8Ã�É2¾ Mξ

moµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É=Å�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µR´'À�³8Å�Å�³ {Ã(ξ)
ε }+Ik

Å�¼	½Z³�Ã#³ Ø _â¹2¾�Ê¹	Á�às¹2µR¼2¾�½2¾�Ç	Æ�És´=Å�µ8¼	½#Û'à!¾�¹	¹	·nÊâµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½Z³8Ê1º�µ�Å�Æ8³�À2Ï�¹	·n¾1¼2µ�Å�Æ�½2µ�¾�¹	É	Û¤¼	½2µ8Ã�µ�¿2Û'Æ�Å�Û=¼2µRÆ�µ8Ç¤à!¾
Å�Ó#¾�Ê,¾ Ø BjHµ¢³�¹Z³�ÀZµ8Ð�É	É�Å]ÀZ¾�Ê,Ê,µ8Ç�þb¿Zµ8´'³�Ë�·1Ã#³8¾�Æ�Å�ÛÜÅ�ÀZ¾�¿2Á�ÂRÄ¤¾�¾]Á�Æ�Ã�¾�½#à¤¿Z¾�¹	É2¾ Ø
� ��� ��
���C 3 �����s$	/1�Ò�	������� {Ã(∞)

N } + Ik M∞
�o-�� "������2�O� - �����Ü�á� - ����� - � - ����� * � - �����

-�� "������2� - 0A��"���� - "
A(∞) 5

; ³�Ã�¾�½	å!É2Ê?¿Zµ8´'³�Ë�³�Æ�¾�À2Ï�Å�Æ�Ã�µÑÆ�¾�µ8½2¾�Ê4· Ø `H¾�µ�¶�Ó#µ�¿2É2Ê,µ�Å�Æ�ÏÒÁ�Å�ÀZµ8Ã�É	ÇáÆ�¾�µ8½2¾�Ê4· Ã�·1Æ�¾�´'³8¾�ÆÑÉ	Ë
ÀZ¾�Ê,Ê Ý�� :=É�ÀZµ8´'³�À2Ï�¹2µ8Ð�µ¢¼	½	É	¹	Î	É	¼Z³sX�µ�Ó	¶�¾�½	Ð�³ Þ F]½	Á�¼	¹	É	´'³ ØS[À2Û=¿Zµ8´'³�Ë�³�Æ�¾�À2Ï�Å�Æ�Ã#³b¿Zµ�Å�Æ8³�Æ�µ8¸	¹2µ�Å�Æ�É�µ8Æ�Ê,¾�Æ�É2Êf¿Zµ8¼2µ�À2¹	É	Æ�¾�À2Ï�¹2µ	º'¸	Æ�µbÉ	ËRµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�É�µ8¼2¾�m
½Z³�Æ�µ8½Z³

A
Å�ÀZ¾�¿2Á�¾�ÆÑÃ�·1¼2µ�À2¹2¾�¹	É2¾ÜÁ�Å�ÀZµ8Ã�É	Û

a±(ξ) 6= 0
Ã�µpÃ�Å�¾�ÓkÆ�µ8¸	´'³�ÓdºRÃp´�µ8Æ�µ8½	·6Óáµ�¶�¾Üß�Æ�É

ÌHÁ�¹	´	Î	É	ÉÒ¹2¾�¼	½2¾�½	·1Ã�¹	· Ø jHµ8ß�Æ�µ�Ê4ÁÈ¿	À2Û×ß�Æ�É'Ó×Æ�µ8¸2¾�´öµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê4·Íµ8¼2¾�½Z³�Æ�µ8½	·
A(ξ) Ø NJÀZ¾�¿Zµ8Ã#³�mÆ�¾�À2Ï�¹2µ	ºd½Z³�Ã�¹2µ�Ê,¾�½	¹2µ{µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ{Å�¾�Ê,¾�Ç2Å�Æ�Ã�µ {A(ξ)

ε : ε > 0} Ø QUÆ�Å�Â6¿�³wÃ�·1Æ�¾�´'³8¾�Æ�µ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�Ï2º³!Æ�µ8Ð�¿�³sÉ
Mξ
moµ�¶8½Z³�Æ�É2Ê,µ�Å�Æ�Ï�Å�Ê,¾�às¹2µ8Ð�µs´'À�³8Å�Å�³

{A(ξ)
ε }+ Ik ∈ A/Ik.

QRÅ�Æ8³8¾�Æ�Å�Û�Ã�µ�Å�¼2µ�À2Ï�Ë�µ8Ã#³�Æ�Ï�Å�ÛâÀZ¾�Ê,ÊJ³8Ê4É Ý�� :{ÉÜ½Z³8Å�Å�ÊJ³�Æ�½	É	Ã#³8¾�Ê4·nÊÔÀZµ8´'³�À2Ï�¹	·nÊá¼	½	É	¹	Î	É	¼2µ�Ê ØKu¾�µ8½2¾�ÊJ³ Ý ¿Zµ8´'³�Ë�³�¹Z³ Ø



��� � �	�	�#����� 5�365
j]½	É	Ã�¾�¿Z¾�¹	¹	·n¾s¼2µ�Å�Æ�½2µ�¾�¹	É	Û�Ê,µ8Ð�Á�Æ{¶8·1Æ�Ï�¼2¾�½2¾�¹2¾�Å�¾�¹	·æ¹Z³¢Å�À2Á�¸Z³�ÇÜ¼	½2µ�Å�Æ�½Z³�¹2Å�Æ�Ã

Lp(Γ) Ù 1 <
p <∞ Ú ÃH¼	½2¾�¿2¼2µ�ÀZµ�à!¾�¹	É	É�º�¸	Æ�µ Γ Þ ´�µ8¹	Æ�Á�½=ÃH´�µ�Ê4¼'ÀZ¾�´�Å�¹2µ8Çw¼'ÀZµ�Å�´�µ�Å�Æ�É�º�Å�µ�Å�Æ�µ�Û'Ä!É	Ç=É	Ë1´�µ8¹2¾�¸'m¹2µ8Ð�µ�¸	É2Å�À�³�¼	½2µ�Å�Æ�·6ÓpË�³8Ê4´	¹	Á�Æ�·6Óf¼2µ8¼Z³�½	¹2µÜ¹2¾�¼2¾�½2¾�Å�¾�´'³�ÂRÄ!É'Ó#Å�ÛÈ´	½	É	Ã�·6Ódº,Á�¿Zµ8Ã8ÀZ¾�Æ�Ã�µ8½#Û'ÂRÄ!É'Ó
Á�Å�ÀZµ8Ã�É	ÂúYHÛ'¼	Á�¹2µ8Ã#³ Ø N�µ�µ8Æ�Ã�¾�Æ�Å�Æ�Ã�Á�ÂRÄ!É2¾[¼2µ�Å�Æ�½2µ�¾�¹	É	Û{¿	À2Û�¸Z³8Å�Æ�¹2µ8Ð�µ¢Å�À2Á�¸Z³�Û{¼	½	É	Ã�¾�¿Z¾�¹	·ÖÃ�ã õ ä ºÉ�Ê4·á¹2¾[¶8Á�¿Z¾�ÊÈ¹Z³¤ß�Æ�µ�Ê×µ�Å�Æ8³�¹Z³�Ã8À2É	Ã#³�Æ�Ï�Å�Û Ø

��z�� ���
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