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³�´�½�Ë#É�Â�²}¸�´�³�¶�õ�µ}Ç2¸�°	½	´�È	ö!Å�º7²�°	½	Ç	Àìµ�»�Ä�²}³�´�½£Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�½ÚÆRÉ�°	Á	Ç	½	½£[�º	½	°7²'Ñ,ZTº2µ�¼,¸i´�µ}Å�µ	Ë
÷�´�µ}´Óº2¸�¿�É�Ä2È�´}²�´ÚÊ2µ}¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´ÓÂ7µ}Á'²�¿�²�´�ÈÚ°2¸�¿�²�¾�½2³�½2¼,µ�³�´�È�¿�°7²�Á�µ}¾�À5×�Ë�²q³zÄ7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë�µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶�Ö
Ç	½2µ}°	°	À5×�Ë7³�¾�µ}¹2³�´�¾ØÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Ú[�º	½	°7²=µ}´=³�Ê2µ�³�µ�»�²Í¿�²�Á	º2¸�Ê'Ä7¸�°	½	¶ÚÁ�µ}°	Ç2µ}¾£³�´�¸�º#ÐÍ°2¸�¾�µ}¹�³�½2³�´�¸�¼ ÀPÑ

@7C����	����s����7u	��s��#s��]s����

LJ»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼ Ã2¸�º2¸�¿
Γ
½	°	´�¸�º	¾#²�Ä

(a1, a2) ∈ R
³±ÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°2µ}¹Y¾�°	É�´�º2¸�°	°2¸�¹Y´�µ}Ã	Á�µ}¹

ξ ∈ (a1, a2)
Ñ�fR¸�º2¸�¿

C[Γ]
µ�»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼ÔÊ	º2µ�³�´�º7²�°2³�´�¾�µØÁ	É�³�µ}Ã	°2µ�Öæ°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°	À5×nÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹�Ë�Â7µ}Ê	É�³zÖ

Á'²�ÌJ·!½'×�º7²�¿�º	À1¾P´�µ�Ä2È�Á�µPÊ2¸�º	¾�µ}Å�µRº2µ�Â�²T½Í´�µ�Ä2È�Á�µR¾R´�µ}Ã	Á�¸
ξ
ÑjW�µ}Å�Â�²TÂ	Ä2¶ÍÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

u(x) ∈ C[Γ]
Ë

Ê2µ�Â
u(ξ ± 0)

»}É�Â7¸�¼ÛÊ2µ}°	½2¼]²�´�Èa³�µ�µ}´�¾�¸�´�³�´�¾�É�ÌJ·!½2¸ÚÊ	º2¸zÂ7¸zÄ2ÀPÑçfR¸�º2¸�¿
Ck[Γ]

µ�»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼?Ê	º2µ�Ö
³�´�º7²�°2³�´�¾�µÍÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹Ø½	¿

C[Γ]
Ë#½2¼,¸�ÌJ·!½'×

k
Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°	À5×�Ë	´}²�Á	Ð!¸TÊ	º	½	°7²�Â	Ä7¸�Ð�²�·!½'×

C[Γ]
Ñ�ePÄ2¶

½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7µ}¾
(a1, ξ)

½
(ξ, a2)

¾�¾�¸zÂ7¸�¼ñµ}´�Â7¸zÄ2È�°	Àd¸!µ�»�µ}¿�°7²�Ã2¸�°	½	¶ÚÜ
γ1
½
γ2
Ë	³�µ�µ}´�¾�¸�´�³�´�¾�¸�°	°2µ	Ñ

kTÉ�³�´�È
u ∈ C[a, b]

½�½2¼,¸�¸�´£Á�µ}°2¸�Ã	°2µ�¸�Ã	½2³zÄ7µØ°	É�Ä7¸�¹�°7²
[a, b]

ÑJfR¸�º2¸�¿
σu(x ± 0)

µ�»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼
¿�°7²�Á

u(x)
³�Ê	º7²�¾#²Þù ³zÄ7¸�¾#²��Tµ}´Ó´�µ}Ã	Á	½

x
ÑÍNR³�Ê2µ�Ä2È�¿�µ}¾#²�°	½2¸

σu(x ± 0)
Ê2µ}¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´Ú°7²}¼±¾Ú³zÄ2É�Ã7²�Ö

¶�×�Ë�Á�µ}Å�Â�²
u(x ± 0) = 0

Ë�Ê	º	½	Ê	½2³�À1¾#²�´�Èn÷�´�µ�¼ Én°	É�Ä2ÌÝ¾�Ê2µ�Ä2°2¸£µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°	°	À1¹a¿�°7²�Á�Ñqc]³zÄ2½aÐ!¸
u(x) 6= 0

Ë'´�µ	Ë2µ}Ã2¸�¾�½'Â2°2µ	Ë
σu(x+ 0) = σu(x− 0) = sign u(x)

Ñ
\ ²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼ñÂ2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°2µ�¸PÉ�º7²�¾�°2¸�°	½2¸

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ γ1 ∪ γ2, (1)

³ÚÁ�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´}²}¼ ½
p ∈ C2[Γ]

Ë
infx∈Γ p(x) > 0

Ë
q ∈ C1[Γ]

Ë
q(x) > 0

°7²
Γ
½
f ∈ C[Γ]

Ë
³�°7²}»�Ð!¸�°	°2µ�¸U¾=´�µ}Ã	Á'²�×

a1
½
a2
Á	º7²}¸�¾�Àd¼ ½�É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½

u(a1) + α(a1)D
3u(a1) = 0, ϑ(a1)u

′(a1)− β(a1)u
′′(a1) = 0, (21)
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��������}� �#ó

u(a2)− α(a2)D
3u(a2) = 0, ϑ(a2)u

′(a2) + β(a2)u
′′(a2) = 0, (22)

²!¾=´�µ}Ã	Á�¸
ξ
ÜÝÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½�³�µ}Å�Ä�²}³�µ}¾#²�°	½	¶

u(ξ − 0) = u(ξ + 0), u′(ξ − 0) = u′(ξ + 0), (pu′′)(ξ − 0) = (pu′′)(ξ + 0), (3)

D3u(ξ − 0)−D3u(ξ + 0)− δu(ξ) = f̃(ξ), (4)
Å�Â7¸RÃ2¸�º2¸�¿

D3u
µ�»�µ}¿�°7²�Ã2¸�°7²Í´�º2¸�´�È�¶ÓÁ	¾#²�¿�½	Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°7²�¶

(p(x)u′′)′ − q(x)u′
Ë2²

δ, f̃ (ξ) ∈ R
Ñ

MìÂ�²�°	°2µ}¹�º7²}»�µ}´�¸U°7²}¼ñÊ	º2¸zÂ7³�´}²�¾}Ä2¶	¸�´�³�¶�»�µ�Ä7¸�¸UÉ�Â7µ�»}°	Àd¼ç³�¼,µ}´�º2¸�´�È£°7²=³�½2³�´�¸�¼ É�³�µ�µ}´�°2µ}ä�¸zÖ
°	½	¹aù�à �5½Òùéí��zËjù � ��Á'²�Á�°7²�º2¸�²�Ä2½	¿�²�Ç	½	ÌÛÂ2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°2µ}Å�µ=É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Ú°7²�Å�¸�µ�¼,¸�´�º	½	Ã2¸�³�Á�µ�¼
Å�º7²}ÆP¸Íßáàzã�Ë	´�Ñ2¸�Ñ Á'²�ÁÚ°7²Í¸zÂ2½	°	À1¹�µ�»
	�¸�Á	´

Lu = F (x), x ∈ Γ, (5)

Ä7¸�¾#²�¶aÃ7²}³�´�È
Lu

Á�µ}´�µ}º2µ}Å�µ�Ü ÷�´�µÚÄ7¸�¾#²�¶aÃ7²}³�´�ÈnÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶±ù�à �R¾�¼,¸�³�´�¸q³£º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²}¼ ½ ùéí��R½
Ä7¸�¾�µ}¹ÚÃ7²}³�´�È�ÌgÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶Òù � �zË7²!Ê	º7²�¾#²�¶ÓÃ7²}³�´�È=Ü

F (x) =

{
f(x),

¸�³zÄ2½
x ∈ Γ\ξ;

f̃(x),
¸�³zÄ2½

x = ξ.

\j¸�ä�¸�°	½2¸�¼ Â2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°2µ}Å�µòÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶ ù ���ç»}É�Â7¸�¼ °7²�¿�À1¾#²�´�ÈY¾�³�¶'Á	É�Ì ÆRÉ�°	Á	Ç	½	Ì
u(x) ∈ C4[Γ]

Ë�É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·!É�Ìg°7²
Γ\ξ µ�»}À1Á	°2µ}¾�¸�°	°2µ�¼ É£Â2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°2µ�¼ É£É�º7²�¾�°2¸�°	½	Ìù�à �zË	²U¾!´�µ}Ã	Á�¸

ξ
Ü?É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ùéí��zË�ù � �zÑ,W�µ}Å�Â�²!Á	º7²}¸�¾#²�¶q¿�²�Â�²�Ã7²Óù ���zË�ùéâ��,Ü?÷�´�µ�³�½2³�´�¸�¼]²qù�à �zË�ùéí��zË

ù � ��¾�¼,¸�³�´�¸P³TÅ�º7²�°	½	Ã	°	Àd¼ ½�É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½Îùéâ��zÑ
kTº	½Î½2³�³zÄ7¸zÂ7µ}¾#²�°	½	½ÕÁ	º7²}¸�¾�µ}¹Õ¿�²�Â�²�Ã	½ ù ���zËiùéâ��U¼ ÀÝ»}É�Â7¸�¼åÊ	º2¸zÂ2Ê2µ�Ä�²�Å�²�´�È2Ë�Ã	´�µ�¾�À1Ê2µ�Ä2°2¸�°	À

³zÄ7¸zÂ2É�ÌJ·!½2¸TÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶�ø
ùé²��

p ∈ C2[Γ]
Ë
inf
x∈Γ

p(x) > 0
Ë
q ∈ C1[Γ]

Ë
q > 0

°7²
Γ
Ë
f ∈ C[Γ] �

ù »��
ϑ(·), β(·) > 0

Ë
ϑ(·) + β(·) 6= 0 �ù ¾ �

δ > 0
Ñ

_�²�Â�²�Ã7²Ôù ���zËRùéâ���µ}Ê	½2³�À1¾#²}¸�´Î¼]²�Ä2Àd¸qÂ7¸�ÆPµ}º2¼]²�Ç	½	½ç³�½2³�´�¸�¼ ÀPË1³�µ�³�´�µ�¶'·�¸�¹Ô½	¿ÓÂ2¾�É#×ÎÐ!¸�³�´�Á�µ
³�µ�¸zÂ2½	°2¸�°	°	À5×Ú³�´�¸�º#ÐÍ°2¸�¹�³JÉ�Ê	º	É�Å�µ}¹Óµ}Ê2µ}º2µ}¹Ó¾�´�µ}Ã	Á�¸R³�´�À1Á�µ}¾�Á	½Òßáà�ï�ã�Ñ]ZRµ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�ÀìÉ�º7²�¾�°2¸zÖ
°	½	¶Õù�à �d¿�²�Â�²�ÌJ´Óº2¸�²�Á	Ç	½	ÌQ³�½2³�´�¸�¼ ÀÛ°7²£½	¿�Å�½2»£½nº7²}³�´�¶'Ð!¸�°	½2¸�Ë�Á�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´

δ
¾qÉ�³zÄ7µ}¾�½	½Ôù ���

¿�²�Â�²}¸�´£Á�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´£Ð!¸�³�´�Á�µ�³�´�½Þµ}Ê2µ}º	ÀPË�²ÍÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶Îùéâ��1µ�×'¾#²�´�À1¾#²�ÌJ´q¾�³�¸U½	¿�¾�¸�³�´�°	Àd¸�³zÄ2É�Ã7²�½
¿�²�Á	º2¸�Ê'Ä7¸�°	½	¶ÚÁ�µ}°	Ç2µ}¾£³�´�¸�º#ÐÍ°2¸�¹�Ñ

ZP²�ÁÍÉ�Ð!¸dµ}´�¼,¸�Ã7²�Ä7µ�³�ÈP¾�À1ä�¸�Ë�°7²}³1½	°	´�¸�º2¸�³�É�ÌJ´RÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶=µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µ}°	°2µ�³�´�½qÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Í[�º	½'Ö
°7²RÁ	º7²}¸�¾�µ}¹£¿�²�Â�²�Ã	½�ù ���zËAùéâ��zÑ,^çÊ2µ�³�Á�µ�Ä2È�Á	ÉØ°2¸�µ�»�×#µ�Â2½2¼ Àd¼a½=Â7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°	Àd¼ÎÉ�³zÄ7µ}¾�½2¸�¼aµ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶�Ö
Ç	½2µ}°	°2µ�³�´�½ÎÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Ò[�º	½	°7²Úº7²}³�³�¼]²�´�º	½	¾#²}¸�¼,µ}¹Î¿�²�Â�²�Ã	½a¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶Ò¸�¸=Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�Èñßáà
�}ã�Ë
´�µ�°7²}¼ÎÂ7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µØ½	¿�É�Ã	½	´�È=¾�µ}Ê	º2µ�³Pµ=¸�¸TÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�½�Ñ

FAC��
�jt �]u7s������'t�r��	���Ít ��u7t �]t������ �Ôu	������� ����s��'t�r��	���Ít��jt���p�r�� ��s����
XUÉ�°	Á	Ç	½2¸�¹�[�º	½	°7²=°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°	°2µ}¹ÞÁ	º7²}¸�¾�µ}¹n¿�²�Â�²�Ã	½ñù ���zË,ùéâ��1°7²�¿�µ}¾�¸�¼ìÆRÉ�°	Á	Ç	½	Ì

G(x, s) :
Γ× Γ → R

´}²�Á	É�Ì�Ë	Ã	´�µ�º2¸�ä�¸�°	½2¸P¿�²�Â�²�Ã	½�¼,µ�Ð!¸�´q»}À1´�È=Ê	º2¸zÂ7³�´}²�¾}Ä7¸�°2µØ¾Í¾�½'Â7¸

u(x) =

∫

Γ

G(x, s)F (s) ds + F (ξ)G(x, ξ).

Mgº7²}»�µ}´�¸�ßáà�í�ã�»}À5Ä7µÚÉ�³�´}²�°2µ}¾}Ä7¸�°2µ	Ë Ã	´�µÓÁ	º7²}¸�¾#²�¶Þ¿�²�Â�²�Ã7²aù ���zË5ùéâ��Tµ�Â2°2µ}¿�°7²�Ã	°2µ�º7²�¿�º2¸�ä!½2¼]²
½Ô¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶ì³�²}¼,µ�³�µ}Ê	º#¶'Ð!¸�°	°2µ}¹�ÑÛkRµ}÷�´�µ�¼ ÉÔÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶ñ[�º	½	°7²Ò¿�²�Â�²�Ã	½±³�É�·�¸�³�´�¾�É�¸�´a½çµ�»�Ä�²�Â�²�Ö
¸�´�³�¾�µ}¹2³�´�¾�µ�¼å³�½2¼,¼,¸�´�º	½	Ã	°2µ�³�´�½

G(x, s) = G(s, x)
ÑÓZTº2µ�¼,¸Ø´�µ}Å�µ	Ë ³�µ}Å�Ä�²}³�°2µ�º2¸�¿�É�Ä2È�´}²�´}²}¼òßáàzã�Ë

ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Ó[�º	½	°7²�Á	º7²}¸�¾�µ}¹�¿�²�Â�²�Ã	½Îù ���zË�ùéâ��5µ�»�Ä�²�Â�²}¸�´£³zÄ7¸zÂ2É�ÌJ·!½2¼ ½�³�¾�µ}¹2³�´�¾#²}¼ ½�ø



� � <i �������
�� 4��d4

à ��ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
G(x, s)

¾�¼,¸�³�´�¸�³�µi³�¾�µ}½2¼ ½!Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°	Àd¼ ½ÍÊ2µ
x
Â7µdÃ2¸�´�¾�¸�º	´�µ}Å�µJÊ2µ}º#¶�Â2Á'²d°2¸�Ê	º2¸zÖ

º	À1¾�°7²ÍÊ2µÍ³�µ}¾�µ}Á	É�Ê	°2µ�³�´�½�Ê2¸�º2¸�¼,¸�°	°	À5×Ú¾�Ê'Ä7µ}´�ÈÍÂ7µÍÅ�º7²�°	½	Ç	À °7²!Á'²�Ð�Â7µ�¼Ô½	¿RÊ	º#¶	¼,µ}É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á�µ}¾
γi× γk (i 6= k)

½Ø°7²PÁ'²�Ð�Â7µ�¼a½	¿J´�º2¸�É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á�µ}¾2Ë	°7²PÁ�µ}´�µ}º	Àd¸iÂ2½7²�Å�µ}°7²�Ä2È�Ì
x = s

º7²�¿�»}½	¾#²}¸�´�³�¶
Á	¾#²�Â2º7²�´

γi × γi
ù
i, k = 1, 2

�
�â��iÊ	º	½�Á'²�Ð�Â7µ�¼ ÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°2µ�¼

s ∈ Γ
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

G(x, s)
Ê2µ

x
É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶	¸�´�µ�Â2°2µ}º2µ�Â	Ö

°2µ�¼ ÉqÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	ÌYù ����°7²
x ∈ Γ\s �í���Ê	º	½qÁ'²�Ð�Â7µ�¼ñÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°2µ�¼

s ∈ Γ
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

G(x, s)
Ê2µ

x
É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶	¸�´=¾�³�¸�¼ÎÁ	º7²}¸zÖ

¾�Àd¼ÕÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼åùéâ��
�� �AÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

G(x, s)
°7²�Â2½7²�Å�µ}°7²�Ä2½

x = s
É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶	¸�´JÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼Ú°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µ�³�´�½!¾�¼,¸�³�´�¸

³�µÞ³�¾�µ}½2¼ ½ñÊ	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°	Àd¼ ½ ∂G(x,s)
∂x

Ë ∂2G(x,s)
∂x2

½ÕÉ�³zÄ7µ}¾�½	Ìô³�Á'²�Ã	Á'²Þ´�º2¸�´�È�¸�¹ÔÁ	¾#²�¿�½	Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°2µ}¹
Ê2µ

x

D3G(s+ 0, s)−D3G(s− 0, s) = 1;

���5ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
G(x, s)

É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½aà �éî�� �5µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2¶	¸�´�³�¶�µ�Â2°2µ}¿�°7²�Ã	°2µ	Ñ
NT¿!³�¾�µ}¹2³�´�¾nà ��½�â��1³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë7Ã	´�µØÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

G(x, s)
°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°7²=°7²�¿�²}¼ Á	°	É�´�µ�¼ÔÁ	¾#²�Â2º7²�´�¸

Γ× Γ
Ñ

_�²�Â�²�°	°7²�¶�°7²
Γ
Á	º7²}¸�¾#²�¶!¿�²�Â�²�Ã7²Íù ���zË2ùéâ���¼,µ�Ð!¸�´P»}À1´�ÈTº2¸zÂ2É�Ç	½	º2µ}¾#²�°7²JÁ!¿�²�Â�²�Ã2¸�°7²

γ1
³�µJ³�Ê2¸zÖ

Ç	½7²�Ä2È�°	Àd¼ ½�Á	º7²}¸�¾�Àd¼ ½�É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½�Ë�¸�³zÄ2½�Ê	º7²�¾#²�¶ÚÃ7²}³�´�ÈÍÂ2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°2µ}Å�µØÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶aù ���
º7²�¾�°7²Þ°	É�Ä2ÌÏ°7²

γ2
Ñ±Wj²�Á'²�¶Ôº2¸zÂ2É�Á	Ç	½	¶Ôµ}Ã2¸�°	ÈaÉ�Â7µ�»}°7²�Ê	º	½ì²�°7²�Ä2½	¿�¸�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Ô[�º	½	°7²'Ë1Á�µ}´�µ�Ö

º	É�Ìg¼,µ�ÐÍ°2µ=³�Ã	½	´}²�´�ÈØº2¸�ä�¸�°	½2¸�¼ÕÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶�Ë2Ê	º7²�¾#²�¶ÓÃ7²}³�´�ÈÍÁ�µ}´�µ}º2µ}Å�µØ³�µ�³�º2¸zÂ7µ}´�µ}Ã2¸�°7²=¾=µ�Â2°2µ}¹
´�µ}Ã	Á�¸�Ñ

ePÄ2¶ØÊ	º2µ}½	¿�¾�µ�Ä2È�°2µ}¹ÓÆRÉ�°	Á	Ç	½	½
u(x) ∈ Ck[Γ]

µ�»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼aÃ2¸�º2¸�¿
ui(x)

¸�¸i³�É�Ð!¸�°	½2¸J°7²R½	°	´�¸�º'Ö
¾#²�Ä

γi
½ÞÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½2¼

u
(j)
1 (ξ) = u(j)(ξ − 0)

Ë
u
(j)
2 (ξ) = u(j)(ξ + 0)

Ë
j = 0, 1, . . . , k

Ñ=W�µ}Å�Â�²'Ë ¸�³zÄ2½
f(x) ≡ 0

Ê	º	½Ú¾�³�¸z×
x ∈ γ2

Ë'´�µÍ½2³�×#µ�Â2°7²�¶Ú¿�²�Â�²�Ã7²�ù ���zË�ùéâ���÷�Á	¾�½	¾#²�Ä7¸�°	´�°7²=°7²}»�µ}º	Éq½	¿�ø
à ��°2¸�µ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µ£É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Ó°7²

γ1 = (a1, ξ) �â��5µ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µØÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Ó°7²
γ2 = (ξ, a2) �í���É�³zÄ7µ}¾�½	¹

u2(ξ) = u1(ξ)
Ë
u′2(ξ) = u′1(ξ)

Ë
p2(ξ)u

′′
2(ξ) = p1(ξ)u

′′
1(ξ) �� ��É�³zÄ7µ}¾�½	¶!³�µ}Å�Ä�²}³�µ}¾#²�°	½	¶�´�º2¸�´�È�½'×PÁ	¾#²�¿�½	Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°	À5×

D3u2(ξ) = D3u1(ξ)−δu1(ξ)−f̃(ξ)
Ñ

ZP²�Á�É�Ð!¸5»}À5Ä7µRµ}´�¼,¸�Ã2¸�°2µ	Ë�Á	º7²}¸�¾#²�¶!¿�²�Â�²�Ã7²Íù ���zË7ùéâ���¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶!°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°	°2µ}¹�Ñ���´�µ}´RÆU²�Á	´
Ê2µ}¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´ØÊ2µ�Ä2É�Ã	½	´�ÈÍÂ	Ä2¶Ú³�É�Ð!¸�°	½	¶

u2(x)
³zÄ7¸zÂ2É�ÌJ·�¸�¸RÊ	º2¸zÂ7³�´}²�¾}Ä7¸�°	½2¸�ø

u2(x) = u1(ξ)z20(x) + u′1(ξ)z21(x), (6)

Å�Â7¸
z20(x)

ÜÏº2¸�ä�¸�°	½2¸Íµ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µÚÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Ôù�à �d°7²
γ2 = (ξ, a2)

Ë�É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·�¸�¸ÍÅ�º7²�Ö
°	½	Ã	°	Àd¼ìÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼

z20(ξ) = 1
Ë
z′20(ξ) = 0

½nÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼Ûù
22
�1¾£´�µ}Ã	Á�¸

a2
Ë�²

z21(x)
Üèº2¸�ä�¸�°	½2¸

µ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µñÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶hù�à �Ø°7²
γ2
ËdÉ�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·�¸�¸�Å�º7²�°	½	Ã	°	Àd¼òÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼

z21(ξ) = 0
Ë

z′21(ξ) = 1
½ÓÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼åù

22
��¾Í´�µ}Ã	Á�¸

a2
Ñ

kRµ�Â7³�´}²�¾}Ä2¶'¶ Ê2µ�Ä2É�Ã2¸�°	°2µ�¸n¾�À1º7²�Ð!¸�°	½2¸Ôù ���Ø¾ÎÉ�³zÄ7µ}¾�½2¸n½	¿ñùéí��ÍÂ	Ä2¶ì¾�´�µ}º	À5×çÊ	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°	À5×
¾=´�µ}Ã	Á�¸

ξ
Ë'Ê2µ�Ä2É�Ã	½2¼

p1(ξ)u
′′
1(ξ) + β1u

′
1(ξ) + β0u1(ξ) = 0, (7)

Å�Â7¸
β1 = −p2(ξ)z′′21(ξ)

Ë
β0 = −p2(ξ)z′′20(ξ)

ù °7²�Ê2µ�¼ °	½2¼1ËiÃ	´�µaÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
p(x)

¼,µ�Ð!¸�´Õ½2¼,¸�´�È
º7²�¿�º	À1¾Ø¾Í´�µ}Ã	Á�¸

ξ
�zÑ

\ ²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼ ´�¸�Ê2¸�º	ÈqÉ�³zÄ7µ}¾�½2¸Í³�µ}Å�Ä�²}³�µ}¾#²�°	½	¶�´�º2¸�´�È�½'×nÁ	¾#²�¿�½	Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Â2°	À5×�¾q´�µ}Ã	Á�¸
ξ
ÑRNR³zÖ

Ê2µ�Ä2È�¿�É�¶aù � ��½aù ���zË'Ê2µ�Ä2É�Ã	½2¼

D3u1(ξ) + %1u
′
1(ξ) + %0u1(ξ) = f̃(ξ), (8)

Å�Â7¸
%1 = −D3z21(ξ)

½
%0 = −D3z20(ξ)− δ

Ñ



:A��� - 
���� - ���	�	�	�����	� - $	$ - �������1 	$	���	�	���7"��	$��R"���
�"�/1
�$ - ���#"�����
 - ��
��������}� �'à

H]³zÄ7µ}¾�½	¶ìùæð �zË1ùéï��T¾�¼,¸�³�´�¸£³�ù
21
�T½ÞÂ2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°	Àd¼ É�º7²�¾�°2¸�°	½2¸�¼òù�à �T°7²

γ1 = (a1, ξ)µ�»}º7²�¿�É�ÌJ´=Ê2µ�Ä2°2µ}Ç2¸�°	°	É�Ì�Ë2³�²}¼,µ�³�´�µ�¶'´�¸zÄ2È�°	É�ÌhÁ	º7²}¸�¾�É�Ìå¿�²�Â�²�Ã	ÉÓ°7²
[a1, ξ]

Ñ
��t����jt �JsÎ@7Cj<d"�����
�� �Ú
��������#�

(5)
*
(2)

$��
Γ
�
F (x)

"���
�$ - �Ó$� ���� 
�$A�
γ1 = [a1, ξ] � �	
��	
�����A��$A��$��R��
� 2�ñ
��������#�����

1)
$A��
�/�" - �U����$	$ - �Ò����� - � - 0#"��'�=��$	$ - �n�#"�����
 - ��
����������J$��

[a1, ξ]

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ (a1, ξ),

u(a1) + α(a1)D
3u(a1) = 0, ϑ(a1)u

′(a1)− β(a1)u
′′(a1) = 0,

p(ξ)u′′(ξ) + β1u
′(ξ) + β0u(ξ) = 0, D3u(ξ) + %1u

′(ξ) + %0u(ξ) = f̃(ξ),

(9)

�J� - � � �i���	�A��$A����� � *  �� - 
��A����
 - "����
	!�2� �� 2��� - 
����	� β1 > 0
*
β0 = −%1 > 0

*
%0 < 0

�
β1%0 −

β0%1 < 0 �%
� $A��
�/�" - �U����$	$ - �n
����������J$��
[ξ, a2]

����� - ��$ - " - ��$ -��}-  #"���
�$A��$	���

(p(x)U ′′)′′ − (q(x)U ′)′ = 0, x ∈ (ξ, a2),

�d$A� - ��$ - " - ��$	/d� �n�#"�����
�/d� �Ó 2��� - 
����	� �

U(ξ) = u(ξ), U ′(ξ) = u′(ξ),

U(a2)− α(a2)D
3U(a2) = 0, ϑ(a2)U

′(a2) + β(a2)U
′′(a2) = 0

$�� � "���$	���A�J0#" - �����! A���	�
(a2, ξ)

4
NJÂ7¸�½nÂ7µ}Á'²�¿�²�´�¸zÄ2È�³�´�¾#²Ú´�¸�µ}º2¸�¼ Àh´�¸�Ð!¸�Ë�Ã	´�µq½n¾Óº7²}»�µ}´�¸Úßáà�ó�ã�Ñ�VP²£Ê2µ�Â2º2µ�»}°2µ�³�´�¶�×Þ°2¸Íµ�³�´}²�Ö

°7²�¾}Ä2½	¾#²}¸�¼,³�¶�Ñ
NT¿R´�¸�µ}º2¸�¼ À?àR³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë	Ã	´�µÍ°7²PÂ2½7²�Å�µ}°7²�Ä2È�°2µ�¼ÔÁ	¾#²�Â2º7²�´�¸

γ1 × γ1
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶q[�º	½	°7²

G(x, s)¿�²�Â�²�Ã	½�ù ���zË�ùéâ��,³�µ}¾�Ê7²�Â�²}¸�´�³iÆRÉ�°	Á	Ç	½2¸�¹Ø[�º	½	°7²qõ�Á'Ä�²}³�³�½	Ã2¸�³�Á�µ}¹�ö!Â2¾�É#×'´�µ}Ã2¸�Ã	°2µ}¹£Á	º7²}¸�¾�µ}¹Ø¿�²�Â�²�Ö
Ã	½aùéó��zË'Â	Ä2¶qÁ�µ}´�µ}º2µ}¹�¾�À1Ê2µ�Ä2°2¸�°	ÀåÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶Ó´�¸�µ}º2¸�¼ ÀåZP²�Ä�²}ÆU²�´�½ÓÜò['²�°	´�¼]²�×#¸�º7²ÍÜòZTº2¸�¹	°7²Úß ï'Ë
ó�ã�ÑgI]Ä7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	ËJÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Ô[�º	½	°7²ÞÁ	º7²}¸�¾�µ}¹ì¿�²�Â�²�Ã	½hùéó���¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶ç¿�°7²�Á�µ}º2¸�Å�É�Ä2¶'º	°	Àd¼1ËT²
¿�°7²�Ã	½	´�Ë,µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µ}°	°	Àd¼ ¶�Â2º2µ�¼1ÑqZP²�ÁÒ³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½2¸Ø÷�´�µ}Å�µ�³�¾�µ}¹2³�´�¾#²Ó½Þ´�¸�µ}º2¸�¼ ÀÏàÍÊ2µ�Ä2É�Ã7²}¸�¼1Ë
Ã	´�µ!ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Ø[�º	½	°7²

G(x, s)
¿�²�Â�²�Ã	½Þù ���zË�ùéâ��,³�´�º2µ}Å�µ!Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²!°7²Uµ}´�Á	º	À1´�À5×ØÁ	¾#²�Â2º7²�´}²�×

γ1×γ1
½
γ2×γ2

Ñ,Li´�³�Ì5Â�²'Ë}¾J³�¾�µ}Ìñµ}Ã2¸�º2¸zÂ2È2Ë�³zÄ7¸zÂ2É�¸�´J°2¸�µ}´�º	½	Ç7²�´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�ÈP³�º2¸�¿�Á	½
gξ(·) = G(·, ξ)°7²i¾�³�¸�¼n½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸

Γ
ÑjkRµ}Á'²�Ð!¸�¼1Ë#Ã	´�µT³�º2¸�¿�Á'²

gξ(·) = G(·, ξ) ³�´�º2µ}Å�µTÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²R°7² Γ Ñ�ePÄ2¶÷�´�µ}Å�µÍ¾�µ�³�Ê2µ�Ä2È�¿�É�¸�¼,³�¶�³zÄ7¸zÂ2É�ÌJ·!½2¼ñ³�¾�µ}¹2³�´�¾�µ�¼ÔÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Ú[�º	½	°7²'ø
��t � �Jså@ ßáà�í�ãæC
�i 2�����

G(x, s) � �1 	$	���	�����7"��	$���
��������}�
(5), (2)

4Î+�-�� ���£�����Ò����� -��}-
s ∈ (a1, ξ]

��"���
��	�
gs(·) = G(·, s) �2�������1$�� [ξ, a2) $A��� - �A��� - ��$ -��}- $� ����qù��� ������ - ���#"�����$ - ������� 4kRµ}°	¶'´�°2µ	Ë�Ã	´�µ1¾dÆPµ}º2¼ É�Ä2½	º2µ}¾�Á�¸,Ä7¸�¼,¼ Àçà,¼ ÀÒ¼,µ�Ð!¸�¼�Ê2µ�¼,¸�°	¶'´�ÈJ¼,¸�³�´}²}¼ ½UÅ�º7²�°	½	Ã	°	Àd¸]´�µ}Ã	Á	½

a1
½
a2
ÑqkRµ}÷�´�µ�¼ É�½	¿=Ä7¸�¼,¼ À à�Ëj°2¸�µ}´�º	½	Ç7²�´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�½ñ³�º2¸�¿�Á	½

gξ(x)
½a¸�¸=Å�Ä�²�Â2Á�µ�³�´�½Î°7²q¾�³�¸�¼

½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸
Γ
ù ³�¾�µ}¹2³�´�¾#²Øâ!½��ØÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Ú[�º	½	°7²���Ê2µ�Ä2É�Ã7²}¸�¼1Ë2Ã	´�µ

gξ(x) > 0
°7²

Γ
Ñ

IÎÉ�Ã2¸�´�µ�¼ÒÊ	º2¸zÂ2À5Â2É�·!½'×Øº7²}³�³�É�Ð�Â7¸�°	½	¹q½q³�½2¼,¼,¸�´�º	½	Ã	°2µ�³�´�½ÚÆRÉ�°	Á	Ç	½	½£[�º	½	°7²UÊ2µ�Ä2É�Ã7²}¸�¼Ò´}²�Ö
Á�µ�¸RÉ�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½2¸�ø

��t � �Js FAC��1 	$	���	��� �7"��	$��
G(x, s)


��������}�
(5)
*
(2)

���z" -��}- 0 - � - �Í�A��������$���$��q0 - �� 2
����
� �	$� A��/��Ó�	
����	"��������

(a1, ξ]× (a1, ξ]
�
[ξ, a2)× [ξ, a2)

4
Li´�¼,¸�´�½2¼1Ë�Ã	´�µq¾qº7²}»�µ}´�¸Óßáà�í�ã]÷�´�µ}´ÓÐ!¸�º2¸�¿�É�Ä2È�´}²�´�»}À5ÄÞÊ2µ�Ä2É�Ã2¸�°�½	¿=³�µ}¾�¸�º	ä�¸�°	°2µq½	°	À5×�³�µ�Ö

µ�»}º7²�Ð!¸�°	½	¹�Ñ
�����
 "!#�%$%&% ('�) NT¿ÍÄ7¸�¼,¼ À à=³zÄ7¸zÂ2É�¸�´Ú½2¼ Ê'Ä2½	Á'²�Ç	½	¶�ø�¸�³zÄ2½ÒÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Þ[�º	½	°7²q¿�²�Â�²�Ã	½±ù ���zË

ùéâ��,º7²�¾�°7²P°	É�Ä2Ì±¾U°2¸�Á�µ}´�µ}º2µ}¹q´�µ}Ã	Á�¸JÊ	º#¶	¼,µ}É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á'²
γ1×γ2

Ë#´�µU¾U÷�´�µ�¼ÒÐ!¸iÊ	º#¶	¼,µ}É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á�¸
°7²�¹'Â7¸�´�³�¶Ú´�µ}Ã	Á'²Í¾ÍÁ�µ}´�µ}º2µ}¹�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Ó[�º	½	°7²Í³�´�º2µ}Å�µØ¼,¸�°	È�ä�¸R°	É�Ä2¶�Ñ



��â <i �������
�� 4��d4

�����
 "!#�%$%&% �� ) KP¸�¼,¼]²qàR³�Ê	º7²�¾�¸zÂ	Ä2½	¾#²�Â	Ä2¶ØÄ2ÌT»�µ}Å�µÍ°2¸�´�º	½	¾�½7²�Ä2È�°2µ}Å�µ=º2¸�ä�¸�°	½	¶Óµ�Â2°2µ}º2µ�Â	Ö
°2µ}Å�µÍÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Òù ����°7²

Γ
Ë'É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·�¸�Å�µ=Á	º7²}¸�¾�Àd¼ñÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ù

22
�zÑ

�����
 "!#�%$%&% �� ) Mèßáà�í�ã5Ê2µ}Á'²�¿�²�°2µ	Ë,Ã	´�µ�¸�³zÄ2½
u(x)

Ü °2¸�´�º	½	¾�½7²�Ä2È�°2µ�¸qº2¸�ä�¸�°	½2¸£µ�Â2°2µ}º2µ�Â	Ö
°2µ}Å�µ�É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶±ù ���R°7²

Γ
ËjÉ�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·�¸�¸qÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼Ýù

22
�zËj´�µ�½	¿£º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²

u(x0) = 0
¾

°2¸�Á�µ}´�µ}º2µ}¹�´�µ}Ã	Á�¸
x0 ∈ [a1, a2)

³zÄ7¸zÂ2É�¸�´=°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ
u′(x0 + 0)u′′(x0 + 0) < 0

Ñ

� C����	r���� ���'t�r��	���	�������Óp ���
	������ �����js ���js	t#u	��
 �#s��]s����
(5) � (2)

W�¸�µ}º2¸�¼]²ÕàqÊ2µ}¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´�É�³�´}²�°2µ}¾�½	´�ÈaÆPµ}º2¼ É�Ä2ÀPË,Ê2µnÁ�µ}´�µ}º	Àd¼h¼,µ�ÐÍ°2µÞ³�É�Â2½	´�ÈÞµ�Ê2µ}¾�¸zÂ7¸�°	½	½
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½�[�º	½	°7²

G(x, s)
¿�²�Â�²�Ã	½Îù ���zË�ùéâ���¾Í´�¸z×Ú³zÄ2É�Ã7²�¶�×qÁ�µ}Å�Â�²=Ê2¸�º2¸�¼,¸�°	°7²�¶

s ∈ Γ
Ê	º	½	°	½2¼]²}¸�´

¿�°7²�Ã2¸�°	½	¶Î»�Ä2½	¿�Á	½2¸£ÁÒÅ�º7²�°	½	Ã	°	Àd¼å´�µ}Ã	Á'²}¼1ÑÓePÄ2¶Ò÷�´�µ}Å�µ�µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2½2¼åÊ7²�º	ÉÞÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹
wa1(x)

½
ya1(x)

Ë#Á�µ}´�µ}º	Àd¸i¶'¾}Ä2¶'ÌJ´�³�¶=º2¸�ä�¸�°	½	¶	¼ ½qµ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µ!É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶�ù ��� °7²
Γ
Ë�É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·!½'Ö

¼ ½Ú¾Í´�µ}Ã	Á�¸
a2
Á	º7²}¸�¾�Àd¼ñÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼åù

22
�zË2²!¾=´�µ}Ã	Á�¸

a1
ÜÝÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼

wa1(a1) + α(a1)D
3w(a1) = 1, ϑ(a1)w

′
a1(a1)− β(a1)w

′′
a1(a1) = 0, (101)

ya1(a1) + α(a1)D
3y(a1) = 0, ϑ(a1)y

′
a1(a1)− β(a1)y

′′
a1(a1) = 1. (102)

��¸�°	¶'¶Ø¾Íµ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°	½	½ÚÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹
wa1(x)

½
ya1(x)

º2µ�Ä2¶	¼ ½qÁ�µ}°	Ç2¸�¾�Àd¸T´�µ}Ã	Á	½
a1
½
a2
Ë�Ê2µ�Ä2É�Ã	½2¼

¸�·�¸5µ�Â2°	ÉUÊ7²�º	ÉUÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹
wa2(x)

½
ya2(x)

Ñ kRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	É!Á	º7²}¸�¾#²�¶�¿�²�Â�²�Ã7²Íù ���zË2ùéâ���°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°7²'Ë
´�µ=ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

wai(x)
½
yai(x)

µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°	Àåµ�Â2°2µ}¿�°7²�Ã	°2µ	Ñ
LJ»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼nÃ2¸�º2¸�¿

lj(·)
Ë
j = 1, 2, 3, 4

Ë�ÆRÉ�°	Á	Ç	½2µ}°7²�Ä2ÀPË�µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2¶'ÌJ·!½2¸�Á	º7²}¸�¾�Àd¸�É�³zÄ7µ}¾�½	¶Óùéó��
ù ¾P´�µ�¼nÐ!¸1Ê2µ}º#¶�Â2Á�¸�Ë�¾RÁ�µ}´�µ}º2µ�¼Òµ}°	½=½'Â2É�´R¾£ùéó�� �zË�²JÃ2¸�º2¸�¿

φj(x)
ÜÛÆRÉ�°'Â�²}¼,¸�°	´}²�Ä2È�°	É�Ì ³�½2³�´�¸�¼ É

º2¸�ä�¸�°	½	¹ÓÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Þùéó��]´}²�Á	É�Ì�Ë'Ã	´�µ
lj(φk) = δkj

Ë�Å�Â7¸
δkj

ÜÝ³�½2¼ ¾�µ�Ä�ZTº2µ}°2¸�Á�¸�º7²'Ñ�NT¿R³�¾�µ}¹2³�´�¾
à �éî�� �£ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½±[�º	½	°7²Î³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�ËJÃ	´�µÎÊ	º	½çÄ2ÌT»�µ�¼òÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°2µ�¼

s ∈ γ1
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

gs =
G(·, s) ¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶±º2¸�ä�¸�°	½2¸�¼èµ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µÔÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶?ù�à �£°7²

Γ\(a1, s)
ËTÉ�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·!½2¼

É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼gù
22
�zÑ1kRµ}÷�´�µ�¼ ÉÚ³�É�·�¸�³�´�¾�É�ÌJ´ØÊ2µ�³�´�µ�¶'°	°	Àd¸

ψ
½
χ
Ë2¿�²�¾�½2³�¶'·!½2¸!µ}´

s ∈ γ1
Ë2´}²�Á	½2¸�Ë7Ã	´�µ

Ê	º	½
x ∈ Γ\(a1, s)

Â	Ä2¶£ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½q[�º	½	°7²!Á	º7²}¸�¾�µ}¹Ó¿�²�Â�²�Ã	½Þù ���zË�ùéâ��,½2¼,¸�¸�´Í¼,¸�³�´�µ�Ê	º2¸zÂ7³�´}²�¾}Ä7¸�°	½2¸

G(x, s) = wa1(x)ψ(s) + ya1(x)χ(s), (11)

Å�Â7¸

ψ(s) = − [φ; 2, 3, 4](s)

p(s)[φ; 1, 2, 3, 4](s)
, χ(s) =

[φ; 1, 3, 4](s)

p(s)[φ; 1, 2, 3, 4](s)
,

²�Ã2¸�º2¸�¿
[φ; i1, . . . , ik]

µ�»�µ}¿�°7²�Ã2¸�°�¾�º2µ}°2³�Á	½7²�°�³�½2³�´�¸�¼ ÀåÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹ {φij}kj=1

Ñ
e!¸�¹2³�´�¾�½	´�¸zÄ2È�°2µ	Ë�¾Ø´�º2¸�É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á�¸

a1 < s < x < ξ
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

wa1(x)ψ(s) + ya1(x)χ(s)
³�µ}¾}Ö

Ê7²�Â�²}¸�´Þ³qÆRÉ�°	Á	Ç	½2¸�¹ñ[�º	½	°7²�Â2¾�É#×'´�µ}Ã2¸�Ã	°2µ}¹ÕÁ	º7²}¸�¾�µ}¹ñ¿�²�Â�²�Ã	½ ùéó��qù ³�¼1ÑáË]°7²�Ê	º	½2¼,¸�º�ËJßáà�Ë,Å�Ä�Ñ ��ã
�
½�Ë�³�µ}Å�Ä�²}³�°2µÚ´�¸�µ}º2¸�¼,¸Úà�Ë�³�µ}¾�Ê7²�Â�²}¸�´�³�ÆRÉ�°	Á	Ç	½2¸�¹Þ[�º	½	°7²

G(x, s)
¿�²�Â�²�Ã	½çù ���zË�ùéâ��zÑ�NT¿=µ}Ã2¸�¾�½'Â	Ö

°	À5×Í¾�Á'Ä2ÌJÃ2¸�°	½	¹
wa1(x), ya1(x) ∈ C[Γ]

½
ψ(s), χ(s) ∈ C[a1, ξ]

³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µPº7²}³�³�¼]²�´�º	½	¾#²}¸�¼]²�¶
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Ò°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°7²n°7²�¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�¸ {(x, s) ∈ Γ× Γ : s ∈ γ1, x ∈ Γ\(a1, s)}

Ñ�ZTº2µ�¼,¸q´�µ}Å�µ	Ë
Ê	º	½nÁ'²�Ð�Â7µ�¼±ÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°2µ�¼

s ∈ γ1
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

wa1(·)ψ(s) + ya1(·)χ(s)
¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶�º2¸�ä�¸�°	½2¸�¼

µ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µ£É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Òù ����°7²!Ê	º2µ�¼,¸�ÐÍÉ�´�Á�¸
Γ\(a1, s)

½ÓÉ�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶	¸�´£É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ù
22
�zÑ,kRµ�Ö

÷�´�µ�¼ ÉÚ½	¿!³�¾�µ}¹2³�´�¾nà �éî ���dÆRÉ�°	Á	Ç	½	½�[�º	½	°7²£³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µ£ÆPµ}º2¼ É�Ä�²�ù�à�à �1µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2¶	¸�´ÓÆRÉ�°	Á	Ç	½	Ì
[�º	½	°7²ÍÁ	º7²}¸�¾�µ}¹Ú¿�²�Â�²�Ã	½Îù ���zË�ùéâ���°7²�¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�¸ {(x, s) ∈ Γ× Γ : s ∈ γ1, x ∈ Γ\(a1, s)}

Ñ
��t � �Js � ßáà�ð�ãæC��d"��

s→ a1
�1 	$	���	���

χ(s) > 0
�'
���������� � ������� - $A���}$ - ����� - �Ú0 - "������	�!$A�

� - �����Ø� �}- ��
� �� * � �1 	$	���	���
ψ(s)

 �� - 
��A����
 - "������Ø� -�- ��$ - �Ø��$	���
ψ(s) = o (χ(s))

4
��t � �Js��hßáà�Ë Å�Ä�Ñ���ãæC��5���	�Î� - � � �i���	�A��$A� α(a1) �#"�����
 - �Õ
��������}� (9)

� - �����Ø��$� ���� * � -
0#"��

s = a1
��"���
��	�

G(x, a1)
0#" - 0 - "��	� - $�������$��Þ$��

Γ
"����Ø��$	���

wa1(x)
�Ø0 - � - �Í�A��������$	/d�

� - � � �i���	�A��$A� - �ñ0#" - 0 - "��	� - $�������$ - ����� * � 4 � 4 ψ(a1) > 0
�
χ(a1) = 0

4



:A��� - 
���� - ���	�	�	�����	� - $	$ - �������1 	$	���	�	���7"��	$��R"���
�"�/1
�$ - ���#"�����
 - ��
��������}� ��í

LiÃ2¸�¾�½'Â2°2µ	ËjÃ	´�µÚ¼ ÀQ¼,µ�Ð!¸�¼ Ê2µ�¼,¸�°	¶'´�È�º2µ�Ä2¶	¼ ½ÒÅ�º7²�°	½	Ã	°	Àd¸=¾�¸�º	ä!½	°	À?Å�º7²}ÆU²q½ÞÊ2µ�Ä2É�Ã	½	´�È
ÆPµ}º2¼ É�Ä2É�Ëd²�°7²�Ä7µ}Å�½	Ã	°	É�Ì ù�à�à �zË5Á�µ}´�µ}º7²�¶ç»}É�Â7¸�´aµ}Ê	½2³�À1¾#²�´�ÈÕÆRÉ�°	Á	Ç	½	Ì

G(x, s)
Ê	º	½

s ∈ γ2
½

x ∈ Γ\(s, a2)
Ñ

kRµ�³�´}²�¾�½2¼Ò¾!³�µ�µ}´�¾�¸�´�³�´�¾�½2¸iÁ'²�Ð�Â7µ}¹£Å�º7²�°	½	Ã	°2µ}¹£´�µ}Ã	Á�¸
ai
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	Ì�Ë#µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2¶	¸�¼ É�Ì ³zÄ7¸zÂ2É#Ö

ÌJ·!½2¼Õµ�»}º7²�¿�µ�¼1ø

uai(x) =

{
wai(x), α(ai) 6= 0;

yai(x), α(ai) = 0.

��t����jt �JsÕFAC �i 2����� �1 	$	���	���
uai(x)

$A�1"���
�$���$� ����g
Ú� - �}�2�
x0 ∈ Γ

4R+�-�� ���q�� �	Ø������
� 2���
����� - �

τ = τ(x0) > 0
* ��� - 0#"��

0 < |s − ai| < τ � s ∈ Γ
� ����� �1 	$	���	�	� �7"��	$����#"�����
 - �


��������}�
(5)
*
(2)


�/10 - �	$A��$ - � -�- ��$ - �Ø��$	�A�

sign G(x0, s) = sign uai(x0).

C
I�µ}Å�Ä�²}³�°2µñù�à�à �zË,Ê	º	½a¾�³�¸z×

s ∈ Γ
ËjÂ7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µ�»�Ä2½	¿�Á	½'×aÁaÅ�º7²�°	½	Ã	°2µ}¹Î´�µ}Ã	Á�¸

ai
Ëj½2¼,¸�¸�´

¼,¸�³�´�µÍº7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ
G(x0, s) = wai(x0)ψ(s) + yai(x0)χ(s).

c]³zÄ2½
α(ai) 6= 0

Ë7´�µ
uai(x0) = wai(x0) 6= 0

½�Ë2¾�¾�½'Â2ÉqÄ7¸�¼,¼ À �2Ë
ψ(ai) > 0

½
χ(ai) = 0

Ñ1^å´}²�Á
Á'²�Á�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

ψ(s)
½
χ(s)

°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°	ÀPË7´�µÍÊ	º	½
s
Â7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µq»�Ä2½	¿�Á	½'×ÓÁ

ai
¿�°7²�Á�¾�¸zÄ2½	Ã	½	°	À

G(x0, s)
³�µ}¾�Ê7²�Â�²}¸�´£³�µ�¿�°7²�Á�µ�¼ñÊ	º2µ}½	¿�¾�¸zÂ7¸�°	½	¶

wai(x0)ψ(s)
Ë	´�Ñ2¸�Ñ]³�µ�¿�°7²�Á�µ�¼

uai(x0)
Ñ

c]³zÄ2½ØÐ!¸
α(ai) = 0

Ë�´�µP¾�»�Ä2½	¿�½Ø´�µ}Ã	Á	½
ai
Ë�¾�¾�½'Â2É�Ä7¸�¼,¼ Àìí'Ë

χ(s) > 0
½
ψ(s) = o (χ(s))

Ñ kRµ�Ö
÷�´�µ�¼ ÉØÊ	º	½

s
Â7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µ=»�Ä2½	¿�Á	½'×£Á£Å�º7²�°	½	Ã	°2µ}¹Ó´�µ}Ã	Á�¸

ai
¿�°7²�Á

G(x0, s)
³�µ}¾�Ê7²�Â�²}¸�´=³�µ!¿�°7²�Á�µ�¼

Ê	º2µ}½	¿�¾�¸zÂ7¸�°	½	¶
yai(x0)χ(s)

Ë	Á�µ}´�µ}º	À1¹�Ë7¾=³�¾�µ}Ìgµ}Ã2¸�º2¸zÂ2È2Ë7³�µ}¾�Ê7²�Â�²}¸�´£³�µ�¿�°7²�Á�µ�¼
uai(x0)

Ñ
B

� r,t � ���'u	�jt2C]<U��� - 
 - ��/ $	� ��/1� - 
�$�������$	�A�T� - � � �i���	�A��$A��� δ > 0

� 2��� - 
��	�

(4)
* �1 	$	� �

�	���
ua1(x)

0 - � - �Í�A��������$��Ó$��£0 - �� 	�	$A����"�
����A�
(a1, ξ]

* ���1 	$	���	���
ua1(x)

0 - � - �Í�A��������$��Ú$��
0 - �� 	�	$A����"�
����A�

[ξ, a2)
4

C
M�¾�½'Â2É!Ê2µ�Ä2°2µ}¹£²�°7²�Ä7µ}Å�½	½=º7²}³�³�É�Ð�Â7¸�°	½	¹�Ë�Â7µ}Á'²�Ð!¸�¼Ò³�Ê	º7²�¾�¸zÂ	Ä2½	¾�µ�³�´�È!É�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½	¶Í´�µ�Ä2È}Ö

Á�µ£Â	Ä2¶
ua1(x)

Ñ!Må³�½'Ä2ÉÚÄ7¸�¼,¼ À?â'Ë�Ê	º	½n¾�³�¸z×
x ∈ (a1, ξ]

»}É�Â7¸�¼ç½2¼,¸�´�È
σG(x, a1 + 0) > 0

ÑUNT¿
÷�´�µ}Å�µq°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²q½n´�¸�µ}º2¸�¼ ÀQâ£³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µ

ua1(x) > 0
Â	Ä2¶nÁ'²�Ð�Â7µ}Å�µ

x ∈ (a1, ξ]
Ñ�I]Ä7¸zÂ7µ�Ö

¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë#Â7µ}Á'²�¿�À1¾#²}¸�¼,µ�¸TÉ�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½2¸T¼,µ�Ð!¸�´Í»}À1´�È!°7²�º	É�ä�¸�°2µ	Ë�¸�³zÄ2½qÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
ua1(x)

½2¼,¸�¸�´
Á	º7²�´�°	À1¹Ô°	É�Ä2È

x0 ∈ γ1
½'Ä2½�Ë5¸�³zÄ2½

ua1(ξ) = 0
ÑñMÝÊ2¸�º	¾�µ�¼h³zÄ2É�Ã7²}¸�Ë�¾�¾�½'Â2ÉÎ°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°	°2µ�Ö

³�´�½aÁ	º7²}¸�¾�µ}¹Õ¿�²�Â�²�Ã	½aÂ	Ä2¶aÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶±ù ���R°7²
(x0, a2) ⊂ Γ

³=Ä2ÌT»}Àd¼ ½ÎÁ	º7²}¸�¾�Àd¼ ½ÕÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½
¾�½'Â�²Þùéâ��zË�Ê2µ�Ä2É�Ã7²}¸�´�³�¶�ËjÃ	´�µ

ua1(x) ≡ 0
°7²

(x0, a2)
ÑqLi´�³�Ì5Â�²q½Þ½	¿=´�¸�µ}º2¸�¼ À?¸zÂ2½	°2³�´�¾�¸�°	°2µ�³�´�½

³�º7²�¿�Éa³zÄ7¸zÂ2É�¸�´n´�µ�Ð�Â7¸�³�´�¾�¸�°	°2µ�¸Óº7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ
ua1(x) ≡ 0

°7²�¾�³�¸�¼
Γ
Ë Ã	´�µ	Ë]µ}Ã2¸�¾�½'Â2°2µ	Ë]°2¸�¾�¸�º	°2µ	Ñ

I]Ä7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë
ua1(x) > 0

°7²
γ1
½
ua1(ξ) > 0

ÑqkRµ}Á'²�Ð!¸�¼1Ë Ã	´�µÓ¾ÚÊ2µ�³zÄ7¸zÂ2°2¸�¼ °2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�¸
¿�°7²�Á�º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²Í°2¸P¾�µ}¿�¼,µ�Ð!¸�°�Ñ�ePÄ2¶Ó÷�´�µ}Å�µ=°7²}¼ñÊ2µ}°7²�Â7µ�»}½	´�³�¶�º2¸�¿�É�Ä2È�´}²�´£º7²}»�µ}´�ÀÝßáà�í�ã�Ë7³�µ}Å�Ä�²}³zÖ
°2µ!Á�µ}´�µ}º2µ�¼ É�Ë'Â	Ä2¶q¾�³�¶'Á�µ}Å�µÍº2¸�ä�¸�°	½	¶qµ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µ=É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Þù ���]°7²!½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸

(x0, a2) ⊂ Γ
Ë

É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ·�¸�Å�µ=É�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼åù
22
��½

σu(x0 + 0) > 0, σu′(x0 + 0) > 0, σu′′(x0 + 0) < 0

¾�À1Ê2µ�Ä2°2¸�°2µ=°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ
D3u(x0 + 0) > 0

Ñ
kTº2¸zÂ2Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½2¼1ËdÃ	´�µ

ua1(ξ) = 0
Ñ±W�µ}Å�Â�²'Ëd³�µ�Â2°2µ}¹ì³�´�µ}º2µ}°	ÀPË1½	¿�µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°	½	¶çÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

ua1(x)
½ñ¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶çíÞ³zÄ7¸zÂ2É�ÌJ´Þ°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²

u′a1(a1 + 0) > 0
½
u′′a1(a1 + 0) < 0

Ë1µ}´�Á	É�Â�²
Ê2µ�Ä2É�Ã7²}¸�¼

D3ua1(a1 + 0) > 0
ÑÝ^ ³�Â2º	É�Å�µ}¹ ³�´�µ}º2µ}°	ÀPËJ½	¿�É�Ð!¸�Â7µ}Á'²�¿�²�°	°2µ}Å�µñ°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²

ua1(ξ − 0) > 0
½�´�µ}Å�µqÐ!¸Í¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶ÒíØÊ2µ�Ä2É�Ã7²}¸�¼

u′a1(ξ + 0) < 0
½
u′′a1(ξ + 0) > 0

Ë�µ}´�Á	É�Â�²



� � <i �������
�� 4��d4

D3ua1(ξ+0) < 0
Ñ,kRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	ÉØÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

ua1(x)
¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶=º2¸�ä�¸�°	½2¸�¼aµ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µ�É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶

ù ���zË	´�µ
D3ua1(x) = const

°7²
γ1
Ñ,kRµ}÷�´�µ�¼ É

D3ua1(a1 + 0) = D3ua1(ξ − 0) > 0
½

D3ua1(ξ − 0)−D3ua1(ξ + 0)− δua1 (ξ) > 0,
´�ÑA¸�ÑiÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

ua1(x)
°2¸!¼,µ�Ð!¸�´Ú»}À1´�È£º2¸�ä�¸�°	½2¸�¼ìµ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µqÉ�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Õù ���zÑJkRµ�Ä2É�Ã2¸�°	°2µ�¸

Ê	º2µ}´�½	¾�µ}º2¸�Ã	½2¸PÂ7µ}Á'²�¿�À1¾#²}¸�´�Ë7Ã	´�µ
ua1(ξ) > 0

Ë7²!¿�°7²�Ã	½	´�Ë
ua1(x) > 0

°7²
(a1, ξ]

Ñ
B��t����jt �Js � C �1 	$	���	��� �7"��	$��Ø�#"�����
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����������� kRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	ÉÓÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶£[�º	½	°7²!Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²'Ë2´�µ!½	¿T´�¸�µ}º2¸�¼ À âU¾�À1´�¸zÖÁ'²}¸�´�Ë�Ã	´�µPµ�»�¸dÆRÉ�°	Á	Ç	½	½
uai(x)

°2¸�µ}´�º	½	Ç7²�´�¸zÄ2È�°	Àç°7²
Γ
Ñj^ç½	¿i³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¶=´�¸�µ}º2¸�¼ À±âT½�Ä7¸�¼,¼ Àåà

³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�ËTÃ	´�µñµ�»�¸n÷�´�½ ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½±°2¸�¼,µ}Å�É�´Õ½2¼,¸�´�ÈñÁ	º7²�´�°	À5×±°	É�Ä7¸�¹±°7²
Γ
ÑYI]Ä7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë

uai(x) > 0
°7²

Γ
Ñ

� �������������
����������� ePÄ2¶Òµ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°	°2µ�³�´�½�Ë]»}É�Â7¸�¼ ³�Ã	½	´}²�´�È2Ë,Ã	´�µ ua2(x) > 0
°7²

Γ
ÑÓkTº2¸zÂ	Ö

Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½2¼1Ë1Ã	´�µÞ´�¸�µ}º2¸�¼]²�°2¸Ú¾�¸�º	°7²'ÑìW�µ}Å�Â�²Þ½	¿�¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶ àÚ³zÄ7¸zÂ2É�¸�´Î³�É�·�¸�³�´�¾�µ}¾#²�°	½2¸�´�µ}Ã	Á	½
(x0, s0) ∈ γ2 × γ1

´}²�Á�µ}¹�Ë�Ã	´�µ
G(x0, s0) < 0

Ñ5NT¿U°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µ�³�´�½�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½�[�º	½	°7²Í°7²ÍÊ	º#¶	¼,µ�Ö
É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á�¸

γ2 × γ1
½Ú°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾

σG(a2 − 0, s) > 0
Ê	º	½

s ∈ γ1
ù ´�¸�µ}º2¸�¼]²Øâ��zË

G(ξ, s) > 0
Ê	º	½

s ∈ γ1
½
gξ(x) = G(x, ξ) > 0

Ê	º	½
x ∈ γ2

ùGÄ7¸�¼,¼]²Óâ��i³zÄ7¸zÂ2É�¸�´Ú³�É�·�¸�³�´�¾�µ}¾#²�°	½2¸�´�µ}Ã	Á	½
(x∗, s∗)Ê	º#¶	¼,µ}É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á'²

γ2 × γ1
´}²�Á�µ}¹�Ë Ã	´�µ

G(x∗, s∗) = ∂G
∂x (x

∗, s∗) = 0
ù °7²�Ê	º	½2¼,¸�º�Ë,¼,µ�ÐÍ°2µ�¾�¿�¶'´�È

s∗ = inf {s ∈ (s0, ξ) ⊂ γ1 : gs(x) > 0
°7²
γ2}

½
x∗
Üô´}²�Á	É�Ì�Ë�Ã	´�µ

gs∗(x
∗) = 0

�zÑqVRµ	Ëj³�µ}Å�Ä�²}³�°2µ
É�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½	ÌgÄ7¸�¼,¼ À?à�Ë	³�º2¸�¿�Á	½

gs(x)
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Ú[�º	½	°7²�°2¸T½2¼,¸�ÌJ´ÍÁ	º7²�´�°	À5×Ó°	É�Ä7¸�¹Ó°7²
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Ê	º	½
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Á	º7²}¸�¾�µ}¹�¿�²�Â�²�Ã	½Îù ���zË�ùéâ���¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶�¸�¸TÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�È�ßáà
�}ã�Ë	´�µ�½2¼,¸�¸�´Ø¼,¸�³�´�µ=É�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½2¸�ø
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�
ua2(x)
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Γ
*
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Γ
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ua1(x)
�A���Í�A�!
�$� A�z"��Ó�	$A����"�
������

γ2
* �U$� ����
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ua2(x)
�A���Í�A�U
�$� A�z"��Ú�	$A����"�
������
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e!¸�¹2³�´�¾�½	´�¸zÄ2È�°2µ	Ë'¸�³zÄ2½�Ë#°7²�Ê	º	½2¼,¸�º�Ë#Ê	º2¸zÂ2Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�È2Ë'Ã	´�µPÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

ua2(x)
Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²

°7²
Γ
Ë�²nÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

ua1(x)
°2¸�´�Ë]´�µ	Ë]¾Þ³�½'Ä2ÉÒ¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶Ôâ�½ñ³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¶Î´�¸�µ}º2¸�¼ À â'Ë�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

ua1(x)
Ê	º	½	°	½2¼]²}¸�´qµ}´�º	½	Ç7²�´�¸zÄ2È�°	Àd¸!¿�°7²�Ã2¸�°	½	¶Ú°7²Í½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸

γ2
Ñ�W�µ}Å�Â�²'Ë�³Pµ�Â2°2µ}¹n³�´�µ}º2µ}°	ÀPË2½	¿

´�¸�µ}º2¸�¼ ÀÔâi³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µJÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶![�º	½	°7²iÁ	º7²}¸�¾�µ}¹�¿�²�Â�²�Ã	½�ù ���zË2ùéâ���Ê	º	½	°	½2¼]²}¸�´Pµ}´�º	½	Ç7²�´�¸zÄ2È�°	Àd¸
¿�°7²�Ã2¸�°	½	¶�Ëd²'Ë5³qÂ2º	É�Å�µ}¹Ô³�´�µ}º2µ}°	ÀPË5½	¿Ú´�¸�µ}º2¸�¼ ÀÏí�³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë1Ã	´�µÞµ}°7²nÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²Ò°7²n¾�³�¸�¼
Á	¾#²�Â2º7²�´�¸

Γ× Γ
Ñ,kRµ�Ä2É�Ã2¸�°	°2µ�¸PÊ	º2µ}´�½	¾�µ}º2¸�Ã	½2¸RÂ7µ}Á'²�¿�À1¾#²}¸�´�Ë�Ã	´�µ

ua1(x) > 0
°7²
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Ñ
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σua1(a2−0) > 0�	�	�
σua2(a1 + 0) > 0
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IÒÉ�Ã2¸�´�µ�¼�³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¹�à�½Øâ'Ë}Â7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µUÊ2µ}Á'²�¿�²�´�È2Ë#Ã	´�µT½	¿1°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾#²

σua1(a2−0) > 0³zÄ7¸zÂ2É�¸�´
ua1(x) > 0

°7²
γ2
ÑòkRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	É

ua1(ξ) > 0
ù ³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½2¸Þ´�¸�µ}º2¸�¼ À â��Ø½ ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

ua1(x)
½2¼,¸�¸�´Í°7²!½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸

γ2
°2¸R»�µ�Ä7¸�¸Rµ�Â2°2µ}Å�µ=Ê	º2µ�³�´�µ}Å�µÍ°	É�Ä2¶�ù ³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½2¸!âU´�¸�µ}º2¸�¼ Àåí��zË'´�µ

ua1(x) > 0
Ê	º	½£¾�³�¸z×

x ∈ γ2
Ë'²P¿�°7²�Ã	½	´Í½£Ê	º	½£¾�³�¸z×

x ∈ Γ
Ñ�ePÄ2¶£ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

ua1(x)
º7²}³�³�É�Ð�Â7¸�°	½	¶

²�°7²�Ä7µ}Å�½	Ã	°	Àd¸�Ñ
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ua1(x)
"���
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x∗ ∈ γ2
45+�-�� ���d0#"��

s ∈ (x∗, a2) ⊂
γ2
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gs(x)
����$������R
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γ1
* �R0#"��

s ∈ (ξ, x∗] ⊂ γ2
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��	�

gs(x)
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M�¾�½'Â2ÉÞ³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¶ÎâÓ´�¸�µ}º2¸�¼ ÀYí'Ë

ua1(x) < 0
°7²

(x∗, a2)
½
ua1(x) > 0

°7²
(ξ, x∗)

ÑÓc]³zÖ
Ä2½

x∗ < s < a2
Ë5´�µ	Ë5¾�¾�½'Â2ÉÕ´�¸�µ}º2¸�¼ Àôâ'Ë

σgs(a1 + 0) < 0
Ëd²�¾�¾�½'Â2ÉÎÄ7¸�¼,¼ Àôâ'Ë

gs(ξ) > 0
Ñ

I]Ä7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
gs(x)

¼,¸�°	¶	¸�´=¿�°7²�ÁÚ°7²!º2¸�»}º2¸
γ1
Ñ

c]³zÄ2½qÐ!¸
ξ < s < x∗

Ë#´�µ	Ë�¾�¾�½'Â2ÉØ´�¸�µ}º2¸�¼ À â'Ë
σgs(a1 +0) > 0

Ë	²P¾�¾�½'Â2É=Ä7¸�¼,¼ À â'Ë
gs(ξ) > 0

Ñ
kRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	É£ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

gs(x)
½2¼,¸�¸�´�°7²

γ1 = (a1, ξ)
°2¸J»�µ�Ä7¸�¸Tµ�Â2°2µ}Å�µ!Ê	º2µ�³�´�µ}Å�µ!°	É�Ä2¶nùGÄ7¸�¼,¼]²£à �zË

´�µ
gs(x) > 0

°7²
γ1
½�Ë	¾�³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½2¸RÄ7¸�¼,¼ Àåâ'Ë	Ê2µ�Ä2É�Ã7²}¸�¼

gs(x) > 0
°7²

Γ
Ñ

VP²}¼Úµ�³�´}²}¸�´�³�¶UÊ2µ}Á'²�¿�²�´�È2Ë�Ã	´�µd³�º2¸�¿�Á'²
gx∗(x)

Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²i°7²
Γ
Ñj_7Â7¸�³�ÈJ¼ À�¾�µ�³�Ê2µ�Ä2È�¿�É�¸�¼,³�¶

°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µ�³�´�È�ÌgÆRÉ�°	Á	Ç	½	½q[�º	½	°7²U½Ø´�¸�¼1Ë�Ã	´�µ
gs(x) > 0

°7²
Γ
Ê	º	½£¾�³�¸z×

s ∈ (ξ, x∗) ⊂ γ2
Ñ,kTº	½

s → x∗ − 0
»}É�Â7¸�´�¾�À1Ê2µ�Ä2°	¶'´�È�³�¶Ô³�µ�µ}´�°2µ}ä�¸�°	½2¸

gs(x) → gx∗(x) > 0
ÑÎ^YÊ2µ�³�Á�µ�Ä2È�Á	Éñ³�º2¸�¿�Á'²

gx∗(x)
°2¸T½2¼,¸�¸�´ØÁ	º7²�´�°	À5×Ó°	É�Ä7¸�¹Ó°7²

Γ
Ë'´�µ

gx∗(x) > 0
°7²

Γ
Ñ
B

e!µ}Á'²�¿�²�°	°7²�¶�Ä7¸�¼,¼]²ÍÊ2µ}¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´£¾�À5Â7¸zÄ2½	´�Èq°7²
Γ× Γ

Ê2µ�Â7¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µÓ°7²ÍÁ�µ}´�µ}º2µ�¼Ô¿�°7²�Á�µ}Ê2¸zÖ
º2¸�¼,¸�°	°7²�¶ÚÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Ó[�º	½	°7²Í¿�²�¾�¸zÂ7µ�¼,µØ»}É�Â7¸�´ÍÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²'Ñ

��t����jt �Js���C
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ua1(x)
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�$��Ú$� ����ò
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x2 ∈ γ2

* � �1 	$	���	���
ua2(x)"���
�$��q$� ����Ý
Þ� - �}�2�

x1 ∈ γ1
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(a1, x1)× (x2, a2) ⊂ γ1 × γ2

�
(x2, a2)× (a1, x1) ⊂ γ2 × γ1

4

���	¬������

LJ»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼aÃ2¸�º2¸�¿
N

¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µ!¾�³�¸z×Í´�µ}Ã2¸�Á£¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²
Γ×Γ

¾UÁ�µ}´�µ}º	À5×ØÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶=[�º	½'Ö
°7²

G(x, s)
Á	º7²}¸�¾�µ}¹q¿�²�Â�²�Ã	½Þù ���zËAùéâ�� º7²�¾�°7²P°	É�Ä2Ì�Ñ,VP²}³d½	°	´�¸�º2¸�³�É�¸�´Í³zÄ2É�Ã7²�¹�Ë�Á�µ}Å�Â�²

N 6= ∅
Ñ NT¿

´�¸�µ}º2¸�¼ À �P³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µR¾�³�¸5´�µ}Ã	Á	½
N

Ä7¸�Ð�²�´P¾RÊ	º#¶	¼,µ}É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á'²�×
(a1, x1)×(x2, a2) ⊂ γ1×γ2½

(x2, a2)× (a1, x1) ⊂ γ2 × γ1
Ë	Ê	º	½	Ã2¸�¼ñ¾�³�¶'Á'²�¶�Ê	º#¶	¼]²�¶�Ë7Ê7²�º7²�Ä	Ä7¸zÄ2È�°7²�¶�Á'²�Á�µ}¹'Öæ°	½2»}É�Â2Èq½	¿PÁ�µ�Ö

µ}º�Â2½	°7²�´�°	À5×Îµ�³�¸�¹�Ëj½2¼,¸�¸�´�³Ø¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µ�¼
N

°2¸Ø»�µ�Ä7¸�¸Øµ�Â2°2µ}¹Îµ�»}·�¸�¹a´�µ}Ã	Á	½ìùGÄ7¸�¼,¼ ÀÏà=½Îâ��zÑ
ë5µ�Ä7¸�¸�´�µ}Å�µ	Ë}½	¿5÷�´�½'×UÐ!¸�Ä7¸�¼,¼�½�°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µ�³�´�½=ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Í[�º	½	°7²J³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µJ¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µ

N°2¸T½2¼,¸�¸�´=½	¿�µ�Ä2½	º2µ}¾#²�°	°	À5×Ú´�µ}Ã2¸�ÁÚ½Ó¾�Ä2ÌT»�µ}¹Úµ}Á	º2¸�³�´�°2µ�³�´�½�´�µ}Ã	Á	½
(x, s) ∈ N ∩ (Γ× Γ)

ÆRÉ�°	Á'Ö
Ç	½	¶n[�º	½	°7²£¼,¸�°	¶	¸�´Ó¿�°7²�Á�ÑP^ÛÊ2µ�³�Á�µ�Ä2È�Á	ÉnÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

G(x, s)
³�½2¼,¼,¸�´�º	½	Ã	°7²Þù ³�¼1ÑÍßáà�í�ã
�d½�³�´�º2µ}Å�µ

Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²Ú°7²ØÂ2½7²�Å�µ}°7²�Ä2½ÒÁ	¾#²�Â2º7²�´}²
Γ × Γ

ùGÄ7¸�¼,¼]²�â��zË�´�µÚ¼,µ�ÐÍ°2µÓ¿�²�Á'Ä2ÌJÃ	½	´�È2Ë�Ã	´�µÓ¼ °2µ�Ö
Ð!¸�³�´�¾�µ

N
Ê	º2¸zÂ7³�´}²�¾}Ä2¶	¸�´q³�µ�»�µ}¹ÚÊ7²�º	É£°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°	À5×ÚÁ	º	½	¾�À5×�Ë2³�½2¼,¼,¸�´�º	½	Ã	°	À5×�µ}´�°2µ�³�½	´�¸zÄ2È�°2µ

Â2½7²�Å�µ}°7²�Ä2½
x = s

Ë	³JÁ�µ}°	Ç7²}¼ ½Ú°7²�³�´�µ}º2µ}°7²�×ÓÁ	¾#²�Â2º7²�´}²
Γ× Γ

Ñ,kTº	½
δ → ∞ Á	º	½	¾�Àd¸�Ë	¿�²�Â�²�ÌJ·!½2¸

¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µ
N
Ë	°7²�Ã	½	°7²�ÌJ´£³�´�º2¸�¼ ½	´�È�³�¶ÚÁ�³�´�µ}º2µ}°7²}¼

x = ξ
½
s = ξ

Ê	º#¶	¼,µ}É�Å�µ�Ä2È�°	½	Á�µ}¾
γ2 × γ1½

γ1 × γ2
Ë7²!¾ÍÊ	º2¸zÂ7¸zÄ2È�°2µ�¼Ô³zÄ2É�Ã7²}¸

δ = ∞ ³�µ}¾�Ê7²�Â�²}¸�´£³R÷�´�½2¼ ½�³�´�µ}º2µ}°7²}¼ ½�Ñ



� � <i �������
�� 4��d4

��C�� ���	r���� ���'t�r��	���	��� � �Óp ���
	������ �����js
u �}r p �js	t �jt �����]u	� � ����� � �	�
	��7u

M5³�Ì5Â2Éq¾Í÷�´�µ�¼ñÊ	É�°	Á	´�¸P³�Ã	½	´}²}¸�¼1Ë2Ã	´�µÍ¾ÍÁ	º7²}¸�¾�À5×ÚÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶�×Òùéâ��
α(a1) = α(a2) = 0

Ñ�MÔÂ�²�°'Ö
°2µ�¼ ³zÄ2É�Ã7²}¸

uai(x) ≡ yai(x)
Ñ ��Àhµ�»�³�É�Â2½2¼±¾�µ}Ê	º2µ�³=µq´�µ�¼1Ë�Á'²�ÁÞ¾�¸zÂ2É�´Ú³�¸�»�¶ÞÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

yai(x)
Ë

¸�³zÄ2½Ò¼ Àh¼,¸�°	¶	¸�¼ì¾ÓÁ	º7²}¸�¾�À5×nÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶�×Ôùéâ��i¿�°7²�Ã2¸�°	½	¶�Á�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�µ}¾
ϑ(·) Ë β(·) Ñ�ë�É�Â7¸�´ÓÊ2µ�ÖÁ'²�¿�²�°2µ	ËAÃ	´�µØ¿�°7²�Á�µ}¾�Àd¸Í³�¾�µ}¹2³�´�¾#²£ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹

yai(x)
°2¸U¿�²�¾�½2³�¶'´Óµ}´£¿�°7²�Ã2¸�°	½	¹

ϑ(·) Ë β(·) ÑJM�¾�½'Â2ÉÊ2µ�Ä2°2µ}¹�²�°7²�Ä7µ}Å�½	½�ËA¼ À Ê2µ}Á'²�Ð!¸�¼1ËAÃ	´�µ£µ}´Ø¿�°7²�Ã2¸�°	½	¹
ϑ(·) Ë β(·) °2¸P¿�²�¾�½2³�½	´£¿�°7²�Á�´�µ�Ä2È�Á�µ£µ�Â2°2µ}¹½	¿P÷�´�½'×ÓÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹�Ë	°7²�Ê	º	½2¼,¸�º�Ë

ya1(x)
Ñ

\ ²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼ÔÁ	º7²}¸�¾�É�Ìg¿�²�Â�²�Ã	É

Lu = 0, x ∈ Γ,

u(a1) = 0, ϑ(a1)u
′(a1)− β(a1)u

′′(a1) = 1,

u(a2) = 0, u′(a2)u
′′(a2) 6 0,

(12)

½�µ�»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼ñÃ2¸�º2¸�¿
Y
¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µØ¾�³�¸z×Ó¸�¸Rº2¸�ä�¸�°	½	¹�Ñ

kRµ�³�´}²�¾�½2¼±¾q³�µ�µ}´�¾�¸�´�³�´�¾�½2¸�Á'²�Ð�Â7µ�¼ Én¸zÂ2½	°	½	Ã	°2µ�¼ É�¾�¸�Á	´�µ}º	É
(ϑ, β) ∈ R

2
+

³U°2¸�µ}´�º	½	Ç7²�´�¸zÄ2È}Ö
°	Àd¼ ½ Á�µ�µ}º�Â2½	°7²�´}²}¼ ½h´}²�Á	É�Ì ÆRÉ�°	Á	Ç	½	Ì

u(x) ∈ Y
ËTÃ	´�µñ¾�¸�Á	´�µ}º	À

(u′(a2), u
′′(a2)) ∈ R

2 ½
(ϑ, β)

µ}º	´�µ}Å�µ}°7²�Ä2È�°	ÀPÑÕNT¿Ó°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°	°2µ�³�´�½çÁ	º7²}¸�¾�µ}¹Õ¿�²�Â�²�Ã	½åù ���zËTùéâ��U³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µn´}²�Á'²�¶
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶�³�É�·�¸�³�´�¾�É�¸�´£½n¸zÂ2½	°2³�´�¾�¸�°	°7²'ÑRkRµ�Ä2É�Ã2¸�°	°2µ�¸�µ}´�µ�»}º7²�Ð!¸�°	½2¸

(ϑ, β) 7→ u(x)
¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²

O+ =
{
(ϑ, β) : ϑ2 + β2 = 1, β, ϑ > 0

} ¾
Y
³�ÌJº	È�¸�Á	´�½	¾�°2µ	ËA°2µ	Ë�¾�µ�µ�»}·�¸!Å�µ}¾�µ}º#¶�ËA°2¸U¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶

¾�¿�²�½2¼ °2µÍµ�Â2°2µ}¿�°7²�Ã	°	Àd¼1Ñ1LdÂ2°7²�Á�µ	Ë	¾�¾�½'Â2ÉØ°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µ}¹Ú¿�²�¾�½2³�½2¼,µ�³�´�½Óº2¸�ä�¸�°	½	¹ÓÁ	º7²}¸�¾�µ}¹Ó¿�²�Â�²�Ö
Ã	½�ù ���zË�ùéâ��]µ}´!Á�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�µ}¾!Á	º7²}¸�¾�À5×£É�³zÄ7µ}¾�½	¹�Ë�÷�´�µ!µ}´�µ�»}º7²�Ð!¸�°	½2¸T¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶£°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°	Àd¼
ù ¼ À Ê2µ�Ä�²�Å�²}¸�¼1Ë2Ã	´�µÍ°2µ}º2¼]²�¾

O+ ½	°'Â2É�Ç	½	º2µ}¾#²�°7²Í½	¿
R
2 Ë2²!°2µ}º2¼]²�¾ Y

ÜÝ½	¿
C3[Γ]

�zÑ
��t � �Js���C �i 2����� �1 	$	���	���

u(x) ∈ Y
 �� - 
��A����
 - "������Ó 2��� - 
����	�

u′(a2) = u′′(a2) = 0
4

+�-�� ���
Y = {u(x)} 4

C
Wj²�Á Á'²�Á

u′(a2) = u′′(a2) = 0
Ë�´�µhÂ	Ä2¶òÄ2ÌT»�µ}¹ÏÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

v(x) ∈ Y
¾�¸�Á	´�µ}º	À

(u′(a2), u
′′(a2))

½
(v′(a2), v

′′(a2))
µ}º	´�µ}Å�µ}°7²�Ä2È�°	ÀÝ°2¸�Á�µ}´�µ}º2µ�¼ ÉÒ°2¸�°	É�Ä7¸�¾�µ�¼ ÉÞ¾�¸�Á	´�µ}º	É

(ϑ, β) ∈
O+ Ë�²Ø¿�°7²�Ã	½	´qÉ�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶'ÌJ´�µ�Â2°	½2¼ç½n´�¸�¼çÐ!¸!Á	º7²}¸�¾�Àd¼çÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼1ÑPNT¿�°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°	°2µ�³�´�½
Á	º7²}¸�¾�µ}¹�¿�²�Â�²�Ã	½Îù ���zË�ùéâ��5³zÄ7¸zÂ2É�¸�´

v(x) ≡ u(x)
°7²

Γ
Ñ
B� r,t � ���'u	�jt2C��d� - �z"����=��$	�A�

O+ 7→ Y
�	� � - 0 - ��� - �'$	$ -�* �	� � - �'
���������� � �}- ��� - � - " �i�2
�� - � 4

��t � �Js B�C �i 2�����
u(x) ∈ Y

4 �5���	�
σu(a2 − 0) > 0

* � - ����������� - � �1 	$	���	�	�
v(x) ∈ Y�����	�=���� ������U
�/10 - �	$A��$ - $A��"���
'��$A����
 -

σv(a2 − 0) > 0
4

C
NT¿P¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶�âÍ³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë2Ã	´�µ�Ä2ÌT»�²�¶ÚÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

v(x) ∈ Y
½2¼,¸�¸�´Ø°7²�º2¸�»}º2¸

γ2
Á�µ}°2¸�Ã	°2µ�¸

Ã	½2³zÄ7µÍ°	É�Ä7¸�¹�Ñ]kRµ}÷�´�µ�¼ Éq¾�¸zÄ2½	Ã	½	°7²
σv(a2 − 0)

µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°7²�Â	Ä2¶q¾�³�¸z×
v(x) ∈ Y

Ñ
kTº2¸zÂ2Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½2¼1Ë]Ã	´�µÚÂ7µ}Á'²�¿�À1¾#²}¸�¼,µ�¸qÉ�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½2¸q°2¸Ø¾�¸�º	°2µ	Ë ´�Ñj¸�Ñ�³�É�·�¸�³�´�¾�É�¸�´nÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

z(x) ∈ Y
Â	Ä2¶nÁ�µ}´�µ}º2µ}¹

σz(a2 − 0) < 0
Ñ!W�µ}Å�Â�²'Ë�¾Ó³�½'Ä2É�Ä7¸�¼,¼ À �'ËA¾�¸�Á	´�µ}º

(z′(a2), z
′′(a2))

°2¸
°	É�Ä7¸�¾�µ}¹Ú½�Ë'¾�¾�½'Â2É

z(a2) = 0
½Òù�à�â��zË	Ê	º	½	°7²�Â	Ä7¸�ÐÍ½	´Ø¿�²}¼ À1Á'²�°	½	ÌÛ¾�´�µ}º2µ}¹�Ã2¸�´�¾�¸�º	´�½ÚÊ'Ä7µ�³�Á�µ�³�´�½�Ë

²�¾�¸�Á	´�µ}º
(u′(a2), u

′′(a2))
Ë5¾a³�½'Ä2ÉÕÉ�³zÄ7µ}¾�½	¹

u(a2) = 0
Ë
σu(a2 − 0) > 0

½gù�à�â��zË5Ê	º	½	°7²�Â	Ä7¸zÖ
ÐÍ½	´Ø¿�²}¼ À1Á'²�°	½	ÌÛÃ2¸�´�¾�¸�º	´�µ}¹�Ã2¸�´�¾�¸�º	´�½

R
2 Ñ�\ ²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼ìµ}´�µ�»}º7²�Ð!¸�°	½2¸ O+ 7→ Y

Ñ�kRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	É
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

u(x)
½
z(x)

º7²�¿�Ä2½	Ã	°	ÀPË'´�µU½	¿R³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¶£Ä7¸�¼,¼ À �P¾�À1´�¸�Á'²}¸�´�Ë	Ã	´�µ!÷�´�µ�µ}´�µ�»}º7²�Ð!¸�°	½2¸
¾�¿�²�½2¼ °2µqµ�Â2°2µ}¿�°7²�Ã	°2µ�¸�½�Â	Ä2¶ÚÄ2ÌT»�µ}¹nÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

v(x) ∈ Y
¾�¸�Á	´�µ}º

(v′(a2), v
′′(a2))

°2¸U°	É�Ä7¸�¾�µ}¹�Ñ
kTÉ�³�´�È (

ϑu, βu
) ½ (

ϑz, βz
) Ê	º2µ�µ�»}º7²�¿�ÀÔÆRÉ�°	Á	Ç	½	¹

u(x)
½
z(x)

Ê	º	½=µ}´�µ�»}º7²�Ð!¸�°	½	½
O+ 7→ Y

ÑjkTº	½
°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µ�¼ì³�´�º2¸�¼jÄ7¸�°	½	½n´�µ}Ã	Á	½

(ϑ, β) ∈ O+ µ}´ (
ϑz, βz

)
∈ O+ Á (ϑu, βu

)
∈ O+ °2¸�°	É�Ä7¸�¾�µ}¹

¾�¸�Á	´�µ}º
(v′(a2), v

′′(a2))
Ë�³�µ�µ}´�¾�¸�´�³�´�¾�É�ÌJ·!½	¹aµ�»}º7²�¿�Én´�µ}Ã	Á	½

(ϑ, β)
Ë�°2¸�Ê	º2¸�º	À1¾�°2µÚÂ7µ�Ä2Ð!¸�°a³�´�º2¸zÖ

¼ ½	´�³�¶±µ}´
(z′(a2), z

′′(a2))
Á

(u′(a2), u
′′(a2))

ËiÃ	´�µa°2¸�¾�µ}¿�¼,µ�ÐÍ°2µ	ËJ´}²�ÁìÁ'²�Á
v′(a2)v

′′(a2) 6 0½ |v′(a2)| + |v′′(a2)| > 0
Â	Ä2¶ Ä2ÌT»�µ}¹ÛÆRÉ�°	Á	Ç	½	½

v(x) ∈ Y
Ë!²ñ¾�¸�Á	´�µ}º	À

(z′(a2), z
′′(a2))

Á



:A��� - 
���� - ���	�	�	�����	� - $	$ - �������1 	$	���	�	���7"��	$��R"���
�"�/1
�$ - ���#"�����
 - ��
��������}� ��ð

(u′(a2), u
′′(a2))

Ê	º	½	°7²�Â	Ä7¸�Ð�²�´aº7²�¿�°	Àd¼ÛÃ2¸�´�¾�¸�º	´�¶	¼hÊ'Ä7µ�³�Á�µ�³�´�½�ÑìI]Ä7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë5Á'²�Á�µ}¾#²Þ»}À
°	½�»}À5Ä�²=ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

v ∈ Y
Ë	¾�¸�Á	´�µ}º	À

(v′(a2), v
′′(a2))

½
(u′(a2), u

′′(a2))
Â7µ�Ä2ÐÍ°	À Ä7¸�Ð�²�´�È£¾Øµ�Â	Ö

°2µ}¹ÚÃ2¸�´�¾�¸�º	´�½ÚÊ'Ä7µ�³�Á�µ�³�´�½�Ë7´�Ñ2¸�Ñ
σv(a2 − 0) > 0

Â	Ä2¶Ó¾�³�¸z×
v ∈ Y

Ñ
B

\ ²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼Ï´�¸�Ê2¸�º	Èì¾�µ}Ê	º2µ�³ÎµÔ¿�²�¾�½2³�½2¼,µ�³�´�½Û¿�°7²�Á�µ}¾�À5×g³�¾�µ}¹2³�´�¾ìº2¸�ä�¸�°	½	¹å¿�²�Â�²�Ã	½èù�à�â��
µ}´ Á�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�µ}¾

ϑ(a1)
½
β(a1)

Ñ _�²}¼,¸�°	½2¼ ¾ Á	º7²}¸�¾�µ}¹Ý¿�²�Â�²�Ã2¸gù�à�â���Á	º7²}¸�¾�µ�¸ÔÉ�³zÄ7µ}¾�½2¸
ϑ(a1)u

′(a1)− β(a1)u
′′(a1) = 1

°7²Í»�µ�Ä7¸�¸Pµ�»}·�¸�¸

u′′(a1)u
′(a1) < 0,

²Ó¾�³�¸Øµ�³�´}²�Ä2È�°	Àd¸£É�³zÄ7µ}¾�½	¶Òµ�³�´}²�¾�½2¼g»�¸�¿Ø½	¿�¼,¸�°2¸�°	½	¶�Ñ�LJ»�µ}¿�°7²�Ã	½2¼åÃ2¸�º2¸�¿
Y∗ ¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾�µ�¾�³�¸z×

º2¸�ä�¸�°	½	¹�Ë Ê2µ�Ä2É�Ã	½	¾�ä�¸�¹2³�¶aÁ	º7²}¸�¾�µ}¹a¿�²�Â�²�Ã	½�ÑnNT¿Ø¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶ÕíÚ³zÄ7¸zÂ2É�¸�´n¾�Á'Ä2ÌJÃ2¸�°	½2¸
Y ⊂ Y∗ Ë

Á�µ}´�µ}º2µ�¸P¾�¼,¸�³�´�¸P³T°2¸�¾�À1º2µ�Ð�Â7¸�°	°2µ�³�´�È�Ì?Á	º7²}¸�¾�µ}¹Ú¿�²�Â�²�Ã	½Îù ���zË�ùéâ���Ê2µ}¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´£³�ÆPµ}º2¼ É�Ä2½	º2µ}¾#²�´�È
´}²�Á�µ�¸PÉ�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½2¸�ø

��t � �Js���C
Y∗ = {λY, λ > 0} 4

e!¸�¹2³�´�¾�½	´�¸zÄ2È�°2µ	Ë#¸�³zÄ2½
u(x)

Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Ä2È�°	À1¹Í÷�Ä7¸�¼,¸�°	´R¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²
Y
Ë}´�µ	Ë�Á'²�Á�µ}¾�µP»}Àa°	½�»}À5Ä7µ

Ã	½2³zÄ7µ
λ > 0

ËjÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
λu(x)

Ëj¾�³�½'Ä2É�¿�²}¼,¸�Ã7²�°	½	¶Îí'Ë�Ê	º	½	°7²�Â	Ä7¸�ÐÍ½	´
Y∗ ÑÓNò°7²}µ�»�µ}º2µ}´�Ë,¸�³zÄ2½

u(x)
Ê	º2µ}½	¿�¾�µ�Ä2È�°	À1¹Ø÷�Ä7¸�¼,¸�°	´P¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²

Y∗ Ë}´�µ ϑ(a1)u′(a1)−β(a1)u′′(a1) = λ > 0
ÑjkRµ}÷�´�µ�¼ É

1
λu(x) ∈ Y

Ñ
��t����jt �JsÕ>AC�� �A������$A��/g� $ - �=������
��

Y∗ �	� � - 
'���U���z" -��}- 0 - � - �Í�A��������$	/Û$�� Γ * �	� � - 
'���
�$���� - 0A��"�������$	$	/T� 4

C
IñÉ�Ã2¸�´�µ�¼aÄ7¸�¼,¼ À ï'Ë#Â7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µ�Â7µ}Á'²�¿�²�´�È=É�´�¾�¸�º#Ð�Â7¸�°	½2¸R´�¸�µ}º2¸�¼ ÀìÂ	Ä2¶

Y
Ñ,ë5µ�Ä7¸�¸J´�µ}Å�µ	Ë

Â7µ�³�´}²�´�µ}Ã	°2µ�Ê2µ}Á'²�¿�²�´�È2Ë�Ã	´�µ�½	¿ÓÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�½çµ�Â2°2µ}Å�µ�÷�Ä7¸�¼,¸�°	´}²n½	¿
Y
³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½'Ö

´�¸zÄ2È�°2µ�³�´�ÈØ¾�³�¸z×q÷�Ä7¸�¼,¸�°	´�µ}¾£¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²
Y
Ñ

NT¿!µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ7¸�°	½	¶n¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²
Y
³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µ=Ä2ÌT»�²�¶�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶

v(x) ∈ Y
¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶�º2¸�ä�¸zÖ

°	½2¸�¼±°2¸�Á�µ}´�µ}º2µ}¹ÒÁ	º7²}¸�¾�µ}¹Þ¿�²�Â�²�Ã	½ÞÂ	Ä2¶�µ�Â2°2µ}º2µ�Â2°2µ}Å�µ�É�º7²�¾�°2¸�°	½	¶Ôù ���J³�Á	º7²}¸�¾�Àd¼ ½ÒÉ�³zÄ7µ}¾�½	¶	¼ ½
ù
102

�zË�ù
22
�zÑ,kTº	½	Ã2¸�¼ÕÁ�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�À

ϑ(a2)
Ë
β(a2)

É�³zÄ7µ}¾�½	¶q¾ÍÅ�º7²�°	½	Ã	°2µ}¹Ú´�µ}Ã	Á�¸
a2
µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2¶�Ö

ÌJ´�³�¶nÁ�µ�µ}º�Â2½	°7²�´}²}¼ ½Î¾�¸�Á	´�µ}º7² (
ϑ, β

)
∈ O+ Ë�Á�µ}´�µ}º2µ�¼ É�µ}´�¾�¸�Ã7²}¸�´�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶ v(x) ù ¸�³zÄ2½�´}²�Á	½'×¾�¸�Á	´�µ}º2µ}¾�»�µ�Ä7¸�¸=µ�Â2°2µ}Å�µ	Ë�´�µÓÁ�µ�µ}º�Â2½	°7²�´}²}¼ ½aÄ2ÌT»�µ}Å�µÓ½	¿=°	½'×	�zÑ=W�µ}Å�Â�²'Ëj¾Ú³�½'Ä2É�³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¶Þ´�¸�µ�Ö

º2¸�¼ Àhí'Ë7Ä2ÌT»�²�¶nÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
v(x) ∈ Y

³�´�º2µ}Å�µ£Ê2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°7²Ó°7²
(a1, ξ]

½�½2¼,¸�¸�´Ó°7²=½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸
γ2 = (ξ, a2)

°2¸P»�µ�Ä7¸�¸Pµ�Â2°2µ}Å�µ=Ê	º2µ�³�´�µ}Å�µÍ°	É�Ä2¶�Ñ
kTÉ�³�´�È

u(x)
ÜYÊ	º2µ}½	¿�¾�µ�Ä2È�°	À1¹ÞÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°	À1¹�÷�Ä7¸�¼,¸�°	´Ó¼ °2µ�Ð!¸�³�´�¾#²

Y
½
u(x) > 0

°7²
Γ
Ñ

W�µ}Å�Â�²=½	¿RÄ7¸�¼,¼ ÀÛð!³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë7Ã	´�µÍÂ	Ä2¶qÄ2ÌT»�µ}¹�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	½
v ∈ Y

»}É�Â7¸�´Ø¾�À1Ê2µ�Ä2°2¸�°2µ=°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ
σv(a2 − 0) > 0

ÑJ^gÊ2µ�³�Á�µ�Ä2È�Á	É
v(x) > 0

°7²
x ∈ (a1, ξ]

½�ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶
v(x)

½2¼,¸�¸�´q°7²Í½	°	´�¸�º	¾#²�Ä7¸
γ2
°2¸R»�µ�Ä7¸�¸Pµ�Â2°2µ}Å�µ=Ê	º2µ�³�´�µ}Å�µ=°	É�Ä2¶�Ë'´�µ

v(x) > 0
°7²

Γ
Ñ
B

NT¿Ó´�¸�µ}º2¸�¼hí�½ �n³zÄ7¸zÂ2É�¸�´�Ë�Ã	´�µn¾�³zÄ2É�Ã7²}¸q°2¸�Ê2µ�Â2¾�½	ÐÍ°	À5×ñÁ�µ}°	Ç2µ}¾2Ë�¿�°7²�ÁÔÆRÉ�°	Á	Ç	½	½Õ[�º	½	°7²
¿�²�Â�²�Ã	½aù ���zË�ùéâ��zË2²!¿�°7²�Ã	½	´�Ë7½Ú¸�¸Rµ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µ}°	°2µ�³�´�Ènßáà
�}ã�Ë'°2¸R¿�²�¾�½2³�¶'´Øµ}´ÍÁ�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�µ}¾

ϑ(·) Ë
β(·) ÑReUº	É�Å�½2¼ ½Þ³zÄ7µ}¾#²}¼ ½�Ë�¿�°7²�ÁÞÆRÉ�°	Á	Ç	½	½n¾}Ä2½	¶'°	½	¶�»�²�Ä2Á	½Þ³!É�Ê	º	É�Å�µ}¹�µ}Ê2µ}º2µ}¹Þ¿�²�¾�½2³�½	´Úµ}´qÁ�µ�Ö÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´}²�Ð!¸�³�´�Á�µ�³�´�½nµ}Ê2µ}º	ÀPË	°2µÍ°2¸T°2¸R¿�²�¾�½2³�½	´Øµ}´Ø³�Ê2µ�³�µ�»�²ÍÆR½	Á�³�²�Ç	½	½�¸�¸TÁ�µ}°	Ç2µ}¾2Ñ

I�´�µ}½	´=µ}´�¼,¸�´�½	´�È2Ë	Ã	´�µÍ¸�³zÄ2½q×#µ}´�¶Ó»}À±µ�Â2½	°Ú½	¿TÁ�µ}°	Ç2µ}¾Ø»�²�Ä2Á	½Ó¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶ÓÊ2µ�Â2¾�½	ÐÍ°	Àd¼ ù ³�µ�µ}´}Ö
¾�¸�´�³�´�¾�É�ÌJ·!½	¹ÞÁ�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´

α(·) »�µ�Ä2È�ä�¸Í°	É�Ä2¶	�zË�´�µqÁ�µ}÷�ÆPÆR½	Ç	½2¸�°	´�À ϑ(·) ½ β(·) É�Ð!¸Í»}É�Â2É�´¾}Ä2½	¶'´�ÈR°7²J¿�°7²�Á�µ}¾�Àd¸i³�¾�µ}¹2³�´�¾#²RÆRÉ�°	Á	Ç	½	½=[�º	½	°7²'Ñ ��´�µ}´PÆU²�Á	´TÊ2µ�Â2´�¾�¸�º#Ð�Â�²}¸�´�³zÄ7¸zÂ2É�ÌJ·!½	¹ÍÊ	º	½'Ö
¼,¸�º�Ñ
��� &��
 � ) kTÉ�³�´�È

Γ
Ü ÷�´�µÓ½	°	´�¸�º	¾#²�Ä

(0, 2) ⊂ R
³=ÆR½	Á�³�½	º2µ}¾#²�°	°2µ}¹Ò´�µ}Ã	Á�µ}¹

ξ = 1
ÑÍVP²

Γº7²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼ÕÂ2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°2µ�¸RÉ�º7²�¾�°2¸�°	½2¸£ù ���zË	µ}Ê	º2¸zÂ7¸zÄ2¶	¸�¼,µ�¸PÂ2½2ÆPÆP¸�º2¸�°	Ç	½7²�Ä2È�°	Àd¼Õ¾�À1º7²�Ö
Ð!¸�°	½2¸�¼

L u ≡ uIV
Ë
x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2)

ËJ½±³�µ�µ}´�°2µ}ä�¸�°	½	¶	¼ ½Qùéí��zË�ù � �zËd¾ÎÁ�µ}´�µ}º	À5×
δ = 20

Ñ



��ï <i �������
�� 4��d4

\ ²}³�³�¼,µ}´�º	½2¼ÔÁ	º7²}¸�¾�É�Ìg¿�²�Â�²�Ã	ÉAø

Lu = F (x), x ∈ Γ,

u(0) + 2D3u(0) = 0, u(i)(0) = 0, u(2) = u′(2) = 0,
(13)

¾�Á�µ}´�µ}º2µ}¹
i = 1

½'Ä2½
i = 2

ÑñI�µ}Å�Ä�²}³�°2µÞ´�¸�µ}º2¸�¼,¸�í�½Õ¸�¸Ó³zÄ7¸zÂ7³�´�¾�½	¶	¼1Ë5ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶Î[�º	½	°7²n¿�²�Ö
Â�²�Ã	½ñù�à�í��1¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶�µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µ}°	°2µ}¹�´�µ}Å�Â�²=½�´�µ�Ä2È�Á�µ£´�µ}Å�Â�²'Ë�Á�µ}Å�Â�²Øº2¸�ä�¸�°	½2¸

u0(x)
Á	º7²}¸�¾�µ}¹

¿�²�Â�²�Ã	½
Lu = 0, x ∈ Γ,

u(0) + 2D3u(0) = 1, u(i)(0) = 0, u(2) = u′(2) = 0
É�Â7µ}¾}Ä7¸�´�¾�µ}º#¶	¸�´£°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�É

σu0(2− 0) > 0
Ñ]M�À1Ã	½2³zÄ7¸�°	½	¶ÚÊ2µ}Á'²�¿�À1¾#²�ÌJ´�Ë7Ã	´�µ

u0(x) = C1
(2− x)3

6
+C2

(2− x)2

2
, 1 6 x 6 2;

Å�Â7¸
C1 ≈ 0.13

Ë
C2 ≈ 0.1

Ê	º	½
i = 1

½
C1 ≈ 0.41

Ë
C2 ≈ −0.06

Ê	º	½
i = 2

Ñ
kRµ�³�Á�µ�Ä2È�Á	É

u′′0(2) = C2
ËA´�µ£Ê	º	½

i = 1
¾�À1Ê2µ�Ä2°	¶	¸�´�³�¶�°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ

σu0(2 − 0) > 0
Ë�²ØÊ	º	½

i = 2
Üè°2¸�º7²�¾�¸�°2³�´�¾�µ

σu0(2 − 0) < 0
ÑPI]Ä7¸zÂ7µ}¾#²�´�¸zÄ2È�°2µ	Ë�Ê	º	½

i = 1
ÆRÉ�°	Á	Ç	½	¶�[�º	½	°7²ØÁ	º7²}¸�¾�µ}¹

¿�²�Â�²�Ã	½Îù�à�í���¶'¾}Ä2¶	¸�´�³�¶ÓÊ2µ�Ä7µ�ÐÍ½	´�¸zÄ2È�°2µ}¹ñù ½Úµ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µ}°	°2µ}¹��zËA²�Ê	º	½
i = 2

ÜÝ°2¸�´�Ñ
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