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Аннотация. В данной работе изучаются свойства характеристик колеблемости Сергеева решений
линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка с непрерывными периодиче-
скими коэффициентами. Известно, что верхние (слабые и сильные) показатели колеблемости нулей,
корней, гиперкорней, строгих и нестрогих смен знаков совпадают с верхними частотами Сергее-
ва нулей, корней и строгих смен знаков. Аналогичное свойство имеет место и для всех перечис-
ленных нижних характеристик колеблемости Сергеева. Однако верхние характеристики решений
линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка с ограниченными коэффи-
циентами не всегда совпадают с нижними. В настоящей работе установлено равенство между всеми
характеристиками колеблемости Сергеева на множестве решений уравнения Хилла. Более того, най-
дена эффективная формула, позволяющая их находить и проводить исследование на устойчивость
уравнения Хилла. Кроме того, получена формула, связывающая мультипликаторы уравнения Хилла
с нецелой частотой Сергеева. Найдены необходимые и достаточные условия устойчивости частоты
уравнения Хилла. При доказательстве результатов настоящей работы осуществлялся переход от де-
картовых координат к полярным, благодаря чему для полярного угла получаем уравнение, которое
можно трактовать как уравнение на торе. В качестве вспомогательного результата установлено ра-
венство между числом вращения и частотой уравнения Хилла.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена изучению характеристик колеблемости Сергеева ли-
нейных однородных уравнений с периодическими коэффициентами. При изучении пе-
риодических уравнений удобно перейти от декартовых координат к полярным, причем
для полярного угла получается дифференциальное уравнение, не содержащее поляр-
ного радиуса и периодическое по обеим переменным. Последнее позволяет трактовать
полученное уравнение как уравнение на торе. Известно, что поведение в целом решений
дифференциального уравнения на торе полностью характеризуется числом вращения.
В настоящей работе установлено совпадение числа вращения со всеми характеристика-
ми колеблемости Сергеева уравнения Хилла и найдена формула, позволяющя их вычис-
лять по коэффициенту уравнения. Кроме того, рассмотрены вопросы устойчивости этих
характеристик на множестве уравнений Хилла.

c© 2021 Сташ А. Х.
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2. Определение характеристик колеблемости Сергеева

Рассмотрим множество E 2 линейных однородных уравнений второго порядка

ÿ + a1(t)ẏ + a2(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0;∞),

задаваемых ограниченными непрерывными функциями

a ≡ (a1, a2) : R+ → R
2,

с которыми в дальнейшем и будем отождествлять сами уравнения. Множество всех нену-
левых решений уравнения a ∈ E 2 обозначим через S∗(a). Далее, звездочкой снизу будем
помечать любое линейное пространство, в котором выколот нуль.

Зададим в R
2 евклидову норму

|m| =
√

m2
1 +m2

2, m = (m1,m2) ∈ R
2,

и превратим множество E 2 в топологическое пространство с помощью равномерной нор-
мы

‖a‖ = sup
t∈R+

√

a21(t) + a22(t), a ∈ E
2.

Определение 1 [1–4]. Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая)
смена знака функции y : R+ → R, если в любой окрестности этой точки функция y при-
нимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)
значения.

Для момента t > 0 и функции y : R+ → R введем следующие обозначения:
ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν∼(y, t) — число точек ее нестрогой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке (0, t];
ν∗(y, t) — число ее гиперкратных корней на промежутке (0, t]: при его подсчете каж-

дый некратный корень берется ровно один раз, а кратный — бесконечно много раз.
Далее, для вектора m ∈ R

2
∗ и вектор-функции ψy = (y, ẏ) введем обозначение

να(y,m, t) ≡ να(〈ψy,m〉, t), где α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, 〈ψy(·),m〉 — скалярное произведение.

Определение 2 [1–3, 5, 6]. Верхние (нижние) частоты Сергеева знаков, нулей и
корней любого решения y ∈ S∗(a) при γ ∈ {−, 0,+} соответственно зададим формулами

ν̂γ(y) ≡ lim sup
t→∞

π

t
νγ(y, t)

(

ν̌γ(y) ≡ lim inf
t→∞

π

t
νγ(y, t)

)

,

ν̂γ(y) ≡ lim sup
t→∞

π

t
νγ(y, t)

(

ν̌γ(y) ≡ lim inf
t→∞

π

t
νγ(y, t)

)

.

В случае совпадения какой-либо верхней частоты Сергеева решения y с одноименной
нижней будем называть ее точной и обозначать νγ(y), а если дополнительно выполняют-
ся еще и равенства ν−(y) = ν0(y) = ν+(y), то будем называть такую частоту абсолютной.

Определение 3 [4, 7]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели ко-

леблемости знаков, нулей, корней и гиперкорней любого решения y ∈ S∗(a) при
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α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} соответственно зададим формулами

ν̂α• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim sup
t→∞

π

t
να(y,m, t)

(

ν̌α• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim inf
t→∞

π

t
να(x,m, t)

)

,

ν̂α◦ (y) ≡ lim sup
t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

(

ν̌α◦ (y) ≡ lim inf
t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

)

.

При совпадении сильного или слабого верхнего показателя колеблемости решения y
с одноименным нижним будем называть их точными и обозначать να• (y) или να◦ (y) со-
ответственно, а при совпадении всех его показателей колеблемости — абсолютными.

3. Формулировка основных результатов

Будем изучать уравнение Хилла

ẍ+ p(t)x = 0, t ∈ R+, (1)

в котором p : R+ → R+ есть непрерывная π-периодическая функция. В работах [2, 8, 9]
установлено, что на множестве решений уравнений второго порядка все верхние (как и
нижние) характеристики колеблемости Сергеева совпадают между собой и их спектры
состоят из одного значения. Причем существует решение некоторого уравнения a ∈ E 2,
все верхние характеристики колеблемости которого не совпадают с нижними. Однако,
это неравенство не имеет места на множестве решений уравнения Хилла.

Теорема 1. Для любого нетривиального решения x уравнения (1) все частоты Сер-

геева и показатели колеблемости являются абсолютными и совпадают между собой.

Частоту ω(p) уравнения Хилла (0, p) ∈ E 2 определим как частоту нулей Сергеева
произвольного его ненулевого решения.

Запишем уравнение Хилла в виде системы

ẋ = y, ẏ = −p(t)x. (2)

Пусть f(t) и g(t) решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям

f(0) = 1, ḟ(0) = 0, g(0) = 1, ġ(0) = 0.

Тогда

U(t) =

(

f(t) g(t)

ḟ(t) ġ(t)

)

, U(π) =

(

f(π) g(π)

ḟ(π) ġ(π)

)

— фундаментальная матрица и матрица монодромии системы (2) соответственно. Напом-
ним, что мультипликаторы уравнения (1) — это собственные значения матрицы U(π).

Если ω(p) ∈ Z, то о его мультипликаторах почти ничего сказать нельзя, кроме того,
что они вещественные, а их знак совпадает со знаком (−1)ω(p). В противном случае по
частоте Сергеева однозначно восстаналиваются мультипликаторы уравнения Хилла, как
показывает следующая

Теорема 2. Если частота уравнения Хилла (0, p) ∈ E 2 удовлетворяет условию

ω(p) /∈ Z, то его мультипликаторы равны µ± = e±iωπ.

В работах [2, 8, 9] установлено, что на множестве E 2 каждая из характеристик ко-
леблемости Сергеева является непрерывной в смысле равномерной нормы на полупря-
мой R+. Ниже будет показано, что частота Сергеева уравнения Хилла в некоторых слу-
чаях не будет меняться, несмотря на произвольные, но достаточно малые возмущения.
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Определение 4 [10]. Будем называть частоту ω(p) уравнения Хилла (0, p) ∈ E 2

устойчивой, если для некоторого ǫ > 0 и для любого уравнения Хилла (0, q) ∈ E 2,
удовлетворяющего оценке supt∈R+

|q(t) − p(t)| < ǫ, имеет место равенство ω(q) = ω(p).
В противном случае будем называть частоту ω(p) неустойчивой.

Теорема 3. Если частота уравнения Хилла иррациональна, то она неустойчива.

Теорема 4. Если частота уравнения Хилла рациональна и равна s
k
, а величина

πk
∫

0

xẍ(t)− ẋ2(t)

x2(t) + ẋ2(t)
dt− πs (3)

для любого его решения x имеет один и тот же знак: либо неотрицательный, либо непо-

ложительный, — то частота уравнения Хилла неустойчива.

Теорема 5. Для того чтобы частота ω(p) уравнения Хилла (0, p) ∈ E 2 была устой-

чива, необходимо и достаточно, чтобы она ω(p) = s
k

была рациональна и для некоторых

его решений x, z выполнялось неравенство





πk
∫

0

xẍ(t)− ẋ2(t)

x2(t) + ẋ2(t)
dt− πs









πk
∫

0

zz̈(t)− ż2(t)

z2(t) + ż2(t)
dt− πs



 < 0. (4)

При положительном коэффициенте p частота ω(p) уравнения Хилла (0, p) ∈ E 2 на-
ходится без труда, как показывает

Теорема 6. Если p(t) > 0 на отрезке [0, π], то для уравнения Хилла (0, p) ∈ E 2

выполнено равенство

ω(p) =
1

π

π
∫

0

√

p(τ) dτ.

Некоторые результаты настоящей работы были доложены на научном семинаре по ка-
чественной теории дифференциальных уравнений в МГУ имени М. В. Ломоносова
и анонсированы в [11].

4. Вспомогательные определения и факты

С любым ненулевым решением x уравнения (1) свяжем непрерывно-дифферен-
цируемую функцию ϕ : R+ → R, значение которой в точке t равно некоторому значе-
нию угла, образуемого вектором (x(t), ẋ(t)) с положительным направлением оси абсцисс.
Для этого перейдем в системе (2) от декартовых координат (x, y) к полярным коорди-
натам (r, ϕ) с помощью равенств x = r sinϕ, y = r cosϕ. При этом для полярного угла
получим дифференциальное уравнение

ϕ̇ = cos2 ϕ+ p(t) sin2 ϕ ≡ f(t, ϕ). (5)

В этом уравнении правая часть периодична по обеим переменным

f(t+ π, ϕ) = f(t, ϕ), f(t, ϕ+ π) = f(t, ϕ),

что позволяет рассматривать уравнение (5) как дифференциальное уравнение на торе.
Тор T 2 запишем как произведение двух окружностей T = S1×S2, где S1 и S2 окружности
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длины π; с помощью первой определяются параллели, а с помощью второй — меридианы.
Согласно теории Пуанкаре — Данжуа дифференциальных уравнений на торе, поведе-
ние решений полностью характеризуется числом вращения ρ и некоторым сохраняющим
ориентацию гомеоморфным отображением H окружности на себя (см., например [10,
с. 147–186]).

Нетрудно заметить, что функция f ограничена

|f(t, ϕ)| 6 max{1, |p(t)|} (6)

и удовлетворяет условию Липшица

|f(t, ϕ)− f(t, φ)| 6 (1 + |p(t)|)|ϕ − φ|. (7)

Оцека (6) гарантирует существование при всех t решения уравнения (5), удовлетворя-
ющего любому начальному условию, а условие Липшица (7) обеспечивает единственность
этого решения и его непрерывную зависимость от начальных условий.

Обозначим через ϕ(t, ϕ0) решение уравнения (5), удовлетворяющее начальному усло-
вию ϕ(0) = ϕ0. В силу периодичности функции f найдется такое целое k, что выполня-
ется

ϕ(t, ϕ0 + kπ) = ϕ(t, ϕ0) + kπ.

Поэтому большая часть классической теории Пуанкаре — Данжуа дифференциаль-
ных уравнений на торе переносится и на рассматриваемый нами случай.

Определение 5 [10]. Число вращения ρ дифференциального уравнения (1) (или (5))
определяется следующим образом:

ρ = lim
t→+∞

ϕ(t, ϕ0)

t
, (8)

причем написанный предел существует равномерно по ϕ0.

Замечание. Число вращения ρ уравнения Хилла (1) неотрицательно.

В самом деле. Так как f(t, 0) > 0 при всех t, то ϕ(t, ϕ0) > 0 при ϕ0 > 0 и 0 6 t < +∞.
Поэтому согласно (8) выполнено неравенство ρ > 0.

Лемма 1 (Основная). Частота ω уравнения Хилла (1) совпадает с числом его вра-

щения ρ.

⊳ Так как p(t) > 0 при 0 6 t < +∞, то при любом ϕ0 > 0 функция ϕ(t, ϕ0) возрастает.
При обращении x(t) в нуль ϕ(t, ϕ0) проходит некоторое значение πn, поэтому ν(x, t) ∼

[

ϕ(t,ϕ0)
π

]

при t → +∞, где [a]– целая часть числа a.

Следовательно, для выбранного решения x будем иметь

ω = ν(x) = lim
t→+∞

π

t
ν(x, t) = lim

t→+∞

π

t

[

ϕ(t, ϕ0)

π

]

= lim
t→+∞

ϕ(t, ϕ0)

t
= ρ. ✄

Лемма 2. Если частота Сергеева уравнения (1) рациональна ω = s
k
(k, s ∈ N), то

для некоторого его решения x справедливо равенство

πk
∫

0

xẍ(t)− ẋ2(t)

x2(t) + ẋ2(t)
dt = πs. (9)
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⊳ Ориентированный угол между векторами (x(0), ẋ(0)) и (x(πk), ẋ(πk)) равен
(см. [12])

πk
∫

0

xẍ(t)− ẋ2(t)

x2(t) + ẋ2(t)
dt.

Поэтому равенство (9) на плоскости (t, ϕ) принимает вид

ϕ(πk, ϕ0)− ϕ0 = πs, ϕ0 ∈ [0, π).

Справедливость этого равенства следует из того, что число вращения уравнения (5)
рационально ρ = s

k
и теоремы 10.2 из работы [10, с. 154]. ⊲

5. Доказательства основных результатов

⊳ Доказательство теоремы 1. Вытекает из леммы 1 настоящей работы и [9,
теорема 4]. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 2. Вытекает из леммы 1 настоящей работы и [13,
теорема 3]. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 3. Следует из леммы 1 настоящей работы и [10, лем-
ма 11.1]. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 4. Неравенство (3) на плоскости (t, ϕ) запишется
в виде

∆(ϕ0) 6 0 (или ∆(ϕ0) > 0) (∀ϕ0 ∈ [0, π)),

где ∆(ϕ0) = ϕ(πk, ϕ0)− ϕ0 − πs.
Следовательно, в силу леммы 1 настоящей работы и [10, с. 178, лемма 11.2], приходим

к заключению теоремы 4. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 5. Неравенство (4) означает, что функция ∆(ϕ0) при-
нимает значения разных знаков на полуинтервале [0, π). Далее, для завершения доказа-
тельства применяем лемму 1 настоящей работы и [10, с. 179, теорема 11.2]. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 6. Фиксируем уравнение Хилла (0, p) ∈ E 2 и неко-
торое его нетривиальное решение u. Заметим, что из периодичности и положительности
функции p следуют

+∞
∫

0

√

p(t) dt = +∞,
p
(

t+ c/
√

p(t)
)

p(t)
→ 1

при t → +∞ равномерно на каждом фиксированном ограниченном c-интервале прямой
−∞ < c < +∞.

Следовательно, из [14, с. 411] вытекает эквивалентность функций πν(u, t) и
∫ t

0

√

p(τ) dτ при t→ +∞.
Таким образом, получим

ω(p) = lim
t→+∞

π

t
ν(u, t) = lim

t→+∞

1

t

t
∫

0

√

p(τ) dτ = lim
k→+∞

1

πk

πk
∫

0

√

p(τ) dτ =
1

π

π
∫

0

√

p(τ) dτ. ✄

6. Заключение

В работе проведено исследование показателей колеблемости и частот Сергеева ли-
нейного однородного дифференциального уравнения с непрерывными периодическими
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коэффициентами. Доказана идентичность этих характеристик колеблемости на множе-
стве решений уравнений Хилла, установлена взаимосвязь нецелой частоты уравнения
Хилла с мультипликаторами. Найдены условия, при которых частота уравнения Хилла
не меняется при достаточно малых возмущениях.

А. А. Жукова установила, что число вращения полностью характеризует устойчи-
вость уравнения Хилла. А именно, уравнение Хилла (с различными мультипликатора-
ми) сильно устойчиво (сильно неустойчиво) тогда и только тогда, когда число вращения
есть нецелое (целое) неотрицательное число. Основным недостатком этого результата
является отсутствие алгоритма нахождения числа вращения. Теория характеристик ко-
леблемости Сергеева бурно развивается с 2004 г., но тем не менее до сих пор не было
применений этим характеристикам. Равенство, установленное между числом вращения
и характеристиками колеблемости Сергеева уравнения Хилла, а также формула, поз-
воляющая их вычислить (теорема 6), дает возможность применения на практике этих
характеристик при исследовании на устойчивость уравнения Хилла.

Благодарность. Автор выражает глубокую благодарность профессору И. Н. Сергееву
за постановку задачи и внимание к работе.
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Abstract. In this paper, we study the properties of the Sergeev oscillation characteristics of solutions of
linear homogeneous second-order differential equations with continuous periodic coefficients. It is known that
the upper (weak and strong) oscillation of zeros, roots, hyperroots, strict and non-strict sign changes coincide
with the upper Sergeyev frequencies of zeros, roots, and strict sign changes. A similar property holds for all
of the listed lower characteristics of Sergeev’s oscillation. However, the upper characteristics of solutions of
linear homogeneous second-order differential equations with bounded coefficients do not always coincide with
the lower ones. In the present paper, equality is established between all characteristics of Sergeev’s oscillation
on the set of solutions of the Hill equation. Moreover, we have found an effective formula that allows us
to find them and conduct studies on the stability of the Hill equation. Besides, a formula connecting Hill
equation multipliers with non-integer Sergeyev’s frequencies is obtained. Necessary and sufficient conditions
of the stability of frequency of the Hill’s equation are derived. In proving the results, the transition from
Cartesian coordinates to polar coordinates was carried out, so that for the polar angle we obtain an equation
that can be interpreted as an equation on the torus. As an auxiliary result, equality was established between
the rotation number and the frequency of the Hill equation.

Key words: Hill’s equation, differential equation on a torus, oscillation, number of zeros, exponents
of oscillation, rotation number, Sergeev frequency, multiplier.
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