ZDM 2000/4

Mathematisches Denken
in der Linearen Algebra

Katja Lengnink, Susanne Prediger, Darmstadt

Abstract: Mathematical Thinking in Linear Algebra. How can
first years students learn to think and act mathematically by
learning Linear Algebra? We want to present an approach that
considers reflection of mathematical acting and its connections
to general thinking to be an important part of learning. By under-
standing mathematics as a specific conventionalization of gen-
eral thinking, patterns of general thinking can become the start-
ing point for learning mathematics. This points out the specific
contribution that mathematics can give to describe reality. By ex-
amples of Linear Algebra, we discuss the common ground and
differences between thinking in mathematics and in non-mathe-
matical subjects. Based on this discussion, we analyse why and
how these reflections can be objects of learning.

Kurzreferat: Wie konnen Studierende in den ersten Studi-
ensemestern am Fachinhalt der Linearen Algebra mathemati-
sches Denken und Handeln erlernen? Zu dieser Frage wird
im Folgenden ein Ansatz vorgestellt, der die Reflexion mathe-
matischen Handelns in Hinblick auf seine Verbindungen zu
allgemeinen Denk- und Handlungsweisen als wichtigen Be-
standteil des Lernens versteht. Damit soll zum einen erméglicht
werden, beim Lernen von Mathematik an allgemeine Denk-
und Handlungsmuster anzukniipfen. Zum anderen kann dadurch
das Spezifische mathematischen Denkens als Beitrag zur Welt-
erschlieBung verstanden werden. An den Inhalten der Line-
aren Algebra werden exemplarisch Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede des Denkens innerhalb der Mathematik und in ver-
trauten auBBermathematischen Bereichen diskutiert, um daran an-
schliefend zu iiberlegen, wieso und in welchem Rahmen dies
Gegenstand des Lernens sein sollte.

ZDM-Classification: C35, C45, E20, H65

Hauptziel des Grundstudiums im Fach Mathematik ist
es, sich in das mathematische Denken und Handeln
einzufinden, d.h. die Studierenden sollen lernen, Mathe-
matik zu betreiben. Diese innermathematische Soziali-
sation findet vorwiegend in den ersten beiden Studi-
ensemestern statt, in denen die Fachinhalte der Linearen
Algebra und der Analysis im Zentrum stehen. Um dem
Lernziel “Mathematik betreiben lernen” als iibergreifendes
Ziel des Grundstudiums gerecht werden zu konnen, sind
als Grundlage didaktische Analysen notwendig, die mathe-
matisches Handeln in den Mittelpunkt stellen. Fiir Schul-
und Hochschulmathematik ist in diesem Zusammenhang
schon einiges zu den Gebieten Analysis, Geometrie und
Arithmetik publiziert worden (stellvertretend seien hier
Fischer 1976, Neubrand 1990a und 1990b, Hefendehl-
Hebeker 1997 und Wittmann 1987 genannt). Fiir die Line-
are Algebra, die im Allgemeinen sowohl im Lehramt- als
auch im Diplomstudiengang fast die Halfte des Stunden-
umfanges in den ersten beiden Semestern ausmacht, ist
in der didaktischen Literatur jedoch nicht viel zu finden,
das auf eine Einfiihrung in mathematisches Handeln
abzielt. Deshalb haben wir uns die Frage gestellt, welche
mathematischen Denk- und Handlungsweisen am Fach-
inhalt der Linearen Algebra exemplarisch besonders gut
gelernt werden konnen, wie diese beim Erlernen der Line-
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aren Algebra helfen konnen und wie ein Transfer auf
andere mathematische Teilgebiete und auf allgemeines
Denken unterstiitzt werden kann. Neben dem effizien-
teren Lernen von Mathematik ist unser Vorhaben da-
rauf gerichtet, durch den angestrebten Vergleich Mathe-
matik sinnbezogener lehren und lernen zu kdnnen, was
einen wichtigen Beitrag zur mathematischen Bildung lei-
sten wiirde. Unsere Analysen und Ansétze fiir die Lehrver-
anstaltungen an der TU Darmstadt mochten wir in diesem
Beitrag zur Diskussion stellen. Es sei betont, dass es uns
dabei nicht um eine Diskussion der Linearen Algebra
und ihrer Fachinhalte als Ganzes geht, sondern um den
beschriebenen Teilaspekt der Denkhandlungen.

Dazu soll zunichst im ersten Abschnitt unser besonderer
Fokus auf mathematische Denkhandlungen grundsétzlich
erlautert werden, bevor im zweiten Abschnitt einige
fiir die Lineare Algebra zentrale Denkhandlungen und
ihre Beziehungen zum allgemeinen Denken exemplarisch
analysiert werden. Der dritte Abschnitt stellt kurz methodi-
sche Ansdtze vor, wie sich die Aspekte der im zweiten
Abschnitt vorgestellten Analyse als Lerninhalte vermitteln
lassen.

1. Mathematisches Denken und Handeln

— Der Grundansatz

Die Frage, wie der Prozess des mathematisch Denken
und Handeln Lernens durch die Lehre unterstiitzt wer-
den kann, ist bereits vielféltig in der Mathematikdidaktik
angesprochen worden. Schon Hans Freudenthal hat auf die
Notwendigkeit hingewiesen, Mathematik als Tétigkeit und
nicht als ein Fertigprodukt zu lehren und zu lernen (1973,
S.106—124). Das von ihm formulierte didaktische Prinzip
der Nacherfindung ist heute in vielfdltigen Forschungsar-
beiten und praktischen Anleitungen zum Entdeckenden
Lernen in der Mathematik weitergefiihrt worden (vgl. etwa
Winter 1989, Wittmann 1991)

Doch was macht eigentlich die Téatigkeit Mathematik
aus? Wie betreiben die Mathematiker ihre Wissenschaft?
Wie wird mathematisches Wissen aufgebaut? Als einer
der ersten hat sich Georg Polya mit diesen Fragen
beschiftigt und Strategien zum Problemlésen formuliert
(1949) sowie den Unterschied zwischen fertiger Mathe-
matik und Mathematik als Tétigkeit am Beispiel des Be-
weisens durch das Gegensatzpaar demonstratives Schlief3en
(Beweisen) und plausibles Schlieen (Erraten) ausgefiihrt
(1975). Sein Ansatz des Problemlosens im Mathematikun-
terricht ist vielfdltig weitergefithrt und auf der Grund-
lage lernpsychologischer Forschung ausgebaut worden
(zur Lernpsychologie s. Lompscher 1972, spezieller fiir
das Mathematiklernen siehe etwa Bauer 1978, Mathematik
Lehren 1992 und Glatfeld 1990).

Mit diesen Ansdtzen, Mathematik als Tatigkeit zu
lehren und zu lernen, ist ein bestimmtes Bild von
der Wissenschaft Mathematik verbunden, das Reuben
Hersh als “humanistisch” bezeichnet (1997). Er ver-
steht dabei Mathematik als eine menschliche Aktivitit,
d.h. von Menschen gemacht und somit als sozial-
kulturelles, historisches Phanomen. Dabei greift er auf eine
philosophische Position zum Erwerb mathematischen Wis-
sens zuriick, die Philip Kitcher wie folgt beschreibt:
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“First we originally acquire much of our mathematical knowl-
edge from teachers, on whose authority we accept not only
basic principles but also conceptions of the nature of mathe-
matical reasoning. Second, some of this knowledge is acquired
with the help of perceptions. Our early training is aided by
the use of rods and beads; later we appeal to diagrams. Third,
mathematics has a long history. The origins of mathematical
knowledge lie in the practical activities of Egyptians and
Babylonians (or, perhaps, people historically more remote).”
(Kitcher 1984, S.92)

Mathematisches Denken und Handeln beruht aus dieser
Sicht auf allgemein menschlichen Grundaktivititen, die
in der Mathematik in ganz spezifischer Weise zum Wis-
senserwerb eingesetzt werden. Als solche praktischen Ak-
tivitdten benennt Kitcher Collecting, Combining, Separat-
ing, Correlating und Measuring.

Das deckt sich auch mit der Auffassung der Ethnomathe-
matik, in der u.a. analysiert wird, welche mathematischen
Grundaktivititen liber kulturelle Grenzen hinweg allge-
mein als Grundlage mathematischen Denkens angese-
hen werden konnen (vgl. Bishop 1988). Diese Grundak-
tivitdten werden als tiberkultureller Ausgangspunkt dessen
verstanden, was sich in den einzelnen Kulturen an unter-
schiedlichen (vor-) mathematischen Denkweisen, Begrif-
fen und Ideen herausgebildet hat. Die westliche Mathe-
matik wird als eine Auspridgung dieser Weiterentwick-
lungen begriffen. Der Gedanke, dass die mathematischen
Vorgehensweisen sich aus diesen Grundaktivititen auf
spezifische Weise ausgeformt haben, wird von Bishop als
so zentral angesehen, dass er die Forderung erhebt, das
Curriculum fiir den Mathematikunterricht an den Grund-
aktivititen zu orientieren.

Auch wir halten diese allgemeinen mathematischen
Grundaktivititen, die wir als allgemeine Denkhandlungen
bezeichnen wollen, fiir zentral beim Erwerb mathemati-
schen Wissens und machen dabei fiir die unterschiedlichen
Niveaustufen des Mathematiklernens (Schule, Hochschule
im Haupt- oder Nebenfach) keinen qualitativen Unter-
schied. Denn wie sollte man Mathematik betreiben, wenn
nicht unter Riickgriff auf allgemeine Denkweisen, die
einem aus anderen Zusammenhdngen vertraut sind und
niitzlich erscheinen. Jedoch stimmen wir damit nicht un-
eingeschrankt der von Hans Werner Heymann formulierten
Kontinuitdtsannahme zu, dass das mathematische Denken
eine systematische Fortschreibung des Alltagsdenkens
darstelle und das Lernen desto groflere Erfolgschancen
habe, je weniger die Lernenden zwischen ihrem Alltags-
denken und der Mathematik eine Kluft empfinden (Hey-
mann, 1996, S.224).

Stattdessen soll hier ein Ansatz vorgestellt werden, wie
im Lernprozess die allgemeinen Denkhandlungen, die fiir
das Betreiben von Mathematik (hier speziell Linearer Al-
gebra) zentral sind, aufgespiirt und thematisiert werden
kénnen. Dabei soll insbesondere erlebbar werden, dass
sich die fiir die Mathematik zentralen Denkhandlungen
aus allgemeinen Denkhandlungen in ganz spezifischer
Weise ausformen und konventionalisieren, sich somit
also von den Denkhandlungen des Alltags oder anderen
aullermathematischen Bereichen unterscheiden. Gerade
die Reflexion des mathematischen Tuns in seinen Gemein-
samkeiten und Unterschieden zum allgemeinen Denken
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und Handeln leistet u.E. einen unverzichtbaren Beitrag zur
Einfithrung in eigenes mathematisches Denken und Han-
deln bei den Lernenden. Eine sicherlich nicht vollstindige
Liste solcher Denkhandlungen ist in der Tabelle auf der
nichsten Seite mit Beispielen angefiihrt. Dabei geht es
uns nicht um eine trennscharfe und vollsténdige Klassi-
fikation, sondern darum, zur Illustration des hier Disku-
tierten ein mogliches Spektrum aufzuzeigen, wie es etwa
in unserer Veranstaltung zum Tragen kam.

Viele Vertreter der Mathematikdidaktik haben bereits
fiir die Schule betont, wie wichtig es ist, mathematisches
Handeln an alltdgliche Denkformen und Handlungsweisen
anzubinden (s. z.B. Heymann 1996, Winter 1972, Schwei-
ger 1982). Eine solche Anbindung ist auch fiir die
Hochschule interessant, denn unter Riickgriff auf alltdg-
liche Denkhandlungen kann die Mathematik besser lern-
bar gemacht werden: Ist man sich beim Lernen der
Unterschiede und Gemeinsamkeiten der eigenen inner-
und auBlermathematischen Vorgehensweisen bewusst, so
wird auf dieser Grundlage ein gezielterer Umgang mit
mathematischen Begriffen und Denkweisen moglich. Die
Bedeutung der dazu notwendigen Metakognition ist von
verschiedenen Autoren immer wieder hervorgehoben wor-
den (vgl. Sjuts 1999, S.42-44)

Dariiber hinaus kann durch eine Anbindung des mathe-
matischen Handelns an allgemeine Denk- und Vorge-
hensweisen im Lernprozess erfahrbar gemacht werden,
wie mathematische Denk- und Handlungsweisen in lebens-
weltlichen Zusammenhéngen fruchtbar gemacht werden
konnen. Damit wird der grundlegenden Forderung Hey-
manns an einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht
Rechnung getragen, die Schiiler sollen erfahren kdnnen,
“dall und wie sich Mathematik als “Verstérker’ ihres All-
tagsdenkens einsetzen 146t” (Heymann 1996, S.206).

Eine solche Erfahrung kann dazu beitragen, daf3 die Ler-
nenden die zu erwerbenden Kompetenzen als subjektive
Bereicherung empfinden und sich die Denkweisen wirk-
lich zu eigen machen. Dadurch kann Mathematiklernen
iiber das Fach hinaus zur Personlichkeitsbildung beitra-
gen.

Ein Transfer von mathematischen Denk- und Hand-
lungsweisen auf andere Wissensgebiete findet jedoch
keineswegs von selbst statt, sondern er muss explizit
Gegenstand des Lernens sein (zum Transferproblem s.
etwa Lenné 1975, S.114-154). Deshalb hat Heymann
die Bedeutung einer systematischen Vernetzung zwischen
Mathematik und allgemeinem Denken fiir die Ausbildung
einer Transferfahigkeit deutlich hervorgehoben:

“Wenn es um einen Briickenschlag zwischen mathematischem
und alltdglichem Denken geht, muf3 dieser Briickenschlag in
der Vernetzung der thematisierten Inhalte bereits angelegt sein.
Daher ist eine Mathematik, die sich — von den Schiilern aus
gesehen — mit ihrem iibrigen Leben verbinden 148t, fiir die Ent-
wicklung einer allgemeinen Denkféhigkeit vielversprechender
als solche, die hauptséchlich aus innermathematischen Griinden
interessant ist.” (Heymann 1996, S.241)
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Zentrale Denkhandlungen in der Linearen Algebra und
ihre Beziehung zum allgemeinen Denken (Beispiele)

® Formalisieren und Automatisieren: Standardisierung von Beschreibungen

o Mit Hilfe der formalen Sprache der Mathematik; dadurch wer-
den Situationen besser kommunizierbar, Symbole konnen in-
terpretationsfrei gebraucht und automatisierbar weiter verar-
beitet werden

® Beispiel: Beschreiben von Listen und Tabellen durch Ma-
trizen; darauf basierend konnen lineare Gleichungssysteme

mit dem GaufB’schen Algorithmus bearbeitet werden

o Mit Hilfe konventionalisierter Sprachmittel aus dem All-
tag; dadurch werden Situationen besser kommunizierbar und
Handlungsanweisungen klarer, wobei stets Spielrdume fiir In-
terpretationen bleiben

® Beispiele: Schrittnotationen beim Tanzen, um Choreographien
festzuhalten oder ohne Lehrperson einen Tanz erlernen zu

konnen; besonders ausgefeilt ist die Notensprache der Musik

® Vergleichen und Zusammenfassen: Sortieren von Einzelfillen nach Ahnlichkeit und Abstrahieren vom Einzelfall durch Vergrobern mit

dem Ziel der Komplexititsbewaltigung

® Formalisieren von Vergleichbarkeit durch (transitive und sym-
metrische) Aquivalenzrelationen; Zusammenfassen von Ob-
jekten zu Aquivalenzklassen, die aufgrund der Definition der
Aquivalenzrelation stets disjunkt werden

® Beispiel: Ahnlichkeit von Matrizen: zueinander dhnliche Ma-
trizen werden als verschiedene Darstellungen derselben line-
aren Abbildung gedacht; beim Vergrobern wird die Wahl guter
Reprisentanten fiir die Klassen entscheidend, z.B. Jordan-
Normalform

® Vergleichbarkeit bzw. Ahnlichkeit ist weder notwendig tran-
sitiv noch symmetrisch (s. Teil 2); zusammengefasste Klassen
somit auch nicht unbedingt disjunkt

® Beispiele: Vergleichen in Bezug auf bestimmte Merkmale, z.B.
die Ahnlichkeit innerhalb einer Familie; Zusammenfassen bei
Begriffsbildungen im Alltag, Krankheitsbilder in der Medi-
zin; beim Vergrobern werden oft Prototypen zum Verdeut-
lichen der in den einzelnen Klassen zusammengefassten Ob-

jekte angefiihrt

® Ordnen und Klassifizieren: Verschaffen eines Uberblicks zum Strukturieren von Wissensbereichen im Sinne einer Theoriebildung

® Ordnen nach dem Grundprinzip der formalen Herleitbarkeit
bei mathematischer Theoriebildung allgemein; Ordnen nach
anderen Kriterien, etwa dem Prinzip der Erzeugbarkeit in der
Linearen Algebra

® Beispiel: Ordnungsprinzip der Erzeugbarkeit beim Dreispie-
gelungssatz zur Klassifizierung der Bewegungen der Ebene

® Ordnen auf der Basis vielfiltiger Prinzipien, die eng mit dem
Zweck der angestrebten Klassifikation zusammenhéngen

® Beispiele: Verwandschaftsgrad als Ordnungsprinzip der biolo-
gischen Taxonomie zum Schliefen auf mogliche Abstam-
mungsbaume; Typisierungen in der Medizin und in der Psy-
chologie in Bezug auf vergleichbare Behandlungsstrategien

® Analysieren und Charakterisieren: Erfassen von Situationen mit moglichst wenigen und gut messbaren Beschreibungsmerkmalen zum

Treffen von Aussagen/Prognosen

® Suche nach Merkmalen, die die untersuchte Eigenschaft bzw.
den untersuchten Sachverhalt implizieren und im Fall des
Charakterisierens sogar dquivalent beschreiben; Suche nach
Beschreibungsinvarianten

® Beispiele: Symmetrie einer Matrix impliziert Diagonalisier-
barkeit; Diagonalisierbarkeit ist dquivalent zur Gleichheit
von algebraischer und geometrischer Vielfachheit der Eigen-
werte; Determinante, Spur und Rang einer Matrix sind invari-
ant unter Ahnlichkeitstransformationen; Langentreue unitirer

Abbildungen

® Suche nach moglichst einfachen, gut feststellbaren charak-
teristischen Merkmalen zur Beschreibung von Situationen,
meist in Verbindung mit dem Wunsch, die Situation mit an-
deren vergleichen und daraus Prognosen ableiten zu konnen;
vollstindige Charakterisierung oft nicht moglich

® Beispiele: biologische Bestimmungsbiicher arbeiten mit charak-
terisierenden Merkmalen fiir Arten; in der Medizin entwickel-
te Tests als Indikatoren fiir bestimmte Krankheiten; Markt-
analysen mithilfe von wirtschaftswissenschaftlichen Kenn-
grofen; Risikoparameter z.B. bei der Einstufung von Fahrzeu-

gen in Versicherungspramienklassen

® Erzeugen und Aussondern: Suche nach effektiven Beschreibungsweisen, zum einen durch erzeugende Grundbausteine, zum anderen durch

Aussonderungskriterien

® Erzeugungsprozess kann durch algebraische Erzeugungs-
operationen genau beschrieben werden; Ubergang vom Beschrei-
ben durch Aussondern zum Beschreiben durch Erzeugen z.B.
beim Lésen von Linearen Gleichungssystemen

® Beispiele: Erzeugen aller Elemente eines Vektorraums aus Ba-
siselementen; Basissatz fiir lineare Abbildungen (ermdglicht
Matrizendarstellung); Beschreiben von Mengen durch das
Angeben von Aussonderungsbedingungen

® Erzeugungsprozess hat nicht-formalisierbare Anteile die meist
mit Kreativitét zu tun haben; Beschreibungswechsel wichtiges
Prinzip, wenn auch weniger zwischen Erzeugen und Ausson-
dern

® Beispiele: Erzeugen von Abfahrtszeiten im Busfahrplan;
Erzeugen einer Tanzfigur aus den Teilschrittfolgen beim
Tanzen; Bauen eines Hauses aus Steinen. Aussondern beim
Begriftebilden: Menge von Gegenstinden wird durch Merk-
male beschrieben; Beschreibungswechsel z.B. zwischen Bii-

chertiteln und ISBN-Nummern

® Verallgemeinern und Konkretisieren: Suche nach allgemeineren Prinzipien, um Spezielles besser verstehen und einordnen zu koénnen;

Konkretisieren, um Allgemeines am Beispiel klarzumachen

® Beim Verallgemeinern werden Einzelfille auf allgemeine
GesetzmaBigkeiten hin untersucht, um iibergreifende Sitze zu
gewinnen; diese miissen im Beweis deduktiv gesichert wer-
den; Konkretisieren durch Betrachten von Spezialfillen, fiir
die Aussagen aus dem allgemeinen Fall abgeleitet werden
konnen, d.h. im Sinne des Spezialisierens

® Beispiele: Diagonalisierbarkeit von Matrizen fiir den Spezial-
fall n verschiedener Eigenwerte wird auf den allgemeinen Fall
der Gleichheit von algebraischer und geometrischer Vielfach-

heit der Eigenwerte verallgemeinert

® Beim Verallgemeinern werden Einzelfille auf allgemeine
Prinzipien untersucht, um iibergeordnete Aussagen zu gewin-
nen; der Prozess muss im Sinne der Validitdt und Reprasenta-
tivitat abgesichert werden; Konkretisieren durch das Angeben
von Beispielen, die diese allgemeinen Prinzipien verdeutlichen
konnen

® Beispiele: Jegliches Generalisieren von Erfahrungen; Ver-
allgemeinern von Handlungsprinzipien in der Medizin, um
fiir den Spezialfall zu einer Behandlungsstrategie zu kommen;
Verfahren zur Ermittlung der Einschaltquoten beim Fernsehen,
Wahlprognosen, statistische Untersuchungen; Konkretisieren
allgemeiner Aussagen der Politik an spezifischen Lebenssi-
tuationen von Personen (z.B. Familien mit Kindern werden

steuerlich entlastet)
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Will man dem in der Didaktik immer wieder betonten
Transferproblem innermathematischer Denkweisen und
Handlungen auf andere mathematische und auBermathe-
matische Sachzusammenhédnge Rechnung tragen, so ist
es von entscheidender Bedeutung, nicht nur ein Know
How bei den Lernenden zu fordern, sondern auch ins-
besondere ein reflektorisches Wissen iiber die Fragen
und die mdglichen Antworten sowohl innerhalb der
Mathematik als auch in Bezug auf ihre Anwendbarkeit
auf lebensweltliche Probleme anzustreben. Mit dieser
Forderung nach Reflexion des mathematischen Tuns im
Lernprozess schlieen wir uns Michael Neubrand an, der
betont, dass ein Aufbau eines angemessenen Mathematik-
bildes, und das trifft auch auf den Erwerb einer mathe-
matischen Handlungsfahigkeit zu, nur dann erreicht wer-
den kann,” wenn im Unterricht explizit tiber Mathematik
reflektierend gesprochen wird” (Neubrand 1990b, S. 66).
Ein blofles Abarbeiten mathematischer Fachinhalte, wie es
an der Hochschule hiufig anzutreffen ist, reicht jedenfalls
nicht aus.

Um einer Reflexion mathematischen Handelns im Lern-
prozess Raum zu geben, fordert Neubrand eine stérkere
Betonung des “Sprechens iiber Mathematik”. Da sich
ein solches Sprechen iiber Mathematik auf sehr unter-
schiedlichen Ebenen abspielen kann, hat er diese Ebenen
genauer spezifiziert und damit einen Uberblick geschaffen
iiber verschiedene, ineinandergreifende Reflexionsniveaus
und deren mdgliche Fragestellungen:

“— Wissenschaftstheoretische Ebene

— Wesen, Eigenart, Typen (mathematischen) Wissens

— Vorstellungen tiber die Entstehung der Wissenschaft

— usw.

— Ebene des Hinterfragens mathematischen Arbeitens

— Ist ein Problem ‘zufriedenstellend’ gelost?

— Was ist ein Beweis?

— Akzeptanz von Beweisen

— Leistet eine Definition das, was sie soll?

— Beziehungen zwischen Definitionen und Beweisen

— Spannungsverhiltnis zwischen abstrakt und konkret

— Versténdnis und Rolle mathematischer Modelle
fiir Anwendungssituationen
— usw.
— Ebene des ‘bewulten Handwerkens’
— Gezielter Einsatz heuristischer Strategien
— Beweistechniken
— Spannungsverhéltnis zwischen mathematischem
Schliefen und Alltagsdenken
— Bewulter und verniinftiger Gebrauch von Plau-
sibilitdtsiiberlegungen

— usw.

— Ebene des Wissens iiber mathematische Gegenstinde

(Objektebene)

— Konventionen, Resultate, Fakten, etc.

— In sich abgeschlossene Theorien

— Ist ein Beweis korrekt?

— usw.” (Neubrand 1990b, S. 66)
Dabei kann “die jeweils oberhalb stehende Ebene als eine
Plattform fiir Reflexionen iiber die Inhalte der unterhalb
stehenden Ebene” (Neubrand 1990b, S. 67) betrachtet wer-
den. So wird etwa auf der Ebene des “bewufiten Hand-
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werkens” iiber die Hilfsmittel gesprochen, die es gestat-
ten, Probleme innerhalb des Objektbereiches anzugehen.
Umgekehrt muss die unterste Ebene den konkreten Stoff
fiir die Auseinandersetzung mit den verschiedenen hand-
werklichen Methoden liefern.

Ein Grofteil der Veranstaltungen zur Hochschulmathe-
matik geht im Allgemeinen iiber die Ebene des Wis-
sens iiber mathematische Gegenstinde, also iiber die ex-
plizite Vermittlung von Definitionen, Sitzen und Be-
weisen nicht hinaus (unsere diesbeziiglichen eigenen Er-
fahrungen scheinen zumindest nach Sichtung der géngigen
Lehrbiicher verallgemeinerbar). Im Gegensatz zum Mathe-
matikunterricht an den Schulen, in dem oft zumindest
gewisse Techniken und Vorgehensweisen thematisiert wer-
den, wird schon die Ebene des “bewufiten Handwerkens”,
also etwa der gezielte Einsatz heuristischer Strategien oder
Beweistechniken, in den Grundvorlesungen selten ange-
sprochen. Stattdessen werden géngige Vorgehensweisen
der Mathematiker allenfalls implizit durch Vormachen und
Nachahmen vermittelt. Die beiden oberen Reflexionsebe-
nen werden fast nie erreicht.

Dagegen ist die Thematisierung der Denkhandlungen,
wie sie in der von uns betreuten Linearen Algebra versucht
wurde, im Wesentlichen auf den beiden mittleren Ebenen
anzusiedeln. Basierend auf Faktenwissen, bewegt sie sich
vor allem auf der Ebene des “bewullten Handwerkens”,
wobei sie insbesondere den Punkt “Spannungsverhiltnis
zwischen mathematischem Schliefen und Alltagsdenken”
auf das Spannungsverhiltnis zwischen mathematischem
Denken und Alltagsdenken allgemein erweitert. Eine
solche Reflexion hilft dabei zu kldren, wie sich allge-
meine Denkhandlungen in der Mathematik ausformen und
ermoglicht somit, die “mathematische Brille” besser zu
verstehen, durch die wir die Welt im Rahmen von mathe-
matischen Modellbildungen anschauen. Sie leistet so auch
einen wichtigen Beitrag auf der Ebene des “Hinterfra-
gens mathematischen Arbeitens”. Von dort ist ein Aus-
blick auf die “wissenschaftstheoretische Ebene” moglich,
der das Wesen mathematischen Denkens, seine Wirkungen
in lebensweltlichen Handlungszusammenhéngen sowie die
Ziele und Geltungsanspriiche mathematischen Tuns zum
Thema hat. Fiir all dies ist es selbstverstidndlich notwendig,
ein solides Wissen iiber mathematische Gegenstinde als
Grundlage der Reflexion zu haben. Andererseits hilft
u.E. die Reflexion der oberen Ebenen auch beim ganz
konkreten Wissenserwerb, da sie den notwendigen Orien-
tierungsrahmen zur Strukturierung des Wissens liefert.

Schon durch diese erste Einordnung wird deutlich, dass
wir fiir unseren Ansatz auf den einzelnen Ebenen an-
dere Schwerpunkte setzen wollen, wobei insbesondere
die bei Neubrand nur in einzelnen Punkten auftauchende
Beziehung zwischen Mathematik und Welt auf allen Ebe-
nen stérker in den Mittelpunkt riickt. Damit kommt die im
Rahmen mathematischer Bildung zentrale Frage nach Sinn
und Bedeutung der Mathematik stirker in den Blick. Mit
einer solchen Verschiebung liefert die Einteilung jedoch
ein flir uns sehr instruktives Raster.

Ergénzt werden miissen die Neubrandschen Ebenen aus
unserer Sicht um eine weitere Dimension, die Bauer als
Selbstreflexion bezeichnet: die Reflexion iiber die Bedeu-
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tung des Gegenstandes Mathematik fiir die eigene Person
(1988, S.247-248). Dabei ist Reflexion fiir ihn allgemein
die “Zuriickwendung des Denkens auf das Gedachte oder
das Denken selbst” (S.213). Mit Selbstreflexion meint er,
dass die Lernenden nicht nur den Gegenstand begreifen,
sondern auch sich selbst in ihrem Gegenstandsbezug:

“In der Gegenstandsreflexion verschafft sich der Schiiler
Klarheit iiber die Struktur des Gegenstands und iiber seine
objektive Bedeutsamkeit. In der Selbstreflexion iiber eigene
Fahigkeiten im Umgang mit dem Gegenstand, iiber Motive,
deretwegen er sich mit ihm beschiftigt, iber Orientierungen,
welche die Beschiftigung mit dem Gegenstand fiir das eigene
Handeln in der Gesellschaft vermittelt.” (Bauer 1988, S.247)

Um die Selbstreflexion der Lerenden anzuregen und zu
unterstiitzen, soll die Lehrperson versuchen, die Mathe-
matik im Unterricht so zu présentieren, dass sie fiir die
Lernenden von subjektiver Relevanz ist:

“Der Schiiler mu3 positive Wirkungen seines Handelns im
Mathematikunterricht sehen bzw. spiiren. Der Lehrer muf3 dem
Schiiler dabei helfen, mathematische Aktivitdten und Leistun-
gen als potentiell eigene Fahigkeiten zu erkennen und in mathe-
matischen Begriffen und Verfahren eigene Denkansétze und
Denkmuster wiederzuentdecken.” (Bauer 1988, S.247)

Bauers Argumentation, die Lernenden koénnen die Be-
deutung der Mathematik fiir sich selbst dann besser er-
fahren, wenn sie die eigenen Denkmuster und Denkansétze
in den mathematischen Verfahren wiederfinden, ist ein
weiterer gewichtiger Grund fiir den Ansatz, die mathe-
matischen Denkhandlungen als spezifische Ausformung
allgemeiner Denkhandlungen zu thematisieren. Hierdurch
konnen die Lemenden erfahren, wieweit Analogien zwi-
schen ihrem Denken in allgemein lebensweltlichen Berei-
chen und mathematischem Denken bestehen und wie
sie dies beim mathematischen Handeln fruchtbar machen
konnen, wie sie aber andererseits auch die Mathematik zur
Losung lebensweltlicher Probleme heranziehen konnen.
Dadurch konnen die mathematischen Denkweisen als
sinnvolle Kompetenzen erfahren werden, die fiir die Ler-
nenden eine subjektive Bereicherung darstellen.

2. Mathematische Denkhandlungen in der Linearen
Algebra — Exemplarische Analysen

Die Reflexion mathematischer Denkhandlungen ist, wie
oben ausgefiihrt wurde, u.E. zentral fiir den Erwerb
mathematischer Handlungsféhigkeit. Um mathematische
Denkhandlungen auf den unterschiedlichen Ebenen im
Lernprozess thematisieren zu konnen, muss zunéchst
sorgfiltig analysiert werden, wie sie untereinander und
mit allgemeinen Denkhandlungen in Beziehung stehen,
d.h. was von dem allgemeinen Denken in der Mathe-
matik konventionalisiert wird und wie sich aber anderer-
seits mathematisches Denken vom Denken auflerhalb der
Mathematik unterscheidet. Da die Lineare Algebra in
mathematisches Denken und Handeln einfiihren soll, wer-
den hier exemplarisch einige in der Linearen Algebra
zentrale Denkhandlungen untersucht, wobei wir mit den
drei Denkhandlungen Vergleichen, Zusammenfassen und
Vergrobern beginnen. Wie die hier vorgestellte Analyse,
die sich zunichst an die Lehrenden richtet, zum Inhalt
des Lernens werden kann, werden wir im darauffolgen-
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den Abschnitt diskutieren.

2.1 Vergleichen, Zusammenfassen und Vergrobern
Grundlegende Denkhandlungen, sowohl in der Mathe-
matik als auch auBerhalb, sind das Vergleichen und

Zusammenfassen von Objekten nach gewissen Ahn-

lichkeitsmerkmalen. So vergleicht man etwa im Alltag

Menschen hinsichtlich ihres Alters und betrachtet sie als

bzgl. ihres Alters gleichwertig, wenn sie gleichaltrig sind.

Sie konnen dann in einer Altersgruppe zusammengefasst

werden. Durch solches Vergleichen und Zusammenfassen

kann man uniibersichtliche Mengen fiir bestimmte Zwecke
ordnen und sich so einen besseren Uberblick iiber die

Gegenstdnde verschaffen.

Um solche Beziehungen der Gleichwertigkeit mit Hilfe
der Mengensprache mathematisch fassen zu konnen,
definiert man den Begriff der Aquivalenzrelation als Re-
lation (d.h. als Teilmenge der Menge aller Paare), die die
Eigenschaften Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitit
erfiillt. Die folgenden grundlegenden Beispiele spielen im
Aufbau der linearen Algebra eine wichtige Rolle:

— Eine wichtige Gruppe von Aquivalenzrelationen hat
man auf den natiirlichen Zahlen durch die Bedingung
“bildet bei Division durch n denselben Rest”. Man
definiert also

R, :={(x,y) € N x N|z — y ist durch n teilbar}.

— Matrizen, die sich durch Basistransformation ineinan-
der iiberfiihren lassen, heiflen dhnlich.

— Ausgehend von einem Untervektorraum U (z.B. einer
Ebene U durch den Ursprung im R?) werden jeweils
diejenigen Elemente des Vektorraumes V' als dquivalent
bzgl. U bezeichnet, die in einem zu U parallelen affinen
Teilraum (d.h. in einer zu U parallelen Ebene) liegen.

— Beschreibt man Bewegungen der Ebene mit Hilfe von
Matrizen durch Zuordnungsvorschriften der Form x —
Az +t, wobei A eine orthogonale 2 X 2-Matrix mit
Determinante 1 und z,¢ € R? sind, so kann man zwei
Bewegungen als dquivalent bezeichnen, wenn sie bzgl.
derselben Basis durch die gleiche Matrix A beschrieben
werden.

Die Denkhandlung des Vergleichens wird durch das in

Relation setzen formalisiert, wobei aufgrund des mengen-

sprachlichen Ansatzes die eigentlichen Merkmale, bzgl.

derer man vergleicht, oft in den Hintergrund treten und
nur noch die Paare von Objekten angegeben werden, die
in Relation stehen. Dadurch wird die Mdglichkeit des

Vergleichens bzgl. Ahnlichkeitsmerkmalen innermathe-

matisch rein extensional, wodurch man sich vom allge-

meinen Denken 16st.

Weitere einschridnkende Veranderungen ergeben sich
beim Mathematisieren der allgemeinen Denkhandlung
Vergleichen durch die geforderten Eigenschaften einer
Aquivalenzrelation: Durch die Forderung von Symmetrie
und Transitivitit wird die Mathematisierung von Ahn-
lichkeiten erheblich eingeschréinkt, denn wie Tversky auf
der Grundlage psychologischer Untersuchungen festhilt,
sind die Ahnlichkeitsurteile der Menschen im Allgemeinen
weder symmetrisch noch transitiv. Dies ldsst sich an ein-
fachen Beispielen deutlich machen, so betont Tversky
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etwa im Hinblick auf die Symmetrie: “We say, ‘an ellipse

is like a circle’, not ‘a circle is like an ellipse’.” (Tversky

1977, S.328).

Die genauere Analyse solcher Unterschiede zwischen
dem Vergleichen nach Ahnlichkeiten im Allgemeinen
Denken und der mathematischen Definition von Aquiva-
lenzrelationen im Lemprozess erdffnet den Lernenden
einen Einblick in die spezifische Formalisierung allge-
meiner Denkhandlungen in der Mathematik: Aus der all-
gemeinen Denkhandlung des hinsichtlich Ahnlichkeiten
Vergleichens wird der (wenig prozesshafte) Begriff Aquiva-
lenzrelation. (Zwar gibt es auch andere Formalisierun-
gen von Ahnlichkeit, vgl. dazu Lengnink 1996, doch ist
die Aquivalenzrelation — neben dem hier nicht gemein-
ten Ahnlichkeitsbegriff der Geometrie — die innermathe-
matisch geldufigste.) Der spezifischen Ausformung dieser
allgemeinen Denkhandlung in der Mathematik liegt, wie
oben sichtbar wurde, eine sehr eingeschrinkte Konzeption
zugrunde. Dies im Lernprozess erfahrbar machen, heifit,
exemplarisch eine Reflexion iiber das Spannungsverhiltnis
zwischen Alltagsdenken und mathematischem Denken
anzustofen, was auf der Neubrandschen Ebene des
“bewullten Handwerkens” anzusiedeln ist. Hierdurch kann
einerseits die Definition der Aquivalenzrelation besser ge-
lernt werden, indem das Lernen an allgemeine Denk- und
Handlungsmuster anschliefit, somit wird der Wissenser-
werb auf der “Objektebene” unterstiitzt. Andererseits wird
die Moglichkeit eroftnet, die Spezifitit der Formalisierung
von Vergleichbarkeit durch den mathematischen Begriff
der Aquivalenzrelation zu erfassen. Dadurch ergibt sich
eine Gelegenheit, iiber die Rolle von Mathematisierungen
in Anwendungssituationen nachzudenken. Dies fordert
Reflexionen auf der Ebene des “Hinterfragens mathe-
matischen Arbeitens” heraus.

Diese Uberlegungen liefern das konkrete Material
fir die allgemeine FEinsicht, dass Denkhandlungen in
der Mathematik spezifische Ausformungen allgemeiner
Denkhandlungen sind. Als solche ermdglichen sie eine
mathematische Beschreibung von Ausschnitten der Welt,
wie sie fiir die jeweilig vorliegende Problemstellung
angemessen ist. Mit dieser Einsicht begibt man sich auf die
wissenschaftstheoretische Ebene und kann thematisieren,
was das Wesen des mathematischen Denkens und das
Spezifische am mathematischen Blick auf die Welt aus-
macht.

Innerhalb der mathematischen Theorie erweist sich die
Definition der Aquivalenzrelation als zweckmiBig, was
dann offenbar wird, wenn man die in Relation gesetzten
Objekte zusammenfasst: Nur durch die geforderten Eigen-
schaften der Reflexivitidt, Symmetrie und Transitivitét
bilden die Aquivalenzklassen eine Klasseneinteilung auf
der vorgegebenen Menge, d.h. jedes Element gehort zu
genau einer Klasse. Einige der Beispiele von oben seien
hier wieder aufgegriffen:

— In jeder Aquivalenzklasse #hnlicher Matrizen sind
genau diejenigen Matrizen zusammengefasst, die bzgl.
einer geeigneten Basis die gleiche lineare Abbildung
beschreiben.

— Die Menge der Translationen bilden bzgl. der oben
beschriebenen Aquivalenzrelation auf den Bewegungen
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eine Aquivalenzklasse; allgemein gehoren zur Aquiva-

lenzklasse jeder Bewegung ¢ genau diejenigen Bewe-

gungen, die sich von ¢ nur durch den Translationsanteil
unterscheiden.

Somit l4sst sich die Menge hinsichtlich einer gegebenen
Aquivalenzrelation auBerordentlich gut ordnen, d.h. man
erhélt durch das Zusammenfassen eine sehr iibersichtliche
Struktur. Es folgt, dass man bzgl. jeder Aquivalenzrela-
tion eine Klasseneinteilung erhilt und umgekehrt zu jeder
Klasseneinteilung eine entsprechende Aquivalenzrelation
definieren kann. Im Lernprozess kann hieran exemplarisch
erfahren werden, wie mathematische Begriffe so definiert
werden, dass sie im Rahmen der Theoriebildung leisten,
was sie sollen (vgl. Neubrand 1990b, S.66), Definitio-
nen also als Teilstiicke einer Theorie zueinander “passen”
miissen. Deutlich wird aber auch, dass dieses innermathe-
matische “Passen” Briiche zum alltiglichen Denken mit
sich bringt.

Erst auf der Grundlage dieser Mathematisierung von
Vergleichbarkeit kann eine dritte, fiir die Mathematik
sehr wichtige Denkhandlung, die des Vergroberns (mathe-
matisch: Faktorisierens) in dem Theorierahmen sinnvoll
aktiviert werden. Thr allgemeiner Nutzen soll an folgen-
dem auBermathematischem Problem verdeutlicht werden:
Bei der Organisation des Ubungsbetricbes an der Univer-
sitit sind die Mitarbeiterinnen vor die Aufgabe gestellt,
geeignete Ubungstermine zu finden. Da sie nicht jeden einzel-
nen Studierenden nach seinem Stundenplan befragen konnen,
betrachten sie stattdessen nur die verschiedenen Féchergruppen:
Diplom-Mathematiker, Informatiker, Lehramtler etc. Unter der
Annahme, dass alle Mitglieder einer Fachergruppe denselben
Stundenplan haben, reicht es aus, die Ubungstermine nach den
Stundenpldnen der Féchergruppen auszurichten. Sie machen
sich also die Klasseneinteilung nach Fachergruppen zunutze
und betrachten statt der einzelnen Elemente einer Klasse (i.e.
den Studierenden) nur noch die Klassen (die Féchergruppen)
selbst. Dann kénnen die Klassen selbst als Elemente einer neuen
Menge aufgefasst werden, ndmlich der Menge mit den Ele-
menten “die Informatiker”, “die Lehramtler” etc. Nun sind also
nur noch wenige Stundenpléne zu beriicksichtigen.

Durch den hier beschriebenen Ubergang zur so genann-
ten Faktormenge vergrobert man also die Sichtweise auf
die Menge, indem die zu Klassen zusammengefassten
Elemente als eine Einheit betrachtet werden. Dies ist
nur dann mdglich, wenn die Zusammenfassung der Ele-
mente tatsdchlich eine Klasseneinteilung bildet. In un-
serem Beispiel wiirde es etwa Schwierigkeiten geben,
falls Studenten aus einem nicht beachteten Fach eben-
falls an den Ubungen teilnehmen wollen oder Studierende
in zwei Studiengéingen eingeschrieben sind. Liegt also
keine Klasseneinteilung zugrunde, in der jedes Element
der Menge zu genau einer Klasse gehort, so kann man
nicht entsprechend vergrobern. Auch hieran lésst sich das
Prinzip des “Passens” von Definitionen diskutieren.

In der Linearen Algebra wird die Denkhandlung des
Vergroberns durch das Bilden von Faktormengen formali-
siert. Folgende Faktorisierungen sind hier von Relevanz:
— In der Zahlentheorie wird hdufig durch Restklassen-

bildung vergrobert, d.h. zu den Faktormengen N/R,,

iibergegangen. Die Faktorisierung nach R, entspricht

dann genau dem Vergrobern der Menge der natiirlichen
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Zahlen auf die Menge der geraden und die der unge-
raden Zahlen. Sie ermdglicht Aussagen wie “Die
Summe von zwei ungeraden Zahlen ist eine gerade

Zahl”.

— Ein vertrautes Beispiel fiir die Faktorisierung der
natiirlichen Zahlen nach der Aquivalenzrelation Ryo ist
die Uhr mit ihren zwdlf Stundenzahlen.

— Faktorisiert man den Vektorraum V' nach der durch U
definierten Aquivalenzrelation (s.0.), so entsteht eine
Faktormenge der Dimension dim V' — dim U, in dem
speziellen Beispiel ldsst sich die Faktormenge etwa als
eine zur Ebene U orthogonale Gerade auffassen, dann
reprasentiert jeder Punkt P der Gerade die zu U paral-
lele Ebene durch P.

— Da sich dquivalente Bewegungen nur durch den Trans-
lationsanteil unterscheiden, bilden die Abbildungen der
Form x — Ax mit orthogonalen 2 x 2-Matrizen A ein
Représentantensystem fiir die Faktormenge.

Wie die Beispiele bereits andeuten, wird die Denkhand-

lung des Vergroberns in der Mathematik in zwei Richtun-

gen weiter ausgeformt: Zum einen mochte man in Struk-
turen, in denen es Verkniipfungsoperationen gibt, auch mit
den Klassen operieren, wozu man représentantenunabhén-
gig rechnen kdnnen muss. Zum anderen stellt sich die

Frage nach “guten” Reprédsentanten fiir die einzelnen

Aquivalenzklassen, also geeigneten Normalformen. Bei-

des soll im Folgenden weiter erldutert werden.

Die Frage nach den Normalformen stellt sich bei
den Ahnlichkeitsklassen von Matrizen besonders deutlich,
denn sie zielt auf eine der Grundfragen der Linearen Alge-
bra, wie man lineare Abbildungen “gut” durch Matrizen
beschreiben kann. Eine allgemeine Antwort fiir n X n-
Matrizen wird durch den zentralen Satz iiber die Jordan-
Normalformen gegeben; fiir die Teilmenge der diagonali-
sierbaren Matrizen hat man mit den Diagonalmatrizen eine
noch speziellere Normalform, die sich an Einfachheit nicht
iibertreffen ldsst.

Allgemein erklirt die Brockhaus Enzyklopédie den Be-
griff der Normalform in der Mathematik als “diejenige Art
der Darstellung eines mathematischen Gegenstandes, die
am iibersichtlichsten, d.h. fiir die Behandlung des gera-
de vorliegenden Problems am geeignetsten ist”. Dabei
spielt also das Kriterium der Angemessenheit flir einen
bestimmten Zweck eine grole Rolle, so dass fiir un-
terschiedliche Zwecke auch unterschiedliche Normalfor-
men zum Tragen kommen koénnen. So wird etwa bei
reellen Matrizen mit komplexen Eigenwerten zuweilen
eine zwar kompliziertere, aber reelle Normalform der
Jordan-Normalform vorgezogen.

Der Ubergang zur Normalform (falls sie existiert) eignet
sich auch zur Kldrung des so genannten Wortproblems,
also zur Kldrung der Frage, ob zwei Elemente der Menge
bzgl. der gegebenen Aquivalenzrelation zu einer Klasse
gehoren. Im Falle der diagonalisierbaren Matrizen lésst
sich dies etwa durch Bestimmung der Eigenwerte fest-
stellen.

Fiir diesen Zweck der Klassenzuteilung ist die Suche
nach Normalformen auch in auBermathematischen Be-
reichen von Relevanz. Den Normalformen entsprechen
hier meist eher Prototypen als mdglichst “typische”
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Représentanten ihrer Klasse. Das Ausmachen von Proto-
typen ermoglicht es, die Klassenzuteilung aller anderen
Objekte durch Mustererkennnung durchzufiihren. So wer-
den etwa in der Medizin die neuen Krankheitsfille durch
Vergleich mit prototypischen Féllen eingeordnet. Selten
lassen sich allerdings die Kriterien fiir geeignete Proto-
typen so prézise angeben wie innerhalb der Mathematik.

Uber diese Analogie lisst sich das innermathematische
Anliegen der Suche nach Normalformen besser lernbar
machen, da durch das Ankniipfen an das allgemeine
Denken ein iibergreifender Orientierungsrahmen fiir das
Vorgehen in der Mathematik bereitgestellt wird.

Noch spezifischer innermathematisch ist das Bestreben,
mit den Aquivalenzklassen reprisentantenweise operieren
zu konnen, wo immer die Ausgangsmenge mit Opera-
tionen ausgestattet ist. Dazu schrankt man fiir jede mathe-
matische Struktur den Begriff der Aquivalenzrelation
derart auf so genannte Kongruenzrelationen ein, dass
das Zusammenfassen und Vergrobern mit dem Operieren
vertraglich ist. Dann kann mit den Elementen der Klassen
reprasentantenunabhéngig gerechnet werden.

Auch auBerhalb der Mathematik gibt es Aquivalenz-
klassenbildungen, die bzgl. weiterer Beziehungen ver-
trédglich sein sollen. So macht etwa eine Einteilung der
Gesellschaft in Interessengruppen bzgl. eines Sachzusam-
menhangs nur dann einen Sinn, wenn man davon ausgehen
kann, dass die einzelnen Interessengruppen nach auflen
jeweils weitgehend homogen agieren. Nur dann kdénnen
etwa Tarifkonflikte von den Gruppenvertretungen ausge-
tragen werden. Bei wachsender Heterogenitit wird dies,
wie man heute sehen kann, deutlich in Frage gestellt. Das
homogene Agieren zwischen den Gruppen entspricht hier
der Vertréglichkeit der induzierten Verkniipfung.

Innermathematisch ist die Idee der Vertrdglichkeit in
dem Begriff der Kongruenzrelation in sehr spezifischer
Weise ausgeformt, um sie einer strukturellen Behandlung
besser zugénglich zu machen.

Vergleichen, Zusammenfassen und Vergrobern sind fiir
die Mathematik wichtige Denkhandlungen, die an vielen
Stellen innerhalb und auBerhalb der mathematischen The-
orie wieder aktiviert werden. Ahnlichen Stellenwert haben
etwa das Klassifizieren, Ordnen, Verallgemeinern und
Spezialisieren, die hier lediglich benannt, aber nicht ndher
betrachtet werden sollen (vgl. dazu Lengnink/Peschek
1997, Winter 1972). Die beiden im Folgenden disku-
tierten Denkhandlungen, Erzeugen und Aussondern, haben
fiir die Lineare Algebra noch fundamentalere Bedeutung,
denn sie kdnnen als grundsitzliche Denkmuster der Linea-
ren Algebra verstanden werden und sollten daher im Lern-
prozess besonders transparent gemacht werden.

2.2 Erzeugen und Aussondern
Folgt man Rudolf Willes Grundthese, dass die Be-
deutung der (Linearen) Algebra darin liegt, “daB sie
als Sprache ‘gute’ Beschreibungen von Gegebenheiten
unserer technisch-wissenschaftlichen Welt ermdglicht”
(Wille 1981, S.108), so lassen sich grofle Teile der Line-
aren Algebra auf die zwei Beschreibungsarten des Erzeu-
gens und Aussonderns zuriickfiihren.

Grundsétzlich steht bei Beschreibungen mit mathe-
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matischen Mitteln durch die mengensprachliche Grundle-
gung der modernen Mathematik die Frage nach “guten”
Beschreibungen fiir Mengen im Vordergrund. Man kann
eine Menge von Gegenstdnden im Wesentlichen auf zwei
Arten beschreiben: Entweder man listet alle Gegenstéinde
auf, die zu der Menge gehdren sollen, oder man gibt Merk-
male an, die diejenigen Gegenstinde auszeichnen, die zur
Menge gehdren. In der Mengensprache wird dies auf fol-
gende zwei Weisen beschrieben:

{1,2,3,4,5,6, 7} oder {n|n ist natiirliche Zahl kleiner 8}

Bei der einen Beschreibungsart werden also alle Elemente
der Menge einzeln gelistet, bei der anderen besteht die
Menge aus all denjenigen Elementen, die eine bestimmte
Aussageform erfiillen. Beide Beschreibungsarten, die des
Listens und die des Aussonderns, werden von der (linea-
ren) Algebra aufgenommen und weiterentwickelt. Wie die
listenartige Beschreibung durch algebraische Mittel er-
leichtert werden kann, ldsst sich etwa an dem einfachen
Beispiel eines Stralenbahnfahrplans erldautern:

Die “Menge der Abfahrtszeiten einer Stralenbahn-Linie” muss
in einem Fahrplan fiir die Benutzer “gut” beschrieben werden.
Statt eine vollstédndige Liste der Abfahrtszeiten mit sehr vielen
Zahlenspalten anzugeben, werden oft nur wenige Zahlenspalten
abgedruckt und dazwischen die Information “alle 15 Minuten”
gesetzt. Die fehlenden Spalten kdnnen vom Benutzer durch
fortlaufendes Addieren von 15 Minuten in den jeweiligen
Zeilen selbst gebildet werden, d.h. die fehlenden Spalten wer-
den mit Hilfe der angegebenen Spalten und der (einstelligen)
Operation “alle 15 Minuten” erzeugt.

Generell ist das Beschreiben durch Erzeugen dkonomisch,
iibersichtlich und auch effektiv. An vielen Beispielen
kann gezeigt werden, dass die Angabe von Erzeugenden
und Erzeugungsoperationen eine allgemeine Methode zur
vollstdndigen Beschreibung von Mengen darstellt:

— In der Analytischen Geometrie wird die Punktmenge
einer Geraden, die durch den Punkt v geht und die
Richtung w hat, erzeugt von dem Element v mit
den (einstelligen) Operationen +rw (r beliebig reell).
Analog stellt die Parameterdarstellung der Ebene eine
Beschreibung durch Erzeugen dar.

— Zur Klassifizierung der ebenen Ornamente macht man
sich das Erzeugen in zweifacher Hinsicht zunutze:
Zunichst werden die ebenen Ornamente selbst als durch
Fundamentalfiguren (als Menge von Erzeugenden) und
bestimmte Bewegungen (als Erzeugungsoperationen)
erzeugt betrachtet, so dass die Klassifizierung der ebe-
nen Ornamente auf die Bestimmung ihrer Symme-
trien zurtickgefiihrt werden kann. Dazu wird aktiviert,
dass die Bewegungen sich durch Translationen und
Spiegelungen (mit der Hintereinanderausfiihrung als
Erzeugungsoperation) erzeugen lassen.

— In der Theorie der Vektorrdume bilden die Basen mini-
male Erzeugendensysteme, die Erzeugungsoperationen
sind die Operationen des Vektorraumes: Jedes Element
eines Vektorraumes ldsst sich als Linearkombination
von Basisvektoren darstellen.

Neubrand diskutiert das Prinzip des Erzeugens (unter

dem Namen Baustein-Idee) auch fiir die Analysis und

die Arithmetik und zeigt so, dass es als zentrale Idee
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der gesamten Mathematik gelten kann (1990b). Gleich-
wohl ist sie fiir die Lineare Algebra besonders tragend,
denn gerade die Struktur der Vektorrdume ist durch Erzeu-
gen sehr gut zu beschreiben: In jedem n-dimensionalen
Vektorraum iiber R lassen sich die (unendlich vielen)
Elemente eindeutig durch nur n Basiselemente erzeu-
gen. Die Stirke des Erzeugens zeigt sich auch an den
linearen Abbildungen: In jedem n-dimensionalen Vektor-
raum ist eine lineare Abbildung bereits durch das Bild
von n Basisvektoren bestimmt, die Bilder aller weiteren
Elemente lassen sich leicht durch Linearkombination er-
mitteln. Diese strukturelle Einfachheit erlaubt auch eine
einfache rechnerische Behandlung, denn sie ermdglicht
z.B. die Matrizendarstellung von linearen Abbildungen
sowie die Entwicklung hochst effizienter Algorithmen und
somit eine gute Automatisierbarkeit. Beim Erzeugen zeigt
sich also die Stérke der algebraischen Sprache, durch die
das einfache Beschreiben durch Auflisten weiterentwickelt
werden kann.

Der Stellenwert des Erzeugens innerhalb der Linearen
Algebra, wie er hier angedeutet ist, sollte sich den Ler-
nenden nach und nach erschliefen. Dafiir sind Reflexionen
tiber das innermathematische Tun unerlésslich, die sowohl
Beweistechniken, also die Ebene des “bewufiten Hand-
werkens”, als auch die Beziehungen innerhalb des The-
oriegebdudes, d.h. die Ebene des “Hinterfragens mathe-
matischen Arbeitens” betreffen.

Die Denkhandlung des Erzeugens ist auch auBlerhalb der
Mathematik sehr verbreitet: Aus elementaren Bausteinen
etwas Komplexeres herzustellen, ist ein sehr grundlegen-
des Prinzip, das in vielen Bereichen wieder auftaucht und
unser Weltbild seit der Antike mitbestimmt. So versucht
etwa in Gaarders Bestseller “Sofies Welt” der mysteriose
Philosophielehrer, seiner Schiilerin Sofie die Atomtheorie
Demokrits nahe zu bringen, indem er ihr die Frage stellt,
warum Legosteine das genialste Spielzeug der Welt sind.
Er rekurriert damit zur Erlduterung der Atomtheorie auf
elementare Erfahrungen, die jedes Kind mit der Baustein-
Idee machen kann (vgl. Gaarder 1993, S. 54f).

Die Spezifitit des Erzeugens in der Mathematik liegt
vor allem im Erzeugungsprozess selbst. Wéhrend er
innermathematisch durch algebraische Erzeugungsopera-
tionen genau beschrieben werden kann, hat das Erzeugen
aulerhalb der Mathematik oft mit kreativem Schaffen zu
tun und besitzt deshalb meist nicht-formalisierbare An-
teile. Daher ist es auch einem Kalkiil schlechter zugénglich
zu machen. Nur dort, wo zumindest gewisse algebrai-
sche Sprachmittel zur Verfiigung stehen (wie etwa beim
StraBenbahnfahrplan die Sprache der Zahlen), ldsst sich
der Erzeugungsprozess gut formalisieren.

Neben dem Erzeugen gibt es mit dem Aussondern
eine zweite Moglichkeit, Mengen zu beschreiben. Dabei
gibt man fiir eine Menge die Merkmale derjenigen
Gegenstinde an, die zur Menge gehoren. Im Allge-
meinen werden diese Merkmale durch Aussageformen
beschrieben. Ein typisches Beispiel flir Beschreiben durch
Aussondern in auBBermathematischen Bereichen, bei dem
die Zielgruppe durch eine Aussageform beschrieben wird,
ist der folgende Satz: “In NRW ist das kommunale
Wahlrecht fiir 16-18jdhrige eingefiihrt worden”. Dieses



ZDM 2000/4

allgemeine Beschreibungsverfahren wird in der Linearen
Algebra auf diejenigen Aussageformen spezialisiert, die
sich mit den Sprachmitteln der Linearen Algebra beson-
ders gut formulieren lassen: lineare Gleichungen und Un-
gleichungen. Diese Idee steht etwa hinter den Koordi-
natenformen fiir Ebenen und Geraden in der analytischen
Geometrie und wird durch die Theorie der dualen Vek-
torrdume theoretisch ausgearbeitet.

Die Gemeinsamkeiten und Unterschiede des Ausson-
derns in der Mathematik und im alltdglichen Denken
sollen hier nicht ndher diskutiert werden, hingewiesen
sei nur auf die Wechselwirkung mit dem Erzeugen:
Da das Beschreiben durch Aussondern weniger di-
rekt ist als das Beschreiben durch Erzeugen, wer-
den immer wieder Losungsverfahren fiir Gleichungen
bzw. Gleichungssysteme nachgefragt, um zu listenartigen
Beschreibungen oder Beschreibungen durch Erzeugende
und Erzeugungsoperationen zu kommen. Das Losen lin-
earer Gleichungssysteme stellt sich somit als ein Beschrei-
bungswechsel vom indirekten Beschreiben durch Ausson-
dern zum direkten Beschreiben durch Erzeugen dar. Mit
dem Beschreiben und dem Wechsel von Beschreibungen
wollen wir uns im Folgenden eingehender beschéftigen.

2.3 Beschreibungswechsel

Beschreibungswechsel sind sowohl innerhalb der Linea-
ren Algebra und der Mathematik allgemein als auch in
auBermathematischen Bereichen von groler Bedeutung.
Sie haben das Ziel, Sachverhalte durch unterschiedliche
Beschreibungen in ihren Beziehungen besser verstehen
zu konnen und sie damit einer weiteren Bearbeitung
leichter zugdnglich zu machen. Ein reichhaltiger Fundus
an Beschreibungsmitteln macht es mdglich, sich die fiir
den jeweiligen Zweck angemessene Beschreibung her-
auszusuchen und zu nutzen.

In der Linearen Algebra liegt ein Grundgedanke des
Beschreibungswechsels im Wechsel zwischen Struktur-
und Rechensprache; so ist etwa mit dem Ubergang von
linearen Abbildungen zu Matrizen eine bessere rechneri-
sche Bearbeitung verbunden, die automatisiert werden
kann. Dagegen sind beim Ubergang von Matrizen zu linea-
ren Abbildungen eher strukturelle Einsichten moglich, da
konkrete Koordinatisierungen als Ballast wegfallen. Eine
solche Denkweise ist aus der Schule im Bereich der ana-
lytischen Geometrie bekannt, wo zwischen algebraischer
und geometrischer Beschreibung von Objekten gewechselt
wird (vgl. etwa Tietze/Klika/Wolpers 1982).

Doch auch innerhalb der Rechensprache kann es von
Vorteil sein, eine Beschreibung zu wechseln. Hier ist etwa
der Wechsel zwischen kartesischen Koordinaten und Po-
larkoordinaten komplexer Zahlen zu nennen, aber auch
der Ubergang zwischen verschiedenen Matrizendarstel-
lungen einer linearen Abbildung. Letzteres ermoglicht
beim Ubergang zur Normalform wieder strukturelle Ein-
sichten iiber die Wirkung einer Abbildung. Auch auf der
strukturellen Ebene sind Beschreibungswechsel moglich,
wie etwa bei der Auswahl unterschiedlicher Erzeu-
gendensysteme fiir die Bewegungen der Ebene (Klas-
sifizierungssatz und Dreispiegelungssatz). Ein weiterer
Beschreibungswechsel ist der oben schon ausgefiihrte
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Wechsel zwischen Erzeugen und Aussondern.

Auch in auBermathematischen Bereichen werden Be-
schreibungswechsel vorgenommen. So werden die Ver-
sicherten einer Krankenkasse unter ihrem Namen und
auch unter einer Versichertennummer gefiihrt. Letztere
hat den Vorteil, eindeutig zu sein und noch weitere In-
formationen tiiber die versicherte Person zu enthalten,
etwa das Geburtsdatum. Am Beispiel der Beschreibun-
gen von Biichern lésst sich verdeutlichen, welche Vorziige
jeweils verschiedene Beschreibungen haben und dass die
Auswahl der Beschreibungsart stark von dem angestrebten
Zweck der Beschreibung abhingt: Biicher werden im
Fachhandel unter einer ISBN-Nummer gefiihrt, die vor
allem den Vorteil hat, dass sie eindeutig ist und ihre
Ubertragung schnell und mit geringen Fehlern funktio-
niert. In ihr hat jedes Land und jeder Verlag bestimmte
Ziffernfolgen, es folgen verlagsinterne Informationen, und
am Ende steht eine Priifziffer, die ein Auffinden von
Ubertragungsfehlern erleichtern soll. Die Beschreibung
von Biichern durch ISBN-Nummern macht man sich
zunutze, wenn man ein bekanntes Buch bestellt. Fiir die
Suche nach einem fiir den Leser unbekannten Buch, das
ihm iiber ein bestimmtes Themenfeld Aufschluss gibt, ist
sie ganzlich ungeeignet. Hier helfen Beschreibungen durch
Schlagworter sowie, wenn man unter den aufgefundenen
Kandidaten auswihlen mochte, auch Rezensionen. Bei der
Suche nach einem Geburtstagsgeschenk fiir Vater oder
Mutter kann hingegen auch der Platz auf der Bestsellerliste
eine gute Beschreibung fiir Biicher sein.

So wie man im Alltag ganz selbstverstdndlich eine
fiir den jeweiligen Zweck gute Beschreibung auswihlt,
miissen die Lernenden auch innerhalb der Mathematik ler-
nen abzuwigen, welche Beschreibung im Hinblick auf
einen bestimmten Zweck am besten ist. Der Ubergang
von einer Beschreibung zu einer anderen ist inner-
halb der Mathematik im Allgemeinen gut formal zu
fassen und damit auch mechanisierbar (etwa Basiswech-
sel durch Transformationsmatrizen). Der hier erscheinende
Zusammenhang zwischen dem Automatisieren und dem
Formalisieren pragt auch aufermathematische Beschrei-
bungswechsel: Nur bei ausreichender Formalisierung der
Beschreibung ist eine Automatisierung des Ubergangs
moglich. Als Beispiel mag der Wechsel zwischen ver-
schiedenen MaReinheiten dienen, bei dem der Ubergang
durch eine Zuordnungvorschrift beschrieben werden kann
(z.B. Multiplikation mit 1000 beim Umrechnen von km in
m). Selbst der Wechsel zwischen den Notenbeschreibun-
gen im Violin- und Bassschliissel ist voll automatisiert
moglich (durch Verschiebung um einen Notenstrich und
eine Oktave nach oben bzw. nach unten). Bei den Biichern
ist die Automatisierung des Beschreibungswechsels nur
auf der Basis von Datenbanken mdglich, in denen alle
Informationen, die zur Beschreibung notig sind, abgelegt
sein miissen. Es ist also nicht mdglich, von einer Beschrei-
bung auf formalem Weg eine andere abzuleiten.

Im Rahmen der Lehrveranstaltung zur Linearen Al-
gebra kann demnach der Wechsel von Beschreibungen
als ein wichtiges Grundprinzip mathematischen Han-
delns gelernt werden, das auch in aulermathematischen
Bereichen grofle Bedeutung hat. Erfahren die Lernenden,
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wie sie selber Beschreibungswechsel vornehmen konnen,
um Sachverhalte zu erschliefen, so leistet dies einen
Beitrag auf der “Ebene des bewuften Handwerkens”.
Das Abwigen zwischen verschiedenen Beschreibungen im
Hinblick auf ihre Brauchbarkeit (und das entsprechende
zielorientierte Wechseln zwischen Beschreibungen) er-
fordert Reflexion auf der “Ebene des Hinterfragens mathe-
matischen Arbeitens”. Diese Dimension der Angemessen-
heit von Beschreibungen fiir bestimmte Zielsetzungen
ist auch fiir mathematische Beschreibungen auBermathe-
matischer Phidnomene, also Mathematisierungen, von
grofler Bedeutung, soll hier aber nicht niher diskutiert
werden.

3. Mathematisches Denken lernen und lehren

— Ansitze zur Umsetzung

Es herrscht unter Didaktikern weitgehend Einigkeit darii-
ber, dass die eigene aktive Auseinandersetzung mit dem
Fach Mathematik eine unabdingbare Voraussetzung dafiir
ist, sich mathematisches Denken und Handeln zu eigen
machen zu kénnen (vgl. etwa Freudenthal 1973, Wittmann
1991). Dem kann im Rahmen der Lehr- und Lernfor-
men der Hochschule am besten in den Ubungen und
Tutorien Raum gegeben werden. Als Konsequenz der
Wichtigkeit von eigenen praktischen Erfahrungen in der
mathematischen Ausbildung wurde an der TU Darm-
stadt schon vor Jahren die Gewichtung im klassischen
Lehrform-Duo von Vorlesung zu Ubung und Tutorium ver-
schoben, die nun im zeitlichen Verhiltnis 1 : 1 angeboten
werden.

Anhand der Ubungs- und Tutoriumsaufgaben kdnnen
zundchst an konkreten Beispielen und Problemen der
Linearen Algebra Erfahrungen im mathematischen Tun
gesammelt werden. Aufgaben haben hier den Zweck,
neben ausreichendem Faktenwissen geniigend Erfahrungs-
horizont in Bezug auf allgemeine und mathematische
Denkhandlungen fiir spétere Reflexionen bereitzustellen.
Doch wie bereits im ersten Abschnitt diskutiert wurde,
reicht das blole Mathematik-Betreiben nicht aus, um
Mathematik sinnvoll lernen zu kdnnen. So weist Sjuts da-
rauf hin, dass es nétig ist,

“Wissen und Metakognition parallel, in gegenseitiger Ergédnzung,
aufzubauen. Der den Wissenserwerb begleitende metakognitive
Prozess hat die Lernhandlungen in das Bewusstsein zu riicken,
diese haben als solche Aufmerksamkeit zu beanspruchen und
zu Bestandteilen des Unterrichts zu werden.” (Sjuts 1999,
S. 44)

Eine solche Metakognition kann in den Ubungen etwa
durch ein bewusstes Einfordern von riickschauender Be-
trachtung des Losungsprozesses im Sinne Polyas (1949)
gefordert werden oder indem die Studierenden ihre
eigenen Losungswege im “Zweispaltenformat” kommen-
tieren (s. die Ausfiihrungen zur Selbstregulation in Sjuts
1999, S.245-253). Ebenso wie Sjuts erscheint es uns
dabei wichtig, dass der Aufbau von Metakognition dem
Wissens- und Kompetenzerwerb nicht zeitlich nachgord-
net wird, sondern parallel geschieht.

Soll die Lehre nicht nur Metakognition, sondern auch
Reflexionen auf den von Neubrand benannten Ebenen
anregen, so muss sie vielschichtig angelegt sein. Da-
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raus ergibt sich im Design der Ubungen die Frage nach
verschiedenen Aufgabentypen, die auf unterschiedlichen
Niveaus Erfahrungen und Reflexionen vorbereiten, anre-
gen und konkret zum Thema machen. Im Sinne eines
spiralformigen Curriculums miissen dabei Fachinhalte
zunédchst auf einem niedrigen Reflexionsniveau erlernt
und aus der zeitlichen Distanz heraus spiter in neuen
thematischen Zusammenhéngen weiter reflektiert wer-
den. (Das Konzept eines spiralformigen Curriculums ist
zwar didaktisches Allgemeingut, wird aber in der univer-
sitdren Lehrpraxis mit ihrer Orientierung am systematisch-
deduktiven Theorieaufbau selten realisiert.) So wurde etwa
in der von uns betreuten Linearen Algebra, in der das
Faktorisieren zunichst fiir Mengen, spiter fiir Gruppen
und dann fiir Vektorrdume thematisiert worden ist, bei
jedem Aufgreifen des Themas unterschiedliche Schwer-
punkte der Auseinandersetzung auf dem Bereich der Re-
flexion von Denkhandlungen gesetzt. Normalformen von
Matrizen kamen im Lernprozess erst deutlich spéter und
haben das Thema abgerundet.

Die Vorlesung kann den Prozess, Mathematik betreiben
zu lernen, insofern unterstiitzen, als in ihr neben dem
reinen Vortragen von Fakten auch die Vorgehensweisen
der Mathematiker sowie die beiden oberen Neubrandschen
Ebenen, die Ebene des Hinterfragens mathematischen Ar-
beitens und die wissenschaftstheoretische Ebene, thema-
tisiert werden sollten. Denn nur was in der Vorlesung
ausdriicklich Thema ist (und am Ende an der Tafel steht),
wird von den Studierenden als Lerninhalt ernst genom-
men. Doch auch die Analyse des Vorgehens der Mathe-
matiker muss durch viel eigene Ubung erginzt und verin-
nerlicht werden, was notwendig auch das Sprechen iiber
Mathematik in einer Lerngruppe voraussetzt. Dazu sind
Aufgaben wie z.B. “Wie wird auf S.xx im Skript vorge-
gangen und warum? Begriinde Deinem Nachbarn die
einzelnen Schritte” unerldsslich. Damit das Spezifische
der Mathematik daran iiberhaupt deutlich werden kann,
ist hierbei eine Reflexion der Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede zum Alltagsdenken entscheidend. Ein solcher
Anspruch lésst sich insbesondere in Tutorien als Ort des
Sprechens iiber Mathematik umsetzen, wo groflere Wis-
sensbereiche auf verschiedenen Reflexionsebenen in ihrer
Vernetzung abgedeckt werden kdnnen.

Es muss also Aufgaben geben, die Anlass zur Re-
flexion iliber das mathematische Arbeiten und iiber die
Wissenschaft Mathematik als Ganzes explizit einfordern.
Damit diese Aufgaben den gewiinschten Effekt eines in-
tensiven Nachdenkens erzielen, hat es sich als sehr hilf-
reich herausgestellt, neben dem Sprechen iiber Mathe-
matik (in Gruppeniibung und Tutorien) in den Haus-
iibungen auch die schriftliche Auseinandersetzung mit und
iiber Mathematik zu kultivieren. Welchen Stellenwert das
Verfassen von Texten fiir das individuelle Lernen haben
kann, haben Gallin und Ruf fiir Schiiler iiberzeugend
geschildert:

“Weil das Schreiben den Gedankenflufl stark verlangsamt,
erhélt der Schiiler Gelegenheit, seine eigenen Aktivititen der
Reflexion zugénglich zu machen, seine singuldre Art, Probleme
anzupacken und zu 16sen, wird dadurch nicht nur aufgewertet,
sondern auch faf3bar und diskutierbar. Individuelles Fragen und
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Handeln wird kultiviert, es ist Basis und Instrument fiir das
Entwickeln von Algorithmen und das Generieren von Texten.”
(Gallin/Ruf 1998, S.91f)

Auch fiir Studierende ist die Methode hilfreich, durch das

Verfassen von Texten das Reflektieren iiber Mathematik

anzustoBen. Thr wurde im Rahmen der Ubungen zur Ver-

anstaltung Lineare Algebra durch die Einfithrung einer

“Aufsatzaufgabe” (als jeweils eine von fiinf Aufgaben)

Rechnung getragen. Die Aufgaben sollen helfen, sich mit

den zentralen Denkhandlungen, Begriffen und Ideen der

linearen Algebra und ihrem Stellenwert innerhalb der The-
orie auseinander zu setzen sowie ihre Ubertragung auf

aullermathematische Felder zu reflektieren. So wurden im

vorletzten bzw. letzten Zyklus z.B. die folgenden Auf-

gaben gestellt:

— “Erléutern Sie an unterschiedlichen Beispielen, dass die
komplexen Zahlen ein reichhaltiges Sprachmittel zur
Beschreibung von geometrischen Sachverhalten sind.
(Beispiele: Geraden, Distanzen, Kreise, Verschiebun-
gen, Drehungen, Spiegelungen, Punktgitter,...)”

— “Finden Sie unterschiedliche Beispiele fiir Aquivalenz-
relationen im Alltag. Geben Sie jeweils die Grund-
menge und die Relation an. Wieweit kann man die
Faktormenge angeben? Geben Sie den Klassen der
Klasseneinteilung Threr Beispiele moglichst gute Na-
men.”

— “Verfassen Sie einen Text, in dem Sie die Vorteile des
Beschreibens durch Erzeugen (inner- oder auferhalb
der Mathematik) darlegen.”

— “Der Wechsel von Beschreibungen, wie er bei der Ba-
sistransformation thematisiert wird, ist Thnen in der
Linearen Algebra schon mehrfach begegnet. Geben Sie
Beispiele an. Erldutern Sie an den komplexen Zahlen,
wofiir Beschreibungswechsel hilfreich sein konnen.”

— “Beschreibungswechsel benutzen wir auch auflerhalb
der Mathematik, denn auch fiir aufermathematische
Phinomene sind verschiedene Beschreibungen je nach
Zusammenhang zweckmiBig. Geben Sie dafiir Beispiele
an und erldutern Sie, wie man eine Beschreibung in die
andere iiberfiihrt.”

Zwar ist der Typ Aufgabenstellung fiir die Studieren-

den zu Beginn ungewohnt, doch nicht zuletzt, weil

auch in der Klausur eine solche Aufgabe vorkommit,
setzen sich die Studierenden nach anfanglicher Irrita-
tion tiber die ungewohnten “Laber-Aufgaben” gewinnbrin-
gend mit solchen Fragestellungen auseinander und liefern
zum Teil beachtliche Ergebnisse. Zur Illustration seien
hier Ausschnitte aus zwei Losungen zur letztgenann-
ten Frage nach Beschreibungswechseln im Alltag von

Informatik-Studierenden des zweiten Semesters zitiert, die

von durchaus unterschiedlichem Reflexionsniveau zeugen.

So schreibt ein Student:

“Im Alltag findet man viele Beispiele fiir Beschreibungswech-

sel:

1. Bsp.: Die Post verwendet flinfstellige Postleitzahlen, um
einen Ort in Deutschland darzustellen. Diese Darstel-
lung wird benutzt, um die automatische Sortierung
der Zustellungen zu erleichtern.
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2. Bsp.: Ein weiterer Beschreibungswechsel ist der Wech-
sel zwischen verschiedenen Sprachen zur besseren
Verstindigung mit seinen Mitmenschen.

3. Bsp.: Im Computer werden die Befehle des Programmier-
ers in einen bindren Code umgewandelt, um sie auch
physisch in der Maschine auszufiihren.”

Eine andere Studentin fiihrt aus:

“Ein Beispiel ist die in Europa praktizierte Unterscheidung
zwischen Sommer- und Winterzeit. Jeweils im Frithjahr und
Herbst wird zu einem genau festgelegten, allen bekannten Ter-
min das ‘Bezugssystem Uhrzeit” verschoben, indem alle Uhren
um 1 Stunde vor bzw. zuriickgedreht werden. Ziel ist eine
verbesserte Ausnutzung des Tageslichts und dadurch u.a. das
Sparen von Strom. [...]

Ein weiteres Beispiel fiir den Wechsel von Beschreibungen ist
das Postleitzahlensystem. Hierbei wird jeder Stadt bzw. jedem
Ort eine zur Zeit in Deutschland 5-stellige Postleitzahl zugeord-
net, wobei die Postleitzahlen von in derselben Region liegenden
Stéddten mit derselben Ziffer beginnen (z.B. liegen Frankfurt,
Darmstadt etc. im 60000er Bereich). Durch diesen Wechsel
von Namen zu Ziffernfolgen wird das Zustellen von Briefen
und Paketen sowie eine grobe geographische Einordnung un-
bekannter Orte erleichtert. Jedoch gibt es, anders als in den
beiden vorangegangenen Beispielen, kein einfaches Verfahren
zur Umrechnung, so dass die Post Nachschlagewerke heraus-
bringen muss, in denen jeder einzelne Ort Deutschlands mit
der zugehorigen Ziffernfolge aufgelistet wird.”

Die oben angefiihrten Anregungen und Beispiele zur
Gestaltung von Vorlesung, Ubung und Tutorium machen
deutlich, dass es bei einem solchen Ansatz nicht aus-
reicht, lokale methodische Verdnderungen an der Ver-
anstaltungskonzeption vorzunehmen. Vielmehr bringt der
Ansatz, neben der Vermittlung von Fakten auch {iiber
mathematisches Denken und seine Bezichungen zum All-
tagsdenken beim Mathematiklernen nachzudenken, nicht
nur eine grundsétzliche Umgestaltung der Lehrveranstal-
tung in methodischer Hinsicht mit sich. Er veréndert auf
der Ebene der Fachinhalte in einschneidender Weise den
Lerngegenstand an sich, d.h. es wird eine andere Mathe-
matik gelernt. Diese Reflexion selbst stellt ndmlich einen
wichtigen Bildungsinhalt dar, da sie die Basis eines reflek-
tierten Mathematikverstidndnisses ist, das Mathematik als
Verstarker des Alltagsdenkens im Heymannschen Sinne
begreift und sich der Moglichkeiten und Grenzen mathe-
matischer Denk- und Handlungsweisen in unserer Welt
bewusst ist (vgl. Lengnink/Peschek 1997). Daher wird sie
das Bild von Mathematik erheblich verdndern.

Damit ein solches Programm gelingen kann, muss sich
zunéchst das grundsétzliche Bild der Lehrenden, d.h. der
Hochschulmathematiker, vom Lerngegenstand und von
der Wissenschaft Mathematik dndern. Kennzeichen eines
solchen Mathematikbildes sind:

“— die Einstellung, Mathematik fiir die Allgemeinheit zu 6ffnen,

sie prinzipiell lernbar und kritisierbar zu machen,

— die Darstellung mathematischer Entwicklungen in ihren
Sinngebungen, Bedeutungen und Bedingungen,

— die Vermittlung der Mathematik in ihrem lebenswelt-
lichen Zusammenhang {iber die Fachgrenzen hinaus,

— die Auseinandersetzung iiber Ziele, Verfahren, Wert-
vorstellungen und Geltungsanspriiche der Mathematik.”
(Wille 1995, S.5)
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Durch solche Verdnderungen auf der Ebene der Lernin-
halte und der Grundhaltungen hoffen wir, auch bei den
Lernenden ein verdndertes Mathematikbild aufzubauen,
das eher einer offenen, kulturell gewachsenen und am
menschlichen Denken angebundenen Mathematik ent-
spricht.
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