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A Chicho, que nos dio mucho mds de lo que podriamos devolver

ABSTRACT. The main goal of this paper is to study some elementary proper-
ties of polynomial and rational approximation in the setting of approximation
spaces of analytic functions defined on compact subsets of the complex plane.
Concretely, we are interested in convergence of Faber series and existence of
best rational approximation in the norm of these spaces. For the proofs, we will
need to introduce an embedding result, and a certain discretization technique.

1. INTRODUCCION

Sea K C C un subconjunto compacto del plano complejo y supongamos que C\ K
es conexo. Entonces, gracias al teorema de Mergelyan (ver [9]) podemos afirmar que
o]

toda funcién continua en K y analitica en K es uniformemente aproximable por
polinomios sobre K. Sin embargo, de la misma forma que el Teorema de Weierstrass
no proporciona informacién sobre la velocidad de convergencia a cero de los errores
de mejor aproximacién polinémica en C[0, 1], tampoco el teorema de Mergelyan

dice nada a propésito de la velocidad de convergencia (a cero) de los errores de
o]

mejor aproximacién polindmica en A (K) := H(K) N C(K). En este contexto tiene,
pues, sentido estudiar los espacios de aproximacion

A;(K) = {f € A(K) : {Ea(N)x}ng € l({(n+2)°" V9
Por ejemplo, podriamos preguntarnos qué propiedades de suavidad poseen los ele-
mentos de A;(K). Es claro que A7(K) es un espacio de Banach continuamente
inmerso en A(K), si se le dota de la norma

17 lag00 = ||t +2° = 9B (],

donde E_1(f)k := || f|lL. (k). Para demostrarlo, basta tener en cuenta que se trata
de un caso particular de la Proposicién 1 que aparece en el articulo de Piestch [14].
Ademés, si K contiene un nimero infinito de puntos, entonces AJ(K) # A(K), ya
que las normas || fllasx) v [|fllax) = [Ifllx no son equivalentes. Si K contiene
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s6lo un niimero finito de puntos, entonces claramente A (K) = C(K) = A} (K); pues
E,.(f)x = 0 para toda funcién f y todo n > m = #K.

En este articulo vamos a encontrar algunas clases de funciones analiticas que
estdn inmersas en A;(K), y vamos a demostrar algunos resultados de aproximacién
polinémica y racional en A?(K).

A diferencia del caso real, cuando consideramos el problema de aproximacién con
polinomios de una variable compleja en compactos de C, no es posible encontrar
teoremas directos e inversos completamente satisfactorios en el sentido de que pro-
duzcan una caracterizacion completa de los espacios de aproximacion Aj (K). En lo
que sigue, vamos a suponer que K = D para cierto dominio de Jordan D.

Dedicamos el resto de esta secciéon a introducir algunos conceptos y propiedades
de interés en Teorfa de Aproximacion Compleja que seran usados posteriormente. En

particular, definimos las series de Faber y probamos la inmersién H(D) C A3 (D) C
A (D) para todo q y s y para todo dominio de Jordan D C C, donde H(D) denota
el espacio vectorial de las funciones holomorfas en algiin entorno abierto de D.
También introducimos el concepto de cuasidisco y demostramos que cualquier curva

de Jordan diferenciable es una curva cuasiconforme.

1.0.1. Series de Faber. Sea D un dominio de Jordan y sea C = 9D su frontera.
Denotamos por Cr la curva de nivel correspondiente a R > 1,

Cr={®(2):|z| = R}

donde @ es la aplicacién de Riemann ® : C\ D — Ext(C) normalizada en el infinito
por ®(o0) = oo, ®’(00) > 0. Los polinomios de Faber (ver [9, pp. 42-57]) se definen
entonces como F,(z) = la parte polindmica del desarrollo de Laurent de [®(z)]",
n € N. Para cada f € A(D) podemos definir entonces una serie formal (la serie de

Faber de f)

(1) [~ anF,
n=0

(2) an = L F(w)w " dw  (n=0,1,2...)

211 |w|=1
y ¥ =&"1:Ext(D) — Ext(D) es lainversa de ®. Denotamos por F,,(f) la n-ésima
suma parcial de la serie de Faber asociada a f.

Las series de Faber son una herramienta cldsica para la aproximacién de funciones
analiticas. Son la generalizacion més natural ([4], [19]) que conocemos del desarrollo
de Taylor para el estudio de funciones analiticas en dominios de Jordan acotados.
Faber (ver [7], [8]) introdujo dichos desarrollos, y los usé para demostrar la férmula

1 1

(3) lim sup [En(f)p]" = R

donde f se supone analitica en algtin entorno de D y

1 < R(f) :==sup{r: f € H(Int(C;))}.
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Se sigue de (3) la siguiente proposicién:

Proposiciéon 1. Sea D un dominio de Jordan. Entonces

H(D) Cc A;(D) c A(D)

para todo q, S.

Demostracion. Sea f € H(D). Entonces R(f) > 1y (3) implica que E,(f)y =
O(n~*) para todo k € N. Esto concluye la demostracion. O

1.0.2.  Curvas cuasiconformes. La teoria de aproximacién sobre dominios de Jor-
dan depende fuertemente de la geometria de los dominios ya que los aproximantes
que se consideran buenos (como la suma parcial n-ésima de la serie de Faber de
una funcién) estdn dados en términos de la restriccién a T = JD de la aplicacién
de Riemann asociada al dominio de Jordan, de modo que si la aplicacién de Rie-
mann tiene un buen comportamiento en la frontera del dominio, las propiedades de
aproximacion son buenas. Ahora bien, en el estudio del comportamiento frontera de
homeomorfismos, las curvas cuasiconformes son de gran interés [16]. Por tanto, las
curvas cuasiconformes son interesantes para la teoria de aproximacién compleja.

Existen varias definiciones de aplicaciones cuasiconformes y curvas cuasiconfor-
mes. Por ejemplo, la definicién analitica de aplicacién cuasiconforme es la siguiente
(ver [17]): por una aplicacién T-cuasiconforme de un dominio D C C sobre otro
dominio D’ C C entendemos un homeomorfismo h : D — D’ tal que:

e h, junto con su inversa, conserva la orientacién.

e he Wi, . (D\{oco,h ! (c0)}).

1,loc
o |hz| < k|h;| en casi todo punto de D, donde k = Lr;%
Por una curva cuasiconforme o cuasicirculo, entendemos la imagen de una circun-
ferencia bajo alguna aplicacién que es T-cuasiconforme de C en C para algin 7 > 0.
Existe una caracterizacion geométrica de las curvas cuasiconformes, contenida en el

siguiente Teorema (ver [16, p. 107]):

Teorema 2 (Teorema del Cuasicirculo). Sea C una curva de Jordan en C y suponga-
mos que f aplica D conformemente sobre Int(C). Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) diam(C(z,w)) < M|z — w| para todo z,w € C y una cierta constante M
(donde C(z,w) denota el arco de menor longitud de C de z a w y diam(K) =
max{|z —w|: z,w € K} ).

(b) Si z1,22,23 € T y |21 — 22| = |23 — 22| entonces |f(z1) — f(22)] < M|f(22) —
f(z3)| (recuérdese que, por el teorema de Caratheodory, toda aplicacion conforme del
disco unidad a un dominio de Jordan posee una extension continua hasta el borde
del disco unidad, T = 0D).

(¢) f tiene una extension cuasiconforme a C.

(d) Existe una aplicacion cuasiconforme de C a C que aplica T sobre C.

Sea D un dominio de Jordan y C = 0D su borde. Decimos que C satisface una
c-condicién [9] si

(4) A(z,w) < ¢|z —w| para todo z,w € C,
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donde A(z,w) denota la longitud del menor arco de C de z a w. Decimos que C es
cuasi-suave! si es rectificable y satisface (4) para cierta constante ¢ > 0. Es claro
que cualquier curva cuasi-suave debe ser una curva cuasiconforme.

Decimos que C es suave si es de clase C(1) y admite una parametrizacién arco
a:[0,L] = C (ie, ||¢/(t)]| =1 paratodo t € [0,L] y a(t) = ae(s) siy solosit =s 0
{t, s} = {0, L}).

A continuacién, vamos a demostrar que cualquier curva de Jordan suave es cuasi-
suave? (y, por tanto, cuasiconforme).

Proposicién 3. Cualquier curva de Jordan suave es también una curva de Jordan
Cuasi-suave.

Demostracion. Sea « : [0, L] — C la parametrizacién arco de C. Afirmamos que

) LWsabll G A(a(t), als)) #0,
G(@s)—{ TS Aal), als) = 0

es una funcién continua y |G(t, s)| # 0 para todo (t, s) € [0, L] x [0, L] (siendo esto
ultimo obvio).

Para probarlo, primero observamos que es posible extender la parametrizacién «
a una funcién periddica §: R — C de periodo L simplemente tomando S(nL +t) =
a(t) para todon € Z y 0 < t < L. Es claro que 3 es una funcién CV y |8/ = 1.
Ahora,

A(a(t), a(s)) = min{|t — s|, L — méx{t, s} + min{¢, s}}

y Aa(t), a(s)) =0siysdlosit = so{t,s} = {0, L}. Supongamos que 0 <t < s < L
y A(a(t), a(s)) # |t — s|. Entonces

a(t) —als)] _ [B() = B(s)| _ |B(L+1) = B(s)
A(a(t), afs)) L—s+t L—s+t
_ 1B+ (L +1t=35)) —B(s) A1
= jA—" —|0'(s)|=1,sit - s—L

de modo que G es continua (los otros casos son completamente andlogos),

1
- = min |G(t,s)] >0,
C (t,s)€[0,L]x[0,L]
con lo que concluimos la demostracién. O

ITambién se dice que C es una curva arco-cuerda o que es una curva de Laurentiev (ver [16,
p. 96]).

2Estamos convencidos de que este resultado debe existir en la literatura sobre la materia. Es
mas, deben existir resultados mucho més potentes, pero nosotros sélo vamos a necesitar en este
articulo tratar con curvas de Jordan suaves. Es por ello que hemos realizado la demostracién de
este caso, ya que no requiere argumentos especialmente complejos.
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2. APROXIMACION POLINOMICA Y RACIONAL EN A$(D)

Vamos ahora a estudiar algunas cuestiones sobre aproximaciéon polinémica y ra-

cional en Ay (D). En una primera subseccién, demostramos un teorema de inmersion

que generaliza la inmersién H(D) C A7(D) C A(D) a las clases de funciones defi-
nidas por

A'D)={f: £ 1 ....f® e AD)}

(k) _ £(k)
Lip(v»D>:{f:f,f/,f/’,...,f<k>eA(ﬁ)y sup |/ <Z>_ fu(“’>|<oo}
z,weEHD |Z w|

donde vy = k+ v,k € N 0O < v < 1y la frontera del domino de Jordan D se
supone diferenciable de clase al menos C'?). La base tedrica de nuestro resultado es
un teorema directo para aproximacién polinémica sobre cuasidiscos, debido a Belyi
(ver [2]).

En la segunda subseccién se introduce una técnica de discretizacién que se utiliza
en la siguiente subseccién para probar la proximinalidad de las funciones racionales
en A$(D) para todo dominio de Jordan D.

En la cuarta subseccion se demuestran algunos resultados sobre convergencia para

aproximacién polinémica con series de Faber en la norma de A3 (D).

2.1. El teorema de Inmersién. Supongamos que C es una curva de Jordan y
Cr es la curva de nivel asociada a R > 1,

Cr={®(2):|2| = R},

donde ® es la aplicacién conforme C \ D — Ext(C) normalizada en el infinito por
®(00) = 00, P’(00) > 0. Entonces definimos las funciones

dr(z) = d(z,Cr) paratodo z € C.

La misma notacién se usa si C es cuasiconforme y ® es el homeomorfismo cuasiconfor-
me que aplica C sobre dD. El teorema de Belyi afirma (ver [2, p. 316, Theorem 10]):

Teorema 4 (Belyi, 1977). Sea D un dominio cuasiconforme acotado en el plano
complejo. Si f € A¥(D) (k > 0), entonces para todo entero positivo n existe un
polinomio algebraico P,(z) de grado < n y constantes M (j,k, D) que dependen silo
deD, kyj=0,1,..,n, tales que

() 1f(2) = Pu(2)] < M(j, k, D)(dy1 2 () Tw(fP, dy, 1 (2))
para todo z € C = 0D, donde w(f,-) denota el mddulo de continuidad de la fun-
cion f.

Estamos interesados en tomar la norma del supremo del primer miembro de (5)
de modo que es bastante natural definir d,, := sup_¢ d;, 1 (2). Es claro que {6, }52;
es una sucesién decreciente y lim,, .o 6, = 0.
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Corolario 5. En las condiciones del Teorema anterior, se tiene que
En(f)s < M(k,D)oyuw(f*),6,)
para todo f € A*(D).

Teorema 6. Supongamos que D es un dominio de Jordan cuasiconforme y 8, =
O(n~%) para cierto a > 0. Entonces

A*[D) c A;(D) c A(D)
para todo k >

R |w

Lip(+, D) ¢ A3(D) c A(D)

para todo v > =. Ademds, las inclusiones son estrictas y continuas.

Demostracidn. S6lo probamos las inmersiones A¥(D) C A (D) C A(D), para todo
k > =, ya que los otros casos tienen demostraciones similares.

Sean 1 < ¢ < o0 y s > 0 fijados y supongamos que 6, = O(n~%) para cierto
a > 0. Entonces 68 = O(n=%%) y, por tanto, se satisface la siguiente desigualdad:

11~ 11 @ = [{ v 2 E0s )0
1 k—1
< ( H{(n + 2)575En(f)ﬁ}n:0 )

103 {2 b0} )

q
< 0
lll

(donde hemos usado que w(f(k), t) <2 ||f(k) ||L (©) bara todo t > 0 y que

[{nr2ymizety ], <o

siempre que k > £) para todo f € AF(D). Se sigue que A*(D) C Aj(D). Ademas,
es claro que si {f,} — f en A*(D) entonces

AL - e
ln = fleemy =0 ¥ (= D) HLQO@_)O'

R
< ([fw+2y 2] 1w
n= ly

+OMED) 9, {254

Por tanto, || fn — fl| 5= <) 0y la inclusién A*(D) C A3(D) es continua.
Por otra parte, AS( ) # A(D) ya que, gracias a un resultado clasico debido a
Bersntein (ver [21]), existen funciones f € A(D) tales que

1
(n+2)"°"4q sis—21>0,
E,.(f)s= B q
o {(n—|—2)5 siO<s§%,



APROXIMACION EN ESPACIOS DE FUNCIONES ANALITICAS 3

ot
t

y por tanto [|f]| 5. ) = oo D

Nos interesa ahora conocer condiciones sobre el dominio D que garanticen que
0n, = O(n™%) para algin « > 0. En este sentido, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7. Supongamos que la aplicacién conforme ® : C\ D — C \ D posee una
extension holomorfa ® : C\ D(0,¢) — Q. Entonces &, = O(n™1).

Demostracion. Sea z € 0D y sea 2 > R > 1. Entonces Rz € 9D(0, R), ®(z) € C,

®(Rz) €Cry
Rz
JRRGIE

donde A(0;r, R) denota la corona abierta de centro 0 (el origen de coordenadas) y
radios inferior y superior r y R, respectivamente. Por tanto,
on, < sup

sup |(2) - @((1 n %)z)

para todo n € N. (]

|®(2) — ®(Rz)| = < (R=DI'lly, . @wrs)

1
< Z |9’ = =0(n"!
= I HLQO(A(O;LZ)) (n™)

Nota. Una condicién suficiente para que ® : C\ D — C\ D admita una extensién
holomorfa al interior del disco unidad D es que la frontera C = 0D sea analitica.

Nota. Sea ® : C\ D — C\ D una aplicacién conforme que no posee ninguna

extension holomorfa hasta el interior de . Entonces la aplicaciéon conforme ®; :

C\D — Ext(C14¢) definida por ®;(z) = ®((1 +t)z) posee una extensién holomorfa

hasta C \ D(0, %th) para todo t > 0.

Corolario 8. C(k)(ﬁ) C Ag(ﬁ) C A(ﬁ) Y C(k)(E_R) C AZ(E_R) C A(E_R), para

todo k > s, donde Eg es el interior de la elipse de centro 0 y semiejes %(R +R™1
1 -1

Demostracion. Las aplicaciones conformes estdn respectivamente dadas por ®(z) =
2y U(z) = 3(Rz + #2) asi que en este caso §, = c= para cierta constante c. O

A pesar de que el Teorema 7 es muy natural, tener una extensién holomorfa hasta
el interior de D supone una restriccién muy fuerte sobre la aplicacién de Riemann
®. Por tanto, nos gustaria disponer de hipdtesis no tan restrictivas a la hora de
garantizar que d, = O(n~!). Para probar nuestro teorema, usamos el siguiente
resultado clasico de la teoria de funciones de variable compleja (ver [3, pp. 413—
433)):

Teorema 9. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(a) (P. Painlevé) Sean Qy, Qo dos abiertos acotados con fronteras regulares de
clase C() y h: Q1 — Qs un biholomorfismo. Entonces h y h™! poseen extensiones
C(*) hasta la frontera.

(b) Eziste un resultado andlogo si sélo asumimos fronteras regulares de clase Cc),
pero los biholomosfismos sélo admiten extensiones C*—1).
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Ahora podemos probar el siguiente

Teorema 10. Supongamos que el dominio de Jordan D posee frontera de clase al
menos C2). Entonces 6, = O(n™1).

Demostracion. Utilizamos el Teorema 9 con ©; = A(0;1,2), la corona de centro
el origen de coordenadas y radios inferior y superior 1 y 2 respectivamente, 2y =
®(A(0;1,2)) = Int(Cr) N Ext(C), y h = ®|q,. Entonces h = u + iv admite una
extension h = T + iU que es diferenciable en A(0;1,2) y

1 1
sup  [®'(w)|= sup (W47 < max  (T24702)% =M < oo.
weA(0;1,2) weA(0;1,2) weA(0;1,2)
Por tanto

(14+¢)=
/ &' (w)dw

|®(2) — ®(Rz)| = tlir(% |®((1+1)z) — P(Rz)| = lim
- Rz

t—0+

< lim [1+4t—RM=R-1
t—0+
para todo z € D, y la prueba se sigue como en el Teorema 7. (]

Teorema 11 (Inmersién). Supongamos que el dominio de Jordan D tiene frontera
de clase al menos C?). Entonces

A*D) c A;(D) c A(D)
para todo k > s y

Lip(y,D) C Ay(D) C A(D)
para todo v > s. Ademds, las inclusiones son estrictas y continuas.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3 que nuestro dominio de Jordan es cuasi-
conforme y del Teorema 10 que §,, = O(n~!). Por tanto, podemos aplicar el Teorema
6 para concluir la demostracién. O

Podemos decir un poco mas:

Teorema 12. Supongamos que min.eop d,(z) ~ % Entonces, Lip(s,D) no estd

contenido en A5(D). En particular, esto es cierto para D = el interior de una elipse.

Demostracion. Existe un teorema de Tamrazov (ver [20]) que afirma que si
(6) |f(2) = pn(2)| < Md,(2)°, z€ 0D, n €N,

para cierta sucesién de polinomios {p,(2)}32, entonces f € Lip(s, D). Ademés, un

conocido resultado de Bernstein garantiza que existen funciones f € A(D) tales que

) Buf)p = |mig )] . wen

Témese una funcién que verifique (7). Entonces es claro que también satisface
(6), asf que f € Lip(s,D). Ahora, nuestra hipétesis sobre d,,(2) y (7) implican que
f ¢ Ay(D). 0
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Ahora estamos en posicién de probar la proximinalidad de las funciones raciona-
les en Aj(D) para dominios de Jordan. Lo haremos en dos pasos: el primer paso
consiste en la discretizacion del problema y el segundo es el estudio de las sucesiones

minimizantes.

2.2. Discretizacién sobre dominios complejos. El objetivo fundamental de
esta seccion es demostrar que si D es un dominio acotado entonces la norma en

A7 (D) puede ser aproximada por las normas |-|| As(K,) bara ciertos subconjuntos

compactos K, C D. Usamos la siguiente notacién: P;(f)k denota la mejor aproxi-
macién de f con polinomios de grado < t sobre K con la norma H'HLw(K) y, para

el caso especial, K = D, escribimos P;(f) = Pi(f)g (ver [18] para la demostracién
de la unicidad de la mejor aproximacion polinémica sobre subconjuntos compactos
de C). Para cada subconjunto compacto K C D, escribimos |K| = sup,csp d(z, K).
Finalmente, supondremos que Kg C K; C --- C K,, C D es una sucesién de sub-
conjuntos compactos de D tal que D = U2 K,, (i.e., una exhaucién de D). Es
claro que lim,,_, |K,| = 0.

Lema 1. Py(f) esun punto de acumulacion de la sucesion { P(f)k, }rey en Loo(D).

Demostracion. Sea K C D un subconjunto compacto de D. Entonces existe un ng €
N tal que K C K,, para todo n > ny. Por tanto

[P (f)x.,

Lo (K) S HPt(f)K,L Loo(Kp)
<l .o +E(f)p
para todo n > ng, de modo que existe un M = M (K) < oo tal que

SlégHPt(f)K" L) < M(K).

oo
El teorema de Montel implica que existe una subsucesion {Pt( Hx } que es
=1

nj

convergente en H(D). Pero Py( f)KJ € II; para todo j, y II; es de dimensién finita.

o0
Por tanto {Pt( f)KJ } también converge cuando se trata como subconjunto de
i S

Lo (D) y su limite también pertenece a II;. Supongamos que

T

(D)

n;
Entonces

If =Pl o = Mm [|f-Pl,_«k,
® = (Kn,)

< 1im [} - P |7, - 7]

Jggo[ =Pk, L@o(Knj)+ (K., Loe(Kn)
= lim |E,(f)x. HP , —PH

< Et(f)ﬁJFle{}o HPt(f)Kw B PHLw(ﬁ) =&

Por tanto Hf—PHLw(ﬁ) =E(f) gy P = P(f). 0
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Lema 2. lim, .o E:(f)k, = E:«(f)p-

Demostracion. Basta probar que lim,, o E; (f)K"j = E;(f)p para cierta sucesion

de nimeros naturales {n;} T oo, ya que {E(f)k, },; €s acotada no decreciente.
Gracias al Lema 1, podemos escribir

[P, =P, 5 0

Por otra parte, el principio del médulo maximo implica que

Ei(f)s = f(x) = P(f)(2)]

para cierto x € 9D, de modo que

Ei(f)5 — Bi(fxc,, = (@) = B(H@)] = ||f = PP,

LQO(K" )

<|f(z) - x)| = ‘f f)K" (y)‘ para todo y € Ky,
< [f(@) = fWl + [P(f) ) — P(f) @) + | P ()., (y) — Pt(f)(y)‘
w(f, [Ko,|) + w(Pi(f), Ko, |) + Hpt K., —Pt(f)H

Lo (D)

converge a Cero para j — 0o. (]

Proposicién 13. || f|

A:(D) = lims oo || f] As(K,) Para todo f € A3(D).

Demostracion.

/1

As(Ky) = HfHLgo(ﬁ) - HfHLw((Kt)
AT I | (RS X

n=011] n=0

ax) — I

o0

y es claro que HfHLw(ﬁ) —Ifllz.. ,) — 0. Por tanto, debemos probar que

o0 o0

hm H{ (n+2)%" (f)Kt}

= [{m+2 - B}

n=0111, n=01l1, '

Obsérvese que K; C D implica E,(f)k, < En(f)p para todo n, de modo que
0 < En(f)5 — En(f)k, < En(f)i5 para todo n. Por tanto

oo q

{e+2tEns) |

n=0

{er2imgx

n=01{,

NE

(n+2)°" [Ba(D% — BNk,

n=0

<

NE

(n +2)501 [En(f)% - En(f)gg} S+ 2 B ()L

I
o
3
I
o

n
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para todo m. Para todo € > 0 existe un m € N tal que anzo(71—1—2)5‘1*1En(f)qﬁ <e,

ya que || f]| as (D) < o¢. Por otra parte, el Lema 2 implica que para cualquier entero
q

m fijado de antemano,

Jim. [Z(n 4 2)sa-1 [En(f)% — En(f)ggﬂ =0,
n=0

con lo que se concluye la demostracion. O
2.3. Proximinalidad de las funciones racionales.

Teorema 14 (Proximinalidad de las funciones racionales). Sea D un dominio de
Jordan. Entonces R(D) = {$ : a € II,,b € I, $ no posee polos en D} es un

subconjunto proziminal de Ay (D) para todo s,q.

Demostracion. Laidea bésica para la demostraciéon es el Teorema 11, la Proposicién
13 y el hecho de que todos los dominios en C admiten una exhaucién regular [3,
p. 400], de modo que podemos suponer que D = |J;°,D,,, donde K,, = D,, es
compacto, Dy, es Jordan, tiene borde regular de clase al menos Cc® yD, CcDu
para todo n. Por tanto H(D) ¢ C*)(D,) C A (D,,) para todo k > s, y las
inclusiones son continuas. -

Sea f € A5(D). Sea 0 = inf%ERIh(ﬁ) ||f— %HAZ(ﬁ) y sea {Z—:}kZl una suce-
_ar
U HA;(ﬁ)
generalidad que [|bx[|;,_ ) =1 para todo k € N. Entonces

sién minimizante ( i.e., 6 = limy_, ‘ ) y supongamos sin pérdida de

agk agk
B <l + Hf S Y
kllag (D) ! kllas(D)
para cierta constante M < oo y para todo k € N. Por tanto
Ik < || % <M
bl @) ~ 11tk lla;®)

oo
. . ag. .
y, por el teorema de Montel, existe una subsucesion { b:" } que converge unifor-
e

°s

memente sobre subconjuntos compactos de D a una funcién holomorfa g € HD).
Por otra parte, tenemos que |[bk|;,_ ) =1 para todo k y

a
b

larll, B < _ ekl ) =M
D)

Loo(
Y @k, b € Ilngxfn,my}, que es finito dimensional. Por tanto podemos suponer que la

o0
subsucesion {Z: } es tal que para ciertos polinomios a € II,, y b € I1,,, se tiene
's ) s=1
que lms oo [lak, —all;_ ) = ims—oo [|bk, = bll__ @) = 0. Se sigue que g = ¢.
Afirmamos que g no tiene polos en D. Ciertamente, si zp € D es un polo de g
entonces existe algin z; € D para el que |g(z1)| > M + 1. Por tanto

(=)

ak,(z1) ak
g( 1)_ bks(zl)

bi, (21)

> |lg(z1)| =

B
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para todo s € N, lo que entra en contradiccién con 7= — g en H(D).
B,

De la inmersién H(D) ¢ A*(D,,) C A3(D5,) se sigue que

lim Dk _ gH =0.

§—00 bks AZ(D_”)
Por tanto

A, A,
e T I Y LR Y’
ks llAg(D,) ks A:(D,)
y la Proposicién 13 implica que
If = 9llas @) = M lf —9lla: o)
— lim lim Hf—% < lfm lim Hf— ks -
n—0o00 §—00 bks AZ(D_”) n—o0 §—00 bks AZ (D—”)
O

2.4. Resultados sobre convergencia. El objetivo fundamental de esta seccién
es observar que, aunque la topologia de los espacios de Besov es maés fuerte que la

topologia de A(D) (la convergencia en A7 (D) obviamente conlleva la convergencia

en A(D) ya que la inclusién Aj(D) < A(D) es continua), el estudio de la conver-
gencia en norma para aproximantes cldsicos en las nuevas normas [|-|| 5. i, se sigue
q

en gran medida de los resultados cldsicos. (La idea clave es que las aproximaciones
polinémicas que son near-best en A (D) también lo son en A$(D)). Fijamos nuestra
atencién sobre la convergencia en norma de las series de Faber, aunque podriamos
haber elegido cualquier otra sucesiéon de aproximantes polinémicos near-best, para
obtener resultados analogos.

Con respecto a la convergencia de las series de Faber, se conocen los siguientes

resultados: Lesley, Vinge y Warschawski [13] probaron que la desigualdad
(8) 1f = FalDll,_ ) < [Allogn)?® + BIE.(f)

es valida sobre dominios de Jordan cuasi-suaves. Kovari y Pommerenke [12] demos-
traron la desigualdad

(9) 1f = FalDllo ) < Alogn)En(fs
para dominios de Jordan frontera de rotacién acotada y la desigualdad
(10) If = FalDl i) < An°En(f)5

para cualquier domino de Jordan y ciertas constantes universales A, «. Ademsds,
demostraron que se puede tomar o € (0.138,0.5).

Dada (8 una sucesién de ndmeros reales positivos (arbitraria), podemos definir
los espacios de aproximacion generalizados

A{D)={f € AD): I fll s = Il 1) + HonEn(Hptaolli < o0}

Es, ademsds, claro que dichos espacios son Banach (ver [1]). Ahora es facil demostrar
el siguiente
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Teorema 15. Sean = {b,}2, CRT y 1 < g < oo arbilrariamente elegidos y sea
D un dominio de Jordan acotado. Entonces

(a) Silmp—oo (X en bl) n*En(f)y = 0 y f € AJ(D), entonces Fn(f) con-
verge a f en la norma de A'g(ﬁ)

(b) Si C =D es de rotacion acotada y limy oo (3 4cp bi)% (logn)E,(f)g =0,
f € AZ(D), entonces Fn(f) converge a f en la norma de A'g(ﬁ)

(¢) SiC = 0D satisface una c-condicion ylimp 0o (3 4y bq)

- (logn)” En(f)g =
0, f € A(D), entonces F(f) converge a f en la norma de Al (D).

Demostracion. Sélo probamos la primera afirmacion (la segunda y la tercera poseen
demostraciones andlogas). Tenemos que demostrar que ||f — Fp,(f)]| AID) — IIf -

FulDllr.. @) T I{0kER(f = Fu(f))5}izoll, converge a cero siempre que

(11) nlirr;o (qu> (logn)Ey(f)g = 0.

k<n

Pero {c, = (Z k<n bq) }59 ; es una sucesién no decreciente de nimeros reales, de
modo que si se satisface (11) entonces lim, .o (logn)E,(f)y = 0 y lim, Hf -

FalOllL o) =0
Definamos A,, = {a,(cn)}, y B, = {b,(cn)}, donde

my | O si k <n,
Ev(f)p sik >n,

pm _ | Ef = Fu(f))s stk <n,
k 0 si k> n.

Entonces |[{bxEx(f — Fn(f))ptizolli, = [An + B < || Anlli, + [ Ballt,- Es claro que
si f € AP(D) entonces lim, .o [|An ||, = 0. Por otra parte,

k<n

(wa FaIG @) <(Zbi> (3 +logm) Bl

k<n k<n

y limy, o || Brll1, = 0 siempre que se verifique (11). O

Corolario 16. F,(f) converge a f en la norma de Ai(D) para todo f € H(D) y
para todo dominio de Jordan D.

Demostracidn. Para el espacio de Besov A% (D) tenemos by = (k+ 2)575. Por tanto

(Z bi)q - <Z<k+2>5q1>q ~ (1)) = (0t 1)°

k<n k<n
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S bl Eu(f)pn® ~ (n+1)" Eu(f)pn®.

k<n
Témese v > s + a. Entonces existe una constante A = A(y) > 0 tal que E,(f)g <
An” para todo n € N. Por tanto

(12) (n+ 1)* En(f)gn® < A ("* 1) !

n ny—s

que tiende a cero para n — oo. O

Corolario 17. Sea D un dominio de Jordan con borde reqular de clase al menos
C®@). Entonces para todo € > 0 y para todo f € Lip(s + ¢, D), Fn(f) converge a f

en la norma de Ay (D).

Demostracion. Si f € Lip(s+e¢,D) y D es un dominio de Jordan con borde regular
de clase al menos C'?), entonces E,(f)5 < An*t¢ para todo n € N. Por otra parte,
D posee un borde de rotacién acotada ya que es regular. Por tanto se satisface la
férmula (9). El Corolario se sigue puesto que podemos cambiar el factor n® por logn
y la constante 7 por s 4+ ¢ en (12). O
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