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ABSTRACT. Fractal interpolation functions provide new methods for approxi-
mating experimental data. The main difference with the classical procedures is
the fractal character of the curves used to fit the points. In the present paper,
an affine fractal interpolation technique is applied to find an explicit formula
to obtain the energy of a real periodic evenly sampled signal. Under some
hypothesis about the original function, an error bound is given.

1. FUNCIONES DE INTERPOLACION FRACTAL

Las funciones de interpolacién fractal son de creacién reciente (1987) y consti-
tuyen una herramienta 1til en la aproximacion de datos experimentales. Estas fun-
ciones pueden computarse de manera rapida y poseen propiedades geométricas que
permiten representaciones graficas adecuadas de fenémenos complejos y un célculo
sencillo de la dimensién fractal del grafico de las mismas. En el caso particular de
las funciones de interpolacién fractal polinémica, el método puede considerarse una
generalizacion de los splines de este tipo. La interpolacién polinémica supone que
la senal es demasiado «lisa» y no recoge la estructura fractal de la misma. Si el
muestreo de la senal no es muy refinado, la interpolacién por splines realiza sobre
ésta un suavizado o filtro de paso bajo, que omite las frecuencias altas.

Las funciones de interpolacion fractal pueden integrarse utilizando la ecuacion
funcional que las define. En algunos casos, este tipo de curvas poseen una dimensién
fractal no entera, es decir, se trata de conjuntos fractales en sentido estricto y,
ademds, son funciones no derivables en ningin punto.

En el presente trabajo se utilizan estas funciones para interpolar un conjunto de
puntos correspondientes a una senal muestreada y calcular la energia de ésta, en el
caso de que haya periodicidad.

1.1. Sistemas de funciones iteradas (SFI). Sea K un espacio métrico com-
pleto respecto de la distancia d(z,y) Vz,y € K. Sea H el conjunto de todos los
subconjuntos de K compactos no vacios. H es un espacio métrico completo con la
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distancia de Hausdorff (ver [1])

h(A, B) maX{ilelg Inf d(z,y), sup Inf d(x,y)}
definida para cualesquiera A, B € H.

Sean w, : K — K, n=1,2,..., N, un conjunto de transformaciones continuas.
Entonces la (N + 1)-tupla {K,w, : n = 1,2,..., N} se denomina sistema de fun-
ciones iteradas (SFI) (ver [3]). Se define la transformacién W : ' H — H mediante la
igualdad

W(A) =Uw,(A) para A€ H.
Cualquier conjunto G € H tal que W(G) = G se dice atractor del SFI (es decir,
el atractor es un punto fijo de W). Si K es un compacto, entonces cualquier SFI

admite al menos un atractor.
Si para algin 0 < s < 1y todon € {1,2,..., N} se verifica la desigualdad

d(wn(z), wn(y)) < sd(x,y) Va,y € K,

entonces el SFI se dice hiperbdlico. En este caso W es una aplicacién contractiva
respecto la métrica de Hausdorfl, es decir,

h(W(A), W (B)) < sh(A,B) VA ,BeH.

Como consecuencia del teorema de la aplicacién contractiva, W admite un tnico
punto fijo, es decir, existe un unico atractor G que verifica

G= lim W™(S) VSeH,
m—o0
donde W™ denota la composicién de W consigo misma m veces.

1.2. Interpolacién fractal afin. Sean ty < t; < -+ <t un conjunto de niime-
ros reales, se denota por I = [to,tny] C R el intervalo cerrado que los contiene. Sea
dado el conjunto {(t,,z,) € I xR:n =0,1,2,..., N}, llamado conjunto de pun-
tos de interpolacién. Para cada subintervalo I,, = [t,—1,t,] se define la aplicacién
L,:I—1, ne{l,2,...,N}, de modo que

(1.1) Ly(to) = ta—1, La(tn) =ts
y L, sea un homeomorfismo contractivo:
(12) |Ln(61) — Ln(62)| < l|61 — 62| Vcl,CQ el

para algin 0 <1 < 1.
Sea -1 <a,<1,n=12,...,N,y F =1 xR. Se consideran N aplicaciones
continuas, F), : F' — R satisfaciendo:

(13) Fn(to,.’to) = Tn—-1, Fn(tN,.’EN) = Tn, n = 1,2, .. .,N,

(1.4) |Fo(t,z) — Fr(t,y)| < anlz—yl, tel, z,yeR

Tomando wy,(t, ) = (Ln(t), Fu(t,z)), Vn = 1,2,..., N, se puede enunciar el
siguiente resultado:
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Teorema 1.1 (ver [1]). El SFI {F,w, : n = 1,2,..., N} descrito anteriormente
admite un unico atractor G. Este G es el grdfico de una funcion continua f: I — R
que verifica f(t,) =x, paran=20,1,2,...,N.

La funcién anterior recibe el nombre de funcién de interpolacién fractal (FIF)
asociada con {(L,(t), Fn(t,z))}_;. Y, ademsds, es la tinica funcién f : I — R que
satisface la ecuacién funcional

f(Ln(t) = Fu(t, f(t)), mn=1,2,...,N, tel,
0, lo que es lo mismo,

(1.5) ft) = F(LN (1), fo L (1), n=1,2,...,N, t€l,=[tn_1,tn)

n

Se define el conjunto F de funciones continuas f : [to, tn] — R tales que f(tg) =
zo; f(tn) = zn. En F se define la métrica d asociada a la norma del supremo:

d(f,9) = max{[f(t) —g(t)| : t € [to, tn]}, Vfg € F.

Entonces (F,d) es un espacio métrico completo.
Dado el SFI anterior, se define la aplicaciéon T : F — F mediante

(1.6) (TF)(t) = Fo(LY(t), fo L, (t), VtE€ [th_1,tn], n=1,2,...,N.

Utilizando las condiciones (1.1)—(1.4), se comprueba que (T'f)(t) es continua en el
intervalo [t,,—1,t,] paran =1,2,..., N y ademds lo es en t1,to,...,ty—1. En cada
punto, (Tf)(t,) = z,. Ademds T es una aplicacién contractiva en el espacio métrico
(F,d):
d(T'f,Tg) < |l d(f, 9),

donde |a|oo = max{|ay| : n = 1,2,..., N}. Suponiendo que |o|s < 1, €l teorema
de la aplicacién contractiva implica que 1" posee un unico punto fijo en F, es decir,
existe f € F tal que (T'f)(t) = f(t) Vt € [to, tn]. Ademds, f pasa a través de los
puntos de interpolacién. Esta funcién f es la FIF asociada a w,,.

Las funciones de interpolacion fractal mas estudiadas hasta ahora han sido del
tipo

(1.7) Ln(t) = ant + bn,

(18) Fn(twr) = anx'i_Qn(t)’

donde ¢, (t) es una aplicacién afin, llamadas FIF afines (ver [1, 4]).
Para que se verifiquen las hipétesis del teorema anterior es necesario que Ly, (tp) =
tn—1, Ln(tn) =t, (segin (1.1)), lo cual implica que
o tp —tn—1 o tntn—1 — totn
ap = ————, b= —7"7-—7-—.
tn —to tn —to
Se trabajard con puntos equidistantes y ademads, sin pérdida de generalidad, se
considerard el intervalo de interpolacién en ty = 0, por lo que, si se denota t,—t,_1 =
h, entonces ty — tg = Nh, y por lo tanto

1
1. n= — by = th_1.
(1.9) a N y 1
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Imponiendo a F), la condicién (1.3) se tiene que

(110) qn(to) = Tn-1 — Qplo,

(1.11) gn(tN) = T, — apzy.

Si ¢n(t) = qint+qon, por (1.10)—(1.11) se obtienen los coeficientes de ¢y, (t) en funcién
del parametro libre a,, llamado factor de escala vertical. Como se ha considerado
to = 0, las expresiones se reducen a

(1.12) - Tp — Tn-1 aan — xo’
tn tn
(113) don = Tpn—1 — Q.

Sia, =0Vn =1,2,...,N, entonces F,(t,x) = g,(t) en (1.8), y por lo tanto
f(t) = gnoL,(t) Vt € I,, (con la notacién de (1.5)). Entonces f(t) es lineal a trozos
y continua.

2. CALCULO DE LA ENERGIA DE UNA SENAL PERIODICA MEDIANTE
INTERPOLACION FRACTAL AFIN

Se pretende calcular la energia de una senal, de la cual en la practica sélo se tienen
datos muestreados. Se propone la técnica de reconstruccién y ajuste de dicha sefial
mediante las funciones de interpolacién fractal expuestas en el apartado anterior.
A partir de aqui se calcula la energia de la sefial mediante férmulas explicitas que
vienen dadas en términos de los coeficientes del sistema de funciones iteradas que
definen la funcién de interpolacion.

2.1. Momentos temporales y espectrales de una senal. Dada una senal
x(t) definida en el intervalo I = [0, T, se definen los momentos temporales como

T
Mn:/0 " f(t) dt.

Se puede expresar una senial en una cierta época como una funcién del tiempo
z(t) y por medio de su transformada de Fourier Z(w) describirla en funcién de la
frecuencia. Multiplicando Z(w) por su conjugado se obtiene el espectro de potencia
S(w) = Z(w)z*(w) de la senal.

Se define el momento espectral de orden n como

1 [t

(2.1) my w"S(w) dw.

o)
La descripcion de las frecuencias completas obtenidas por medio de la transfor-

mada de Fourier es simétrica con respecto a la frecuencia 0. Por ser una senal real

se verifica que T(—w) = Z*(w), entonces S(—w) = S(w) y w™S(w) es una funcién

impar si n lo es. Como consecuencia, todos los momentos espectrales impares son 0.
En este caso nos centraremos en el estudio del momento de orden 0:

1 [t

(2.2) mg S(w) dw.

:% .
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En la préctica se trabaja con sefiales de duracion finita. Para determinados cdlcu-
los de tipo espectral, es necesaria la condicién de periodicidad. Se denotara L?(T) el
espacio de funciones periédicas de periodo T de cuadrado integrable en I = [0, T].
Se define la norma de f € L*(T) como

(23) 1 = (00 = 5 [ FOF 0t

La expresién del momento de orden 0 en el dominio temporal se basa en la igualdad
de la energia, es decir, que la potencia total en el dominio de la frecuencia es idéntica
a la potencia media en el dominio del tiempo. Se tiene, por la férmula de Plancherel
(Parseval) para una seflal de este tipo (ver [5]) la siguiente igualdad:

+oo
(2.4) € 17 (w)|? dw = %/I|x(t)|2dt.

27 J_ o
Considerando que S(w) = Z(w)z*(w) = |Z(w)|* y que = es una sefial real, puede
expresarse la energia de la misma como

+oo
(2.5) E=my= L S(w) dw = %/Ixz(t) dt.

21 J_ oo

2.2. Cuadratura de la energia en el dominio temporal. Se pretende calcu-
lar la energia de la senal en el dominio del tiempo. Como los datos que se tienen
son los de una senal muestreada, es necesario reconstruirla para poder integrar el
cuadrado de ésta. Para ello se utiliza el método de interpolacién fractal propuesto
anteriormente.

2.2.1. Momentos temporales. Se comienza hallando los momentos temporales en
funcién de los coeficientes del sistema de funciones iteradas que definen la funcién
de interpolacién fractal afin, ya que se expresara la energia de la senal en funcién
de dichos momentos.

Para calcular M, se utiliza la funcién de interpolacién fractal afin asociada a un
SFI del tipo (1.7)—(1.8) verificando (1.9), (1.12) y (1.13). En el siguiente desarrollo
se tiene en cuenta que la FIF es el punto fijo de la aplicacién T : F — F definida
en (1.6):

tN N tn N .
Mo :/t f(t) dt:nz_:l/ (Tf)(@) dt:nz_:l/to [anf(t) + qu(®)] d(ant + by)

0 th—1

N tN N N
=Y anan/ f@ydt+y" an/ qn(t) dt
n=1 0 n=1 0

N N N
= Z Qn Oty Mo + Z an/ qn(t) dt,
n=1 n=1 0
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donde se ha realizado el cambio de variable t = L, () y se considera que t; = 0.
Despejando de aqui el momento My se obtiene

N t
Don=10n Jo" qn(t)dt
~ .
1= anan
Considerando que la particién del intervalo [0,¢x] se hace de modo equidistante,

entonces a, = 1/N. Llamando o = Zn 1y = Zn 1 0 gn(t) dt se obtiene la
expresién

(2.6) My =

p
N—a’
Procediendo de manera andloga se puede calcular el momento Ms:

tN
M, = / t)dt = Z /
to th—1

N tN
:Z / (ant + bo)[anf(8) + gn(®)] d(ant + by)

3% N 3%
2
E a an/ tf(t) dt—i—ng_lan/o tgn(t) dt

(2.7) Moy =

N tN
(2.8) +Zanbnan/ 7@ dt+2an n/ qn(t) dt.
ot 0

Sustituyendo a,, = 1/N y llamando v = Z _1 @by, se obtiene la expresién

1 1 N
Ml:maMl—'_mz_:/o tqn(t)dt—l——vMo—i-—Zb / qn(t

Llamando \; = ZN 0 NMign(t)dt, b1 =Y 1 bn f gn(t) dt y sustituyendo M

n=1
por el valor calculado en (2.7), el momento M; se puede expresar del siguiente modo:

1 g
A+ N
a[1+ TN =

(2.9) My =

— NpB|.
N2 o ﬂ1]

2.2.2. Formula de la energia. Para obtener el momento mg se aplica el método
seguido en el cdlculo de los momentos temporales. Se considera la funcién T : F — F
definida por:

(TH)(t) = anf(Ly (1) + qu(Ly (1), VEE [tn1,tn], n=1,2,...,N.
Seguin se ha expuesto en los apartados anteriores, T' posee un unico punto fijo f € F

de modo que (T'f)(t) = f(t) Vt € [0, tn]. Para la obtencién de mg = % OtN (f(t)? dt

se considera la integral Iy = OtN (f(t))? dt, de modo que

- [ S o) e = Z / ) TH(t)) dt
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N tN
=3 [ anf ) + an @0 (1) + au(0)) dlant + by).
n=1 0

Se considera a partir de ahora a,, = 1/N. Asi,

N tN
=y 3 [ anf @ + an@llons ) + o)

1 N , N .
- N[(;an)lo+2nz_:l(an/o F()gn(t) dt) +NJ0].

El tercer sumando puede expresarse como el momento de orden 0 de otra funcién

N tn _ _ N tn
h=d / @) ai=3 / (g o L; M (£))? dt

th—1

(con t = L,(f)); por tanto Jy = OtN (Q(t))? dt siendo Q(t) = qno L, (t) sit € I,,. Si

ap,=0Vn=1,2,..., N, Jy es el momento de la funcién lineal a trozos que interpola
los datos.

Sustituyendo ¢, (t) = q1nt+qon se puede expresar Iy en términos de los momentos
temporales. Se calcula primero el sumando

N tn N tn
;an /0 F(t)gn(t) dt:;an /0 [q1nt f(t) + qonf(t)] dt

N N
=M (Z Otnfhn) + My (Z anQOn) .
n=1 n=1

N .
Denotando por 6 =) " | a? se tiene, pues,

) 5 N N
Iy = NQIO ty [M1 (nz—:l anQ1n> + My (Z Otnq()n)] + Jo;

n=1

despejando de aqui I,

1 N N
(2.10) Io = (m) [2M1 (Z anq1n) + 2M0(Z anqon> + NJO]
n=1 n=1

por lo que el momento my resulta ser

N N
n=1

n=1
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3. AcCOTACION DE LOS ERRORES DE APROXIMACION

Se pretende dar una aproximacién del error cometido al calcular la energia de la
senal usando funciones de interpolacién fractal. En primer lugar se acotara el error
cometido al sustituir la sefial z(¢) por la FIF f,(¢) que tiene como factores de escala
vertical @ = (a1, ag, . .., ay,). Posteriormente se acotard el error cometido al integrar
la FIF para hallar el momento espectral de orden 0 o energia de la senal.

Se considera la aplicacién

T:JxF—>F

(a,f) = Taf
con o = (g, Qg,...,0,); J el intervalo J = [0,7] x [0,7] X --- x [0,7], 0 < r < 1,
r fijo; [to,tn] = I; F espacio de funciones continuas en I tales que f(tg) = o y

f(tn) = zn; vy, finalmente,
(3.1)  Tuf(t) = Fom(Ly'(8), fo Ly (1) = anf o Ly (1) + qn 0 Ly (2).

El superindice «, representa la dependencia de F, respecto el factor de escala
vertical. El polinomio ¢, = ¢nit + gno y sus coeficientes se definen en (1.10) y
(1.11), y t € [tn—1,tn] = I. Se sabe que el punto fijo de T}, es la FIF (Teorema de
Barnsley).

Proposicién 3.1. Dadas f1, fo € F, se verifica que
Tafi(t) = Tafo(t)| < ol [ f1 = folloo

siendo |a|oo = max{|an|}, yt € I.
n

Demostracion.

Tafi(t) = Tafo®)] 5 lanfio LM () + ano Ly (1) — anfz o L' () = an o Ly (1))

= |an|[fro Ly () = f20 Ly (1)
< max{|an|}fro Ly (1) — fa o Ly (1)) < lals [Lfr = falloo
de modo que
(32) [T fr = T falloo < lafoo /1 = f2lloo-
O

Proposicién 3.2. Sean o = (a1, o, ..., ), 8= (01,02,...,0.) vy f € F. Enton-
ces

ITof = Ts flloo < la = Bloo ([[flloo + méax{|zol, [zn]}).

Demostracion. Se pretende acotar la diferencia |Ty, f(t) — T3 f(t)]. Podemos escribir
(se expresa mediante ¢¥~ la dependencia de g, respecto a )

Taf (1) = Tpf (O] 5 lonfo LM () +apm o Ly (8) = Buf o Ly (1) — g o Ly (8))]

<lanf o Ly () = Buf o Ly (D] + g™ o Ly () — g o L' (2)]
{3.1} {3.2}
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Acotando por separado cada sumando, para {3.1} se tiene
|anf o Lyt (8) = Buf o Ly (8)] < lan — Bul [f o L (8)] < | — Bloo [|.floo-
Para acotar {3.2} se recuerda primero que ¢, (t) = gn1t + gno con
Tp — Tp—-1 TN — Zo
dn1 = — Qp
tn
dno = Tn—-1 — QnpTo.

)

tn

Asi,
a5 0 L () = @ o L ()] = |(B — n) =2 L (1) + (B — cun)o
Como L, (t) = ant + by, entonces
L) =0 = NG )

y podemos continuar con la igualdad anterior:

457 0 Ly () = g8 © Ly ()] = 160 — ] [P0 N(t = to1) + a0
N
Considerando ty = Nh con el fin de simplificar los calculos, queda
TN — T
= B — ] | =5 (= ) + 20
t—tn— h—(t—t,_
— 1By — an N ( 1)+9ZJ( ( 1))‘
TN(C—tn-1) + 2oty — 1 [
= 10— ey | 0D 200 20 g e o], .
De este modo, aplicando las acotaciones de {3.1} y {3.2} se puede concluir que

(33) T f(t) = Tpf(8)] < o = Bloo (| flloe +max{|aol, |xn]}),
de donde se deduce el resultado. ]

Proposicién 3.3. Dadas fo y fg dos FIF afines con factores de escala vertical
Q= (0[1,042, . '»an) Y ﬂ = (ﬂl?ﬂ% . '7ﬂn); se cumple

1
[fa = flloo < T ol & = Bloo (1f8llcc + max{]|ao, [zn]})-

Demostracion.
I fa = fallo = Tafo — Tafs + Tafs — Tafsllo

< Tofoa = Tafslloo + 1 Tafs = Tp ol 0o
Aplicando las proposiciones 3.1 y 3.2 se tiene

[fo = Fslloo < lafoo l[fa = falloo +la = Bloo ([ flloc + méx{|zol, |2n|}),

de donde se deduce que

1
(3.4) [fo = flloo < T lale & = Bloo (1f8llcc +max{]ao, [zn]})-
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Consecuencia. Haciendo 8 = 0 en la expresién anterior, tenemos

1
— <
I = Solle < T
Aqui, fo es la funcién lineal a trozos en I, = [t,—1,t,] que interpola los datos,
ll folloo = m;ix{|xn|}, de modo que

oo (1 folloo +méx{[zo|, [zx]}).

(3.5) [fo = folloo <

2
= m |o|oo mjx{|xn|}~

Proposicién 3.4 (Acotacién del error de interpolacién). Sea x(t) una senal real
muestreada en intervalos de longitud constante h = t, —t,—1 Yn =1,2,...,N, y
fo la FIF que aproxima dicha senial, definida mediante la ecuacion funcional (1.5)
para un sistema de funciones iteradas de tipo afin. Si x es dos veces derivable y
|2"(&)| < C V¢ € I, se verifica la siguiente desigualdad:

Ch2 n 2

_QOOS_ -
e = falloe < Fh° + =70

oo mitx{ 3.
Demostracion. Se pretende acotar el error que se produce al sustituir la funcién
«verdadera» por f, funcién de interpolaciéon fractal punto fijo de T,,. Para t € I se
tiene que

(3.6) [2(t) — fa(t)] < |z(t) = fo(®)] + [fo(t) = fa ()],
siendo fy la funcién lineal a trozos en los intervalos [t,,—1,t,], continua y pasando
por los puntos de interpolacién.

Se procede a acotar el primer sumando de la expresién (3.6) si t € I,,. Si x es dos
veces derivable, por el teorema de interpolacién de Lagrange (ver [6]) existe £ € I,
tal que, para t € I,,, se tiene

t—1tn
th—1—tn

T ek N (S VPP TR

z(t) = x(tn—1) Pa—— 5

con lo que

x(t) = fo(t) + @(t —tpo1)(t — tn).

Si, ademads, la derivada segunda estd acotada por Cy, en I, se tiene, parat € I,
Ch Cn
(3.7) [2(t) = fo(®)] < - |(t = tn1)(t = tn)] < D%

El segundo sumando de (3.6) estd acotado en (3.5). Aplicando conjuntamente las
dos desigualdades se obtiene:

(G 2 .
. — Jalloo £ = PR [ n|ly = H,
(33 o=l < G2+ T ol mie{ o]} = K
siendo C' > 0 tal que |2”(§)| < C V€ € 1. O

Proposicién 3.5 (Acotacién del error de la cuadratura de la energia). Sea

1 5
= — t))° dt
Mo =7 [ @)
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la energia correspondiente a una senal real x(t) en el intervalo I =1[0,tn], y

1t
Mo = 7 | a0

la energia de la funcion de interpolacion fractal afin correspondiente a la particion
0<ty <---<tn. Entonces,

|E| = |m0aprox - moexac| S K2 + 2L0K7
si x es dos veces derivable, |z'(€)] < C V€ € I, siendo Ly = ||z]|co y K la constante
definida en la proposicion 3.4 en (3.8).

Demostracion. Una vez acotada la diferencia entre la sefial original y la FIF que la
interpola se pretende dar una aproximacién del error cometido al calcular la energia
de la sefial usando esta funcién de interpolacién fractal.

Se denota T'=tn — to = tn (ya que to = 0). Asi,

tN
B1= 0~ o = | [ a2t~ [ o2t

= 4| [ a2 - oyt

= 07 = 2000+ 00 + 22001000 — 2P

‘/ (fa(t) — a(t ))zd“r?/om x(t)(fa(t)—x(t))dt‘

<t [Tl - aPar 2 [ a0l - 20

Aplicando la acotaci(’)n de la proposicion anterior se obtiene el error en el cdlculo de
la energia de la senal:

1 2
(3.9) |mgTK%+TLmT:KM4%K
siendo Ly y K las constantes descritas en el enunciado. O
REFERENCIAS

[1] M. Barnsley, Fractals everywhere, Academic Press, 1988.

[2] M. F. Barnsley y A. N. Harrington, The calculus of fractal interpolation functions, J. Approz.
Theory 57 (1989), 14-34.

[3] G. A. Edgar, Measure, topology, and fractal geometry, Springer-Verlag, Nueva York, 1990.

[4] D. P. Hardin, B. Kessler y P. R. Massopust, Multiresolution analyses based on fractal functions,
J. Approx. Theory 71 (1992), 104-120.

[5] H. P. Hsu, Andlisis de Fourier, Addison-Wesley Iberoamericana, Wilmington, 1987.

[6] J. Stoer y R. Bulirsch, Introduction to numerical analysis, Springer-Verlag, Nueva York, 1980.



48 M. A. NAVASCUES Y M. V. SEBASTIAN

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA, CENTRO POLITECNICO SUPERIOR, UNIVERSIDAD DE
ZARAGOZA, CALLE MARIA DE LUNA 3, 50015 ZARAGOZA, SPAIN
Correo electrénico: manavas@posta.unizar.es

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA, EDIFICIO DE MATEMATICAS,
C1upaD UNIVERSITARIA S/N, 50009 ZARAGOZA, SPAIN
Correo electrénico: msebasti@posta.unizar.es



