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ABSTRACT. The inverse conductivity problem deals with the determination of
the conductivity v in the interior of a domain Q appearing on the equation
div(yVu) =0
from the measurements of u and % at the boundary 992 (Dirichlet-to-Neumann
map A~).
A survey of the problem is done. We show the main results and techniques

since the original and pioneering work of A. P. Calderén in 1980, pointing out
on the stability in dimension 2, where the problem is formally well determined.

1. INTRODUCCION

En los problemas inversos de frontera, uno espera descubrir propiedades internas
de un cuerpo acotado 2 al hacer mediciones en la frontera 0€). Estos problemas
surgen en campos tales como medicina (deteccién de embolia pulmonar), [20], geo-
logia (determinacién de depésitos minerales en la Tierra), industria, economia, etc.
(puede verse [9], donde se presenta una panordmica de las aplicaciones de este tipo
de problemas a distintos campos, especialmente la medicina). El modelo matemdti-
co apropiado para estos problemas estd dado, normalmente, por una ecuacién (o
sistema) en derivadas parciales en € y las mediciones en la frontera quedan refleja-
das por una cierta aplicacién entre funciones sobre el contorno. El problema inverso
trata de determinar los coeficientes de la ecuacion a partir del conocimiento de dicha
aplicacién sobre el contorno.

Quizés el ejemplo mas representativo es el problema de conductividad inverso,
también llamado tomografia de impedancia eléctrica. Supongamos que 2 C R,
n > 2, dominio acotado con frontera suave, representa un cuerpo conductor eléctrico.
La conductividad del cuerpo, en un principio puede depender de la direccién (el
tejido musculoso del cuerpo humano), la representamos por una matriz simétrica y
definida positiva v = (7%) en €. Si suponemos que no existen sumideros o fuentes
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de corriente, por la ley de Ohm la ecuacién para el potencial u en 2 esta dada por

(1.1) Z 8?@ (7”%)20 en €.

i,j=1

Si conocemos el potencial f en 9L, el potencial inducido u en ) satisface el
problema de Dirichlet

(1.2) ZZj:l az,- (W’ij,%;) =0 en £,
| u=f en 0.

La aplicacién voltaje a corriente o Dirichlet a Neumann A,, mide el flujo de
corriente generado en la frontera por un potencial aplicado sobre la misma. Se define
dicha aplicacién por

o
Oz;loa

(13) A = S Ay,

i,5=1

donde u es la solucién de (1.2) y v; es la componente i-ésima del vector unitario nor-
mal exterior a 9€2. El problema de conductividad inverso trata de la determinacién
de v a partir del conocimiento de A.

El primero que planteé este problema fue Calderén [8], quien consider6 la cuestién
para conductividades isétropas, es decir aquellas que no dependen de la direccién.
Si suponemos que y(x) es una funcién real y positiva y consideramos la matriz
real y(x)I, donde I es la matriz identidad, (1.1) se reduce a la ecuacién en forma
divergencia

(1.4) div(yVu) =0, x €,
y la aplicacién Dirichlet a Neumann (1.3) a
ou
1. A =v—
(15) () =7

donde % indica la derivada con respecto al vector normal unitario exterior v a 0.
Calder6n demuestra que la derivada de Frechet (primera aproximacién) en conduc-
tividades constantes de la aplicacién v — @, donde @), es la forma cuadrética
asociada a A, es inyectiva. Utiliza las soluciones complejas de la éptica geométrica
asociadas al laplaciano

6I.p7 xéR"? pg(c”? ppZO,

y da un procedimiento para aproximar conductividades «casi constantes» a partir
de la aplicacién Dirichlet a Neumann (también utilizando este tipo de soluciones
especiales). Muchos de los avances que se han hecho en este campo, han sido con-
secuencia de la construccion de las soluciones complejas de la éptica geométrica
para la ecuacién en derivadas parciales que se estudia. En la siguiente seccién, da-
remos un esbozo de la demostracién de Calderén y de como se ha generalizado su
procedimiento, de lo que da idea la amplia literatura aparecida desde este trabajo
pionero.
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En términos generales el problema de conductividad inverso estd centrado en el
estudio de la aplicacién

(1.6) Ay — A,

La naturaleza del problema inverso de la conductividad es diferente segin tratemos
dominios en el plano, n = 2, o en dimensién superior. Veremos en las secciones si-
guientes que el uso de las llamadas soluciones complejas de la éptica geométrica hace
que el problema esté sobredeterminado si n > 3 y formalmente bien determinado
en el plano. Las soluciones complejas de la 6ptica geométrica vienen dadas por las
funciones de la forma (préximas a las exponenciales de Calderén)

(L.7) eP(1+y(z,p), xeR",  peC",  p-p=0,

con ¢(z,p) — 0 cuando |p| — oo en algin sentido. Intuitivamente, en el caso
de dimensién mayor que dos, los resultados conocidos en el problema inverso de
conductividad, dependen solamente del comportamiento de funciones del tipo (1.7)
en alta frecuencia (es decir, para |p| grande), mientras que en n = 2 es preciso el
estudio en toda la gama de frecuencias.

En este trabajo nos vamos a ocupar solamente de las propiedades de inyectividad
de A, llamado problema de unicidad inverso y la continuidad de la aplicacion inversa
de A, A™', problema de estabilidad. Hay, sin embargo, otros aspectos de igual o
mayor interés que estos, cuya menciéon no queremos omitir:

Problema de caracterizacién de A, es decir jcual es el rango de A7 Este es un
problema abierto, su solucién seria muy 1til para el tratamiento de datos numéricos
reales que son aproximaciones discretas de valores en el rango de A. Su conocimiento
permitiria entender mejor cudles son los datos experimentales més relevantes.

Problema de reconstrucciéon de vy a partir de A,. Es de mucho interés y casi
todos los resultados positivos estan basados en las soluciones complejas de la 6ptica
geométrica [18], [21].

Por 1ltimo estd el problema de reconstruccién numérica. Dar un algoritmo para
encontrar una aproximacion de la conductividad a partir de un nimero finito de
medidas de voltaje y corriente [9], [15], [11].

Sobre la unicidad, esto es, inyectividad de la aplicacién A, en el caso isotrdpico el
primer resultado fue obtenido por Kohn y Vogelius [13], [14] para conductividades
reales y analiticas a trozos. Sin embargo, relajar la regularidad es uno de los objeti-
vos fundamentales de modelos reales, ya que, por ejemplo, en el cuerpo humano la
conductividad sufre cambios muy bruscos al pasar de un tejido interno a otro. Para
n > 3, Sylvester y Uhlmann generalizan la idea de Calderén [27], [28] y prueban
unicidad para conductividades en C?(£2). Afinando las técnicas de Sylvester y Uhl-
mann, R. Brown [6] obtiene unicidad (n > 3) para conductividades en C%/27¢(Q)
para € > 0. Recientemente Paivarinta, Pachenko y Uhlmann han obtenido el resul-
tado de unicidad para conductividades en C3/2(Q0), [22]. En n = 2 y con técnicas
diferentes a las usadas en n > 3, Nachman [19] obtiene unicidad para conductivida-
des en W?2P(Q) para algin p > 1. La reduccién de la ecuacién (1.4) a un sistema
de orden 1, permite a Brown y Uhlmann [7] obtener el resultado de unicidad para
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conductividades en WP(Q) y p > 2. Las principales ideas en n > 3 y n = 2 serdn
descritas en la siguiente seccién.

En el caso anisotrépico, donde la conductividad depende de la direccion, el pro-
blema de unicidad en el plano estd resuelto para conductividades suficientemente
suaves, al poder ser reducido, usando coordenadas isotermales, al caso isotrépico
[25]. Aparte de que este tipo de coordenadas no existen en n > 3, hay que observar
que si ¥ : Q — Q es un difeomorfismo de clase C™ tal que Vg =1dy

(DY) -y - (DV)) 0 ¥~
| det DV|

’3/:

donde DV designa la diferencial de ¥ y (DW¥)! su traspuesta, entonces 7 # ~y y
A5 = A, véase [12]. Esto supone una obstruccién a la unicidad, que es la existencia
del difeomorfismo ¥ con la condicién en 92 antes indicada. Se conjetura que hay
unicidad salvo este difeomeorfismo. Esta conjetura es equivalente al problema de
determinar una métrica riemanniana a partir de la aplicacién Dirichlet a Neumann
asociada a su operador de Laplace-Beltrami [16].

Los resultados de estabilidad conocidos hasta ahora son del mismo tipo: esta-
bilidad logaritmica. Estan basados en las técnicas utilizadas para demostrar los
correspondientes resultados de unicidad y por lo tanto se basan en las soluciones
complejas de la éptica geométrica, cuyo caracter exponencial podria ser el motivo
de una estabilidad tan débil.

El primer resultado de estabilidad interior es debido a Alessandrini [2] enn > 3y
para conductividades en W227%(Q), & > n/2. En n > 3, los resultados de unicidad
se resuelven también en el marco del problema de scattering de energia fija para la
ecuacién de Schrodinger. Para este tipo de ecuacion

(A = q(2))u+ ku =0,

Stefanov [23] obtiene estimaciones de estabilidad. En n = 2, el primer resultado lo
obtiene Liu [17] para conductividades en W2P(Q2), 1 < p < 2. En [3] se rebaja la
regularidad de la conductividad a C*+¢(Q) si n = 2. La seccién 3 estard dedicada a
comentar las principales ideas sobre estabilidad paran >3y n = 2.

Para una panoramica més general y profunda sobre el tema, recomendamos las
excelentes exposiciones de G. Uhlmann [30] y [31].

2. UNICIDAD PARA EL PROBLEMA INVERSO DE CONDUCTIVIDAD

Sea 2 C R™ n > 2 un dominio acotado con frontera suave. Los resultados que
vamos a mencionar son casi todos vdlidos para 99 Lipschitz. y(z) es una funcién
real, positiva y acotada en (.

Empezamos esta seccién dando una idea del resultado pionero de Calderén. Dado
el problema de Dirichlet

div(yVu) =0 en €,
(2.1) { u=f en 09,
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se considera la integral de Dirichlet asociada a (2.1)

Q) = /Q 2| Vul? d.

Q- (f) mide la potencia necesaria para mantener el potencial f en la frontera. Se
polariza la forma cuadrética Q(f), para obtener la forma bilineal, que seguimos
designando por @,

Qy(frg) = /Q VVuVods = / oA (f) do

a0
donde u y v son soluciones de (2.1) con dato en la frontera f y g respectivamente.
Conocer @), es equivalente a conocer la aplicacién Dirichlet a Neumann A.. Cal-
derén estudia la aplicacion
Q:vy— Q'y
y demuestra que la derivada de Frechet de esta aplicaciéon en conductividades cons-
tantes es inyectiva. Mds especificamente, considerando v =1,

dQy=1: ¢ — dQy=1¢
donde
dQr=1¢(f, 9) :/ pVuVudx
Q

y, como antes, u y v son soluciones de (2.1) para v = 1, con dato (en 9Q) fy g
respectivamente.

Demostrar que esta aplicacién es inyectiva es equivalente a demostrar que los
productos de los gradientes de las funciones arménicas son densos en L?(2), o lo
que es lo mismo, si fQ pVuVuvdr = 0 para u y v funciones arménicas con datos f
y g, entonces ¢ = 0.

Calderén considera las soluciones exponenciales complejas

u=e"r, v=1e P, peCm, p-p=0.
Si p=m +ik donde m,k € R” con m -k =0y |m| = |k|, entonces p-p=0y

/ pVuVodr = —2|k|2/ e? e kp(r)de =0,
Q Q

lo que nos dice que (pxqn)' (k) =0y por tanto ¢ = 0.

La idea de Calderén ha jugado un importante papel en los siguientes trabajos en
este campo. Soluciones aproximadas a las utilizadas por Calderén fueron utilizadas
por Sylvester y Uhlmann para recuperar otra vez (yxq) (k), k € R®, n > 3, [27], 0
para probar un resultado de unicidad local en n = 2, [26].

Veamos las ideas en n > 3. Para encontrar soluciones del tipo exponencial comple-
jo, exigen a la conductividad que esté en C?(2) y reducen, con el cambio v = y 2,
el estudio de la ecuacién div(yVu) = 0 al estudio de la ecuacién de Schrodinger de
energia cero

(2.2) (A—qv=0

/
para el caso particular g(z) = AWZ%Z)(S).
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Para g € L*(£2), se definen los datos de Cauchy por

Cy = {<v|99, % 69) : v € HY(Q) solucién de (2.2)}.
Si se demuestra que 0 no es un autovalor de (2.2), el resultado de unicidad en la
frontera de Kohn y Vogelius [13] harfa que el resultado de unicidad para el potencial
q(z) a partir de C, implicase el resultado de unicidad para conductividades v €
C?(9Q).

La clave est4 en las soluciones complejas de la ptica geométrica asociadas a (2.2).
Se demuestra que para p € C" con p-p = 0y |p| grande, (2.2) admite una tnica
solucién en L?(R™), con un cierto peso, de la forma

(2.3) u(z) = e P (14 9q(x, p))

con q(x, p) — 0 cuando |p| — 0 en algun sentido.

Sean ¢;(x) € L™(Q) y u;(z) = e*Pi(1 + g, (z, pi)), © = 1,2, las correspondientes
soluciones. Si suponemos que Cy, = Cy, el teorema de la divergencia nos asegura
que

(2.4) /Q(ql (@) = g2(2))e” "M (1 4 g, (2, p1))e” P (1 + g, (2, p2)) = 0;

ahora se elige de manera adecuada p; de tal manera que se pueda repetir el «argu-
mento de Calderén» y deducir que ((¢1 — g2)xa) (k) = 0 cualquiera que sea k € R™.

Sik € R"esfijoyn > 3, podemos elegirl y m € R™ talesque k-l = k-m =1-m =0
y |m|? = |k|? + |I|2. Esto asegura que la eleccién de

_m_H,(k—H) __m+i(k—l>
P1—2 B) y p2 = 5 5

verifica p; - p; = 0, 4 = 1,2. Si hacemos || — oo en (2.4) con esta eleccidn, se obtiene
el resultado deseado.

En n = 2 no podemos reproducir el argumento anterior. Para k € R? fijo no
tendremos libertad en ! para hacer |l] — oco. En este sentido indicdbamos en la
seccién previa que el problema de unicidad para n > 3 estd sobredeterminado.

Pareceria que en el plano necesitariamos la informacién de las soluciones comple-
jas de la éptica geométrica cualquiera que fuese p € C? con p-p = 0 y no solamente
las de frecuencia alta. Sin embargo, existen potenciales g(x) € L*°(Q) tales que para
algunos p € C? con p - p = 0 no hay unicidad de soluciones complejas de la éptica
geométrica asociadas a (2.2), [29]. Nachman [19] construye soluciones de la forma
(2.3) para (2.2) cualquiera que sea p € C2 con p-p =0, p # 0, cuando el potencial
tiene la forma

_ Ap(x)

q(x) o)
con g € LP(R?), ¢ positiva y Vi € LP(R?), p < 2. Da una extensién de estas so-
luciones para p = 0. Utilizando estas soluciones para todo p € C? y el 90-método
de scattering inverso (como en [4] y [5], y del que daremos una idea de su utiliza-
cién en esta clase de problemas en la siguiente seccién), obtiene la unicidad para
conductividades en W?2P?(Q), p > 1.
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El 09-método de scattering inverso junto con la reduccién de la ecuacién
div(y(x)Vu(z)) =0

a un sistema de primer orden, es utilizado por Brown y Uhlmann [7] para obtener
unicidad en n = 2 para conductividades en W1P(Q), p > 2. Para aplicar el 90-
método, tenemos que trabajar con la ecuacidn eliptica div(y(x)Vu(z)) = 0 en todo
R2. Para ello se extiende la conductividad v a todo R? de tal manera que v — 1
tenga soporte compacto (esto siempre es posible hacerlo si 9 es Lipschitz).

Sea u una solucién de div(y(z)Vu(z)) = 0 en R%. Si llamamos v = y/20u y
w = y/29u donde 0 = (1/2)(9s, — i0s,) v 0 = (1/2)(8, + i0s,), entonces (v, w)
satisface el sistema de primer orden

o (13)(2)-an(z)
donde 0(a) = ( q&) q(Ox) )

1 oyl
q(x) = —53(1%7) = _W'

El 90-método de scattering inverso trata sistemas de este tipo. Ahora vamos
a construir soluciones especiales de (2.5), que se corresponden con las soluciones
complejas de la dptica geométrica de Sylvester y Uhlmann.
De la igualdad
{peC®:p-p=0}={(ik,—k), keC}U{(~ik, k), keC},

las soluciones exponenciales complejas de Calderén producen, para el sistema (2.5)
con g(x) = 0, soluciones del tipo

eizk 0 L
0 y Tk z =1 +ixe = (21, 22) = x, ke C.

Esto sugiere buscar soluciones matriciales 2 x 2 de (2.5) de la forma

(26) \II(vavk) = m(vavk) ( giZk Sfizlc ) :

La matriz m(@, z, k) es conocida como la solucién matricial de Jost, y satisface el
sistema

(27) ka(vavk) = Q(x)m(Q,x,k)

que, componente a componente, es

(2.8) { 0m11(Q, z, k) = q(z)ma1 (Q, =, k)

(a + ik)m21(Q7 z, k) = q(x)mll(Qa z, k)
(la segunda columna satisface un sistema andlogo).

Imponiendo que @ € LP(R?), p > 2, con soporte compacto, Brown y Uhlmann
demuestran existencia y unicidad de solucién de (2.7) en ciertos espacios L" (R?) con
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pesos, con la condicién de que cuando |k| es grande en cierto sentido m(Q, x, k) tien-
de a la matriz identidad. Demuestran que m(Q, z, k) satisface un sistema parecido
a (2.7), pero con respecto a la variable k y donde el papel del potencial Q(z) lo de-
sempeina la matriz que designamos por S(Q, k), conocida como matriz de scattering
asociada al potencial Q(x), es antidiagonal y estd definida por

S21(Q, k) = —i/ek(x)q(x)mu(Q,x,k) dz, 512(Q, k)= 521(Q, k),
donde ey (z) = ex(z) = etk=+k2)
La matriz de Jost satisface, con respecto a la variable k, el sistema

{ Omi1(Q, z, k) = S21(Q, k)e.(k)ma1 (Q, , k)
(0+iz)(e.(k)ma1(Q,z, k) = S21(Q, k)m11(Q, z, k)

(la segunda columna satisface un sistema andlogo).

Esta dualidad (2.8) versus (2.9), como podra verse més claramente en la siguiente
seccién, juega un papel muy importante en el 99-método de scattering inverso.

Brown y Uhlmann recuperan la matriz potencial Q(z) a partir del comporta-
miento asintético para altas frecuencias (|k| grande) de las matrices de Jost. La
aplicacién de Dirichlet a Neumann determina la matriz de scattering S(Q, k). El
resultado de unicidad lo obtienen de la d-ecuacién con respecto a k, (2.9), lo que les
permite obtener las matrices de Jost a partir de la matriz de scattering (99-método
de scattering inverso).

(2.9)

3. ESTABILIDAD PARA EL PROBLEMA INVERSO DE CONDUCTIVIDAD

El primer resultado significativo de estabilidad interior es debido a Alessandrini [2]
paran > 3. Utilizando las técnicas desarrolladas por Sylvester y Uhlmann (reduccién
de la ecuacién en forma divergencia a la ecuacién de Schrédinger de energia cero y
uso de las soluciones complejas de la dptica geométrica de «alta frecuencia» ), obtiene
el siguiente resultado de estabilidad logaritmica:

71 = 12llzee(@) < Cw (1A, = A llg1/2 ~-1/2),

donde la funcién w(t) satisface, si t es pequeiio, w(t) < C|logt|~ %, para algin « tal
que 0 < a < 1. Le exige a las conductividades que estén en W22+*(Q), a > n/2.

Demuestra también que si las conductividades +; no son continuas, no hay es-
tabilidad (n > 2). Si designamos por B, = {z € R? : |z| < r} la bola centrada
en el origen y de radio r, tomando como € = B; la bola unidad en R2, v, =1y
Y2 = 14 xB,, entonces ||y1 —72||L() = 1 pero [|[Ay, — Ay, || gr/z gz < 2r — 0 si
r — 0. Los detalles pueden encontrarse en [2].

Para n = 2 serd necesario obtener toda la informacién de la aplicacién Dirichlet
a Neumann. Nachman en [18] y [19] da un procedimiento de reconstruccién de la
conductividad v a partir de A,. Utilizando este procedimiento de reconstruccién,
Liu [17] obtiene un resultado de estabilidad como el de Alessandrini, pero en R?
para conductividades en W2P(Q), 1 < p < 2.

En [3], motivados por los trabajos [7], [17] y [19], se obtiene un resultado de
estabilidad en R? del tipo que han obtenido Alessandrini y Liu, pero exigiendo menos
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regularidad a las conductividades, esto es v; € C1T¢(Q), € > 0. Este resultado lo
vamos a enunciar con precisiéon y daremos una idea de la demostracién. Antes de esto,
observamos que las estimaciones de estabilidad obtenidas en [2], [17] y [3] son del
mismo tipo. El hecho de que se obtengan estimaciones logaritmicas depende, como
veremos, fuertemente de utilizar las soluciones complejas de la éptica geométrica.
En el tratamiento hecho por Calderén al problema, se refleja de una forma més clara
este fenémeno.

Es natural preguntarse si estas estimaciones son 6ptimas (jes éptima en el caso
de Calder6n?). La respuesta no se sabe para n > 2; tampoco se sabe si existen
estimaciones de estabilidad tipo Holder. En n = 1 se sabe que hay estabilidad tipo
Holder. También es importante senalar que la estabilidad de los valores frontera de
~ a partir de la aplicacién Dirichlet a Neumann es de tipo Hélder:

H’Yl - ’YQHLw(aQ) < CHA’Yl - A’YzH?JlﬁﬂHfl/Z? a >0,

véase [28] y [1]. En la demostracién de este resultado no se utilizan las soluciones
de la optica geométrica compleja.

Las técnicas utilizadas en el resultado de estabilidad en [3] son la reduccién de
la ecuacién en forma divergencia a un sistema de primer orden y el 99-método de
scattering inverso. Usamos la notacién ya introducida en la seccién anterior y cuando
aparezca por ejemplo S(Q1,k), nos estamos refiriendo a la matriz de scattering
asociada a la conductividad ;. Se necesita mas regularidad en las matrices de Jost
m(Q, z, k), tanto en la variable x como en la k, que la que es necesaria en el resultado
de unicidad de Brown y Uhlmann. Por eso a las conductividades se les exige que
tengan un e de derivada més. Otra diferencia es que en el resultado de estabilidad
recuperamos la conductividad de los valores de las matrices de Jost para k = 0 y no
del desarrollo asintético para |k| grande.

En [3] se demuestra el siguiente resultado de existencia y unicidad. Si v — 1 €
W2ite2(R?), entonces para cada k € C existe una tnica solucién de (2.7) con la
condicion de que

m(Q,- k) —1d € W (R?), 7> 2.
Si k # 0, existe una unica solucién u(Q, z, k) de div(y(x)Vu(x)) = 0 tal que
1

e*iZku(Q,x,k) = (8—1—2'/4:)71(771/277111(@, wk)—=1)(z) € WH”(RZ), r> 2,
Yy
(3.1) He*izku(Q k) — iH < 0(1 + i).

T ik llwir(dz)y — K|

Ya podemos enunciar el resultado y dar una idea de como se demuestra:

Teorema. Sea Q un dominio acotado Lipschitz en R? y ~;, i = 1,2 funciones en
que satisfacen:

(i) Existe una constante C' > 0 tal que % <7i(z)<C,zeN,i=12.
(ii) v € C*<(Q) para algin e > 0, i =1,2.
Entonces
71 = 12llL=@) < Cw(l|Ay, — Ayl g1z g-1/2)
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donde w(t) es una funcion tal que, sit es suficientemente pequeno, w(t) < |logt|=«
para algin a > 0.

Idea de la demostracién. Se extiende 7; a R? (seguimos llamando a la exten-
sién v, ), de tal manera que reducimos el problema al caso

i
v
Después diremos como podemos hacer esta reduccién.

La demostracién se hace en dos partes. En la primera se trata la estabilidad de
la aplicacién A, — S(Q, -), obteniéndose

[5(Q1,-) = 5(Q2, )
para un intervalo de r’s alrededor de r = 2.

En la segunda parte se estudia la estabilidad de la aplicacién S(Q, ) — =, obte-
niéndose

vi—1€CHR?), 4 =1 =0 en 0.

Lrr) < W([A5 — A5, [l g2 g-1r2),

1" =2 le=@) < ClIS@Q1.) = S(Q2. )
también en un intervalo de r’s alrededor de r = 2.

Estas dos estimaciones junto con las condiciones impuestas a las conductivida-
des nos producen el resultado de estabilidad. Observemos que la estabilidad de la
transformada de scattering a la conductividad es Holder, por lo tanto el cardcter
logaritmico de la estabilidad proviene de la aplicaciéon A, — S(@Q, -).

Lr(dk)

Estabilidad de la aplicacién A, — S(Q,-). El punto principal es el control de
las transformadas de scattering cuando k # 0. Este control se consigue después de
la siguiente identidad:

%(821(Q17 k) - 821(Q2, k))
(3.2) R A
= 3 /69 u(@Qr,x, —k)(Ay, — Ay )u(Q2, , k) do(x),

que junto con el teorema de la traza asegura que

|S21(Q1, k) — S21(Q2, k)|

||
< 5 1@ =K)llwrr) 10 = Al vz g2 1u(@2, - K)lwrre).-

Las estimaciones que se conocen sobre u(Q;, -, k) son del tipo (3.1). Al introducir
la exponencial compleja se obtiene

1S21(Q1, k) — S21(Q2, k)| < CePTVRNAL — A |l gz g1z,

donde se supone que Q C B(0,1). El factor e(ZHDIEl o5 el que produce la estabilidad
logaritmica.

También es necesario en esta parte asegurar algin decaimiento en |k| para las
transformadas de scattering cuando |k| es grande. Si |k| es grande, mq1(Q;, x, k)
es proximo a 1 en algin sentido y S91(Q;, k) es esencialmente la transformada de

Fourier de ¢;(x). Exigir que los potenciales ¢;(x) tengan regularidad C€¢ permite
controlar el decaimiento de sus transformadas.
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En la férmula (3.2) es donde tinicamente se utiliza que v, = 1y %1" = 0en 0N. Si

no se hubiera supuesto esto, en la parte derecha de la féormula se tendrian términos
extra de la forma

1 S
1 [ 08 =i @ R do
6
1 1/2 _
] 7' ek ()V[m21(Q1, @, k) — ma21(Q2, x, k)] do.
o9

En la primera integral, seria necesario un resultado de estabilidad en la frontera.
Este es conocido y es debido a Sylvester y Uhlmann [28] para conductividades suaves
y a Alessandrini [1] para conductividades en C17¢(Q). Para la segunda integral se
necesitarian resultados de estabilidad para los valores de las matrices de Jost en la
frontera. La recuperacién de estos valores frontera estd tratada en [18] usando el
método de ecuaciones integrales.

La reduccién a conductividades v € C'*¢(R") con vy = 1y % = 0 en 09, se
puede hacer tomando un €’ tal que Q C Q' y usando el teorema de extensién de
Calderén [24], se extiende v a 4/ tal que sea 1 en un entorno de R?\ V.

Para obtener un resultado del tipo

HAWI - AvgHH1/2(6§2/)HH*1/2(6Q/) < CHA% - sz”?pﬁ(ag)ﬁHﬂ/z(aQ)’ a>0,

que permita reducirse al caso indicado, se sigue un argumento técnico debido a
Nachman [19], el cual estd basado en las estimaciones de estabilidad para las con-
ductividades en la frontera.

Estabilidad de la aplicacién v — S(Q, -). Como en [19], se recuperan las conduc-
tividades a partir de las componentes de las matrices de Jost en k = 0. Utilizando
la O-ecuacién con respecto a x, (2.8), que satisfacen las funciones de Jost

:u(_ 11'57‘r7 k) = mll(_jSt?x» k) + m21(_Q§7‘r7 k)»

se ve que, en k =0, pu(—Q%, z,0) y %1/2 () satisfacen la misma d-ecuacién del tipo

Ou = a(x)u. Aplicando un resultado de unicidad para funciones cuasianaliticas, se
obtiene

1/2 —
(3:3) 7/ @) = min (=Qt ,0) 4+ mar (@ ,0).

La siguiente idea es aprovechar la J-ecuacién con respecto a k que satisfacen las
matrices de Jost (2.8). Se demuestra que la funcién «u(—Q%, z, k) — u(—Qh, z, k)»
satisface con respecto a k una 0-ecuacién no homogénea del tipo du = a(k)u +b(k),
donde esencialmente b(k) = S21(—Q%, k) — So1(—Q%, k). Invirtiendo la d-ecuacién
en k = 0, utilizando (3.3), estimaciones a priori para la J-ecuacidn, y el resultado
de Beals y Coifman [5] S(—Q, k) = S(Q, —k)?, se tiene

N2 (z) — A2 ()] < ClIS(Qu, ) — S(Qa, )]

para r en un intervalo que contiene r = 2.

Lr(dk)
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