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ABSTRACT. We study boundedness properties of some classical operators in
Harmonic Analysis in the context of the multidimensional Laguerre semigroup.
We prove that Riesz transforms, and Littlewood-Paley g-functions are strong
type p-p for p > 1 and weak type 1-1. We also obtain bounds independent of
the dimension.

Durante el curso 1973-74, el profesor de problemas de Analisis Matemético II,
de 2.° curso de la Licenciatura en Ciencias Mateméticas en la Universidad de Zara-
goza, fue Chicho. Yo era uno de los estudiantes de ese curso. Sin duda, una de las
razones por la que mi especializacién en Matematicas acabé siendo Analisis, fue lo
interesantes que eran aquellas clases.

Pero si en algin modo le debo el haberme transmitido el gusto por el Analisis,
seria faltar a la verdad si no dijese que me transmitié su afdn de, en sus propias
palabras, «conectar el estudio de diversos aspectos de la teoria de Polinomios Orto-
gonales con problemas modernos desde el punto de vista del Analisis de Fourier»,
ver [Gd]. Segin él decia, desde principios de los afios ochenta, José Luis Rubio de
Francia le empujaba en esta direccién y empez6 a profundizar en el tema a partir
del ano 85. Esta idea, que Chicho siempre atribuyé a José Luis, pero que desde
luego él convirtié en su linea fundamental de investigacién, motivé que uno de los
cursos del Seminario Avanzado en Teoria de aproximacién celebrado en Laredo en
Septiembre de 1992, fuera el que, impartido por el profesor W. Urbina, llevaba por
titulo «Elementos de Anélisis Armoénico Gaussiano». Precisamente por lo mucho que
yo le habia oido hablar a Chicho de esta linea, decidi asistir a dicho curso. Fueron
unos dias inolvidables desde todos los puntos de vista. Los paseos por el puerto de
Laredo hablando con Chicho sobre aquellos operadores que aparecian relacionados
con los polinomios de Hermite son unos recuerdos muy agradables para mi. De hecho
la esencia de el curso del Profesor Urbina era justamente la idea de José Luis y Chi-
cho, desarrollar una maquinaria de Anélisis Armonico sobre el operador diferencial
de segundo orden respecto del cual los polinomios de Hermite son autofunciones.
Chicho me contagié su entusiasmo y comencé a interesarme por aquellos problemas.

Desde entonces he dedicado una gran parte de mi actividad a seguir esa linea de
investigacion. Creo que un buen homenaje a Chicho es exponer como dicha linea,
junto con ideas y férmulas cldsicas de polinomios ortogonales, pueden utilizarse
para obtener resultados nuevos en el caso del operador diferencial de Laguerre. Los
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resultados que presento aqui son fruto de un trabajo conjunto con C. Gutiérrez y
A. Incognito, ver [GIT].

1. DESCRIPCION DE LOS OPERADORES

La referencia bésica en esta seccién es el tratado cldsico de G. Szegd, [SZ].
Dado o > —1, los polinomios de Laguerre de tipo o en una dimensién vienen
dados por las férmulas de Rodrigues
1 d*
L (y) = —eVy~ @ — (e YykTe).
k() =5¢"y dyk( YY)
Cada L¢ es un polinomio de grado k y la familia de polinomios {L§ }; es un sistema
ortogonal completo en L?((0, 00), 1o (y) dy), donde ps(y) = y*e~¥, alo largo de toda
esta seccién la referencia bésica es el tratado de Szeg8, [SZ]. El operador diferencial
de Laguerre de tipo « es

(1.1) Lo = d—2+(a+1—)i
Los polinomios de Laguerre verifican las siguientes propiedades
N
(0% [e3 d (0% [e3 (0% (0%
(1.2) ZLk (y) = LNH(ZI), d_y Ly(y) = _Lkﬂ (y), LaLi(y)=—kLi(y).
k=0

Dados multiindices a« y k, con a = (a1, ..., aq), a; > =1,y k = (k1,...,ka), ki €N,
los polinomios multidimensionales de Laguerre de tipo « se definen como
LY(y) =Lyt (1) - Le*(a), v = (W1,---,9a) € (0,00)

con Lg (+) polinomio de Laguerre unidimensional de tipo «;. El operador diferencial
de Laguerre de tipo a en dimensién d es

2 G
1. Q:E ; —— 1—y)—.
(1.3) L y 8y$+(a+ y)ayi

i=1
Bl operador Lo es autoadjunto en L2((0, 50)", ra(y) dy) donde
fa(y) = (57, .. Y5t )e” it tva),
Ademé4s se verifica
-y Lo L) = ~IH IE),
con |k| = ki + -+ kq.

Recordemos ahora la definicién de los polinomios de Hermite. En una dimensién
se definen mediante las férmulas de Rodrigues como

2 dk 2
Hp(x) =€ —e " .
Dado un multiindice k = (k1, ..., k,) con k; entero no negativo,y ¢ = (x1,...,x,) €

R™, el polinomio multidimensional de Hermite de grado k se define como

Hy(z) = Hy,(z1) - - H,, (x0).
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Estos polinomios forman un sistema ortogonal completo en L?(R"™, ~,, () dz), siendo

2 . . . .
o (x) = W"l/z e~ 1#I°. Los polinomios de Hermite son las autofunciones del operador

diferencial de segundo orden L. definido como

1 92
(1.5) :—A—xV Zwax — ii,
se verifica
(1.6) L, Hy(z) = —|k|Hi(2), x=(x1,...,2y) € R",
k= (k1,...,ky) con k; enteros no negativos.

Existe una relacién estrecha entre las familias de polinomios de Hermite y La-
guerre. De hecho en una dimensién se verifica, ver [SZ], férmula (5.6.1),

1/2 (-1)*
(1.7) Ly '"*(a%) = gy Hawl(a).
La prueba, ver [SZ], utiliza la ortogonalidad de los polinomios de Hermite y Lague-
rre. Esta prueba puede adaptarse a una situacién més general y 1til para nuestros
propdsitos y asi puede probarse el siguiente lema, ver [GIT].

Lema 1.8. Seann € N y a > —1 tales que a = 5 — 1. Un polinomio de Laguerre
L¢ de tipo o definido en (0, 00) verifica

Ly(ja) = Y apHop(z), z€R™, 7= (r1,...,r).
|r|=k

Si se pretende hacer un estudio de las ecuacién L,u = f o de la ecuaciéon Lou = f

que analice acotaciones «a priori», convergencia al dato inicial de ecuaciones del tipo

= Lu e incluso un calculo funcional de los operadores diferenciales, es claro que

se deben considerar algunos de los operadores que aparecen en el Analisis Armoénico

clasico como operadores maximales, transformadas de Riesz, funciones cuadrado de

tipo Littlewood-Paley y multiplicadores. La primera observacion es la necesidad de

una nocién de gradiente asociado a los operadores diferenciales £, y L. definidos

mads arriba. En este contexto el gradiente debe satisfacer dos propiedades, ver [St1],
(i) Si f >0y Lf =0 entonces L(f?) = p(p — 1)fP~2|Vf|?, para 1 < p < co.

(ii) Existe un operador, div, tal que si denotamos por p a la medida que hace

autoadjunto el operador L, entonces

/ div F(2) f(z) dp(z) = —/ F(2)Vf(z)du(z) y L =divoV,
(0,00) (0,00)

para funciones f y F suficientemente buenas.

Es muy facil comprobar que en el caso de los polinomios de Hermite el vector

gradiente debe de ser
1 of 1 of
V50 = (T g e T o))
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mientras que

div, F(z) = Z; (%g—g(x) — ﬁxiFi(x)> .

Andlogamente en el caso de Laguerre puede verificarse que

Vo f(e) = (¢y— %<y>,...,m§—i<y>)

() + (%1/2 - l)Fi(y)> :

)

d
: OF;
s ) = Y- Vi (G
i=1 !

Motivados por estas relaciones introducimos la siguiente notacién

0 .
(1.9) 6if(x):\/ﬁaj(y), i=1,...,d,
es decir, en dimensién d tenemos V,, = (01, ..., 04).

Estamos ya en condiciones de definir los operadores utilizando ideas de teoria
espectral, ver [St1]. Si T} es un semigrupo de difusién simétrico con generador infini-
tesimal el operador diferencial de segundo orden — L, entonces el semigrupo T; puede
expresarse como T; = e *X. El primer operador que aparece de manera natural es
el

Operador maximal del semigrupo, es decir, T* f(x) = sup,-q|T:f(x)|. Las
férmulas

1 e dt
1.1 — ud = Thspe
(1.10) e \/_/ e wdu, y s F(a)/o e o

permiten definir el semigrupo subordlnado de Poisson, las potencias del operador
diferencial L y las transformadas de Riesz como sigue, ver [St1].

Operador maximal del semigrupo de Poisson subordinado.
P*f(x) = supy~o | P.f(z)|, donde P, estd definido mediante la férmula de subordi-
nacién que aparece en (1.10) es decir

Pt Tt2/4uf( )

-5

Potenciales de Riesz. Nuevamente utilizando las férmulas en (1.10) podemos

definir para a > 0, L™ f(z) = ﬁ/ s* M f(x) ds
0

Transformadas de Riesz. Puede definirse el vector transformada de Riesz
como

Rf(x) = V(L)
donde el operador V es el operador gradiente asociado al operador diferencial L
y satisfaciendo las propiedades (i) y (ii) explicadas més arriba. Cada una de las
componentes del vector anterior se llamara transformada de Riesz.
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Por 1ltimo pueden definirse las funciones cuadrado de tipo Littlewood-Paley
como
(1.11)

9o(/)(®) = (/OO o Pese)] %)/ 01(f)(x) = ( / T VPP %)

1/2

Nosotros estamos interesados en los operadores anteriormente definidos en los
casos L = —Lyy L =—L,.

En el caso L, el semigrupo 7; es el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck O, dado
por

le ta—2z2

Oufla) = (1= e ) [ o5 pa) e

En este caso los operadores descritos arriba han sido estudiados en los tltimos 20
anos por diversos autores. La acotacién en LP(dy), del operador O* se encuentra
en [M], [St1] y [Sj], resultados para las transformadas de Riesz pueden consultarse
en [M], [Gu], [Me], [P], [FGS], [Gt], [U]. Las funciones g de Littlewood-Paley fueron
estudiadas en [PS] y [Gt]. Observemos que debido al conocimiento explicito del
nicleo de Oy, los nicleos de los operadores anteriores pueden determinarse y de
hecho su conocimiento es una pieza esencial en las demostraciones analiticas.
El semigrupo de Laguerre M;* es también conocido y puede escribirse como

d
(—e~taiz) /2
s [t
¢ (0,00)‘1 11;[1 1—et
—eH(y; + zi)>J (%/—eTxizi

1—et 1—et

X exp ( )f(z)zaefz dz,

donde J,, denota la funcién de Bessel habitual, ver [SZ]. La complejidad de esta
expresién hace que los resultados en el caso de Laguerre sean mucho menos completos
que en el caso de Hermite, sin embargo la férmula clasica (1.7) puede utilizarse de
manera simple y sistematica para la obtencién de resultados en este caso supuestos
conocidos algunos resultados para el caso de Hermite. En el rango 1 < p < oo, la
acotacién de LP((0,00)%, py dx) en si mismo del operador maximal del semigrupo
M, se deduce de un resultado general de E. Stein, ver [St1]. En una dimensién la
acotacién de tipo débil (1, 1) se debe a Muckenhoupt [M], y para dimensién superior
(finita) el resultado se debe a U. Dinger, ver [D].

2. LEMAS DE PASO

Como hemos dicho en la seccién anterior el propdsito de esta pequena nota es
utilizar la férmula clédsica (1.7) para obtener teoremas de paso de resultados sobre
los operadores definidos en el caso de Hermite a resultados sobre los operadores
definidos en el caso de Laguerre. De hecho este método es utilizado en parte en
el trabajo [D] sobre el operador maximal. Nosotros creemos que la teoria espectral
permite una sistematizacion del método.
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Los dos sencillos lemas siguientes constituyen la parte técnica que permitira el

paso. Sea (n1, ..., ngq) un multiindice con n; enteros positivos. Definimos las variables
' = (1,...,25,,),i=1,...,d,y la transformacién cuadraitica

1 d 12 d2
(2.12) ol ..,z = (=75, ..., |z9).

Una sencilla utilizacién del teorema de Fubini junto con integracién en coordenadas
polares prueba el siguiente Lema, ver [GIT].

Lema 2.13. Sea a = (a1,...,aq) con a; = %5 — 1 yn; € N. Sea f(y1,...,y4) una
funcién definida para y = (y1,...,y4) € (0,00)¢. La féormula

d
274 4rea Sni— «(y)d
( [T évea( 1>> [, Sty

d
= / fo(2t,.. .,xd))e*(lmller”'Hmdlz) dat...dz?, |n|= Zni,
RI™! i=1

es vadlida.

Utilizando este Lema podemos enunciar y demostrar el siguiente lema que pone de
manifiesto como transferir resultados conocidos con respecto a la medida gaussiana
a resultados con respecto a las medidas u, para algunos o’s.

Lema 2.14. Sea o = (a1, ...,aq) con a; = 5 — 1 yn; € N. Supongamos que T y
T’ son operadores lineales definidos sobre polinomios y tales que

(Tf)(d(z)) =T'(fod)(x),  xeR".
Sean By y Bs espacios de Banach.
(i) Sil<p<oo yT' es acotado de

(1 P22 n a2 |2
L%I(Rl”',e (lz*F 4+ |)) en L’jgz(IRU I ez |))

entonces T es acotado de LY ((0,00)%, o) en Ll ((0,00)%, o).
(ii) Si T” es acotado de

LIB1 (R|n|,67(|a:1|2+~“+|a:d|2)) en LESO(Rlnl,67(|I1|2+.“+|Id|2))

entonces T es acotado de L ((0,00)%, 110) en Lg;’o((o,oo)d,ua).

Ademds, en ambos casos la norma como operador de T estd acotada por la norma
como operador de T".

Demostracion. Sélo demostraremos aqui el punto (ii). Sea

Ex={y € (0,00)": [Tf()ll5, > A}.

Utilizando el lema anterior tenemos que

pa(EX) = / XEs (U)o dy
(0,00)

—1
d
= <2d H érea(Sni1)> / xEy (P2t .., xd))e*(lmllzJ“”'HIdlz) dat ... dz?
Py Rl
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d -1
- <2dHé1"ea(Sn,-1)> /‘ ‘XFA(xl» o ad)em (T P e ) gat g
i=1 Rim

donde Fy = {(z',...,2%) e RI"l . |T"(fog)(z?, ..., 2| B, > A}. Utilizando que T"
es de tipo débil (1, 1) y nuevamente el lema anterior tenemos

., -1

= <2dHérea(Sni1)> Vin| (F))
i=1
d HT/H

< <2dHérea(Sn,-1)> [ f (e d))HLIBI(R‘”W\n\)
i=1

—1
[y AT -
=5 2 dHarea(Sm,l) 2 dil;[larea(sn,-fl) Hf(-)HLlBl(R\n\,ua)

i=1

HT/H
B 5Oy, ot -
O
3. RESULTADOS FUNDAMENTALES
Proposicién 3.15. Sea a = (ay, ..., aq) con o; = 5 —1 yn; € N. Denotemos por

{O+} (respectivamente {M{*}) el semigrupo asociado al operador L.~ (respectiva-
mente Lo ). Sea f(y1,...,yq) un polinomio definido para y = (y1,...,y4) € (0,00)%.
Entonces

M fod(x) =0 (fod)(z), z€ R n=(n1,...,n4).

= Ot/2(Lk ° ¢)(x).

Aqui hemos denotado ¢;(z?) = |z%|* y por Hg(z") un polinomio de Hermite multi-
dimensional de grado 3 en las variables %, ..., ! O

» Nt

-
I

Demostracion. Sea L§ un polinomio de Laguerre de tipo a = (a1, ..., aq), con k =
(K1, ..., ka). Dado el polinomio de Laguerre unidimensional Ly’ (z), consideremos
Ly z;|?). Utilizando (1.4), (1.6) y (1.7), tenemos
d
(MELY)(@(a, .., 2%) = e WL (o(a, .., a%)) = [ e Lo ([aP?)
i=1
d ‘ ‘ d ‘
= Hek"t< > aler(x1)> = H( > “iek"tHzr(xi)>
i=1 |r|=k; i=1 \|r|=k;
d . .
=11 ( 0 (O Hoy) ( ) Hotp( > a;H2T> (")
i=1 \|r|=ki |r|=k;
d
= Toustti: o ot/z(HL ro¢) )
i=1

i|2
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Denotemos por P2, R%, g vy g¥ a los semigrupos de Poisson, vector transformada
de Riesz y funciones g asociados al operador L.,y por P/, R7, gJ v g{ alos asociados
a L. El siguiente resultado es una facil consecuencia de la Proposicién 3.15

Proposicién 3.16. Sea o = (ay, ..., aq) con a; = % —1,n; € N. Sea f(y1,...,ya),
(Y1,---,9a) € (0,00)¢, un polinomio. Entonces, para x € R™, n = (ny,...,ng), se
tiene

©) (PEN)(o(x)) = P, 5(f 0 9)(x).

(ii) Para cada m € N,
1
O P (0@ =t = 52730 PU(f 0 0)(@)l sy 3

(iii) Dado a > 0, se verifica (—Lq) *f(P(x)) = 2%(—L)"%(f o ¢)(x).
(1) [Raf (6@t = 2772R (F 0 ) (@) o
(v) g2 f((x)) =272 (fod)(x), i=0,1.
Finalmente enunciamos el teorema consecuencia de la proposicién anterior.

Teorema 3.17. Sea a = (a1,...,aq) con a; = st —1, n; € N. Las transformadas
de Riesz Lo, y las funciones de Littlewood-Paley g5, i = 0,1, estdn acotadas de
LP((0,00)%, o (x) dz), 1 < p < 00, y de tipo débil (1,1). Ademds, si 1 < p < oo las
constantes de acotacion son independientes de la dimension d.

Demostracion. En el caso de Hermite, las transformadas de Riesz y la funcién g
de Littlewood-Paley son acotadas en LP(y(z)dz) con constantes independientes de
la dimensién, ver [Gu], [Me], [P], [Gt]. El tipo débil (1, 1) de las transformadas de
Riesz en el caso de Hermite puede verse en [FGS], el resultado correspondiente para
las funciones ¢ se encuentra en [Sc]. La prueba del teorema se sigue entonces de la

Proposicién anterior y el Lemma 2.14. O
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