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Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ñóáìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèé (äâóñòîðîííå)
îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ïî À. Ä. Àëåêñàíäðîâó ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé
C1,1-ñóáìåðñèåé îòíîñèòåëüíî äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò. Îáðàòíî,
êàæäàÿ ðèìàíîâà C1-ñóáìåðñèÿ ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé À. Ä. Àëåê-
ñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû � ñóáìåòðèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû õà-
ðàêòåðèçóþò ðèìàíîâû ñóáìåðñèè äëÿ ìíîãîîáðàçèé îãðàíè÷åííîé
êðèâèçíû è îáîáùàþò ðåçóëüòàòû àâòîðà è Ë.Ãóèÿððî äëÿ ãëàäêèõ
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Êðîìå ýòîãî, îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ñâÿ-
çàííûå âîïðîñû.

1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [1] î ñóáìåòðèÿõ è ðèìàíîâûõ
ñóáìåðñèÿõ ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé îáîáùàþòñÿ íà ìíîãîîáðà-
çèÿ À. Ä. Àëåêñàíäðîâà ëîêàëüíî äâóñòîðîííå îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû è
îáñóæäàþòñÿ íîâûå ñâÿçàííûå ñ ýòèì ðåçóëüòàòû.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñóáìåðñèÿ f èç ðèìàíîâà C0-ìíîãîîáðàçèÿ M , (ò.å.
ñíàáæåííîãî íåïðåðûâíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì,) â äðóãîå òàêîå æå ìíî-
ãîîáðàçèå N åñòü òàêîå C1-îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M
êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå df(x) : TxM → Tf(x)N ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé
îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè è ïîñëåäóþùåé èçîìåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îòîáðàæåíèå f èç îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
M â äðóãîå N åñòü (ëîêàëüíàÿ) ñóáìåòðèÿ ([2]), åñëè f(B(x, r))=B(f(x), r)
äëÿ âñåõ x ∈ M è âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë r (òàêèõ,
÷òî 0 < r < r(x), ãäå r(x) åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
M). Çäåñü B îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé øàð. Ñëàáàÿ (ëîêàëüíàÿ) ñóáìåòðèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî çàìåíîé â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè çàìêíóòûõ
øàðîâ B íà îòêðûòûå øàðû U .
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðàäèóñ êîìïàêòíîñòè c = c(x) ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M â òî÷êå x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïðåìóì âñåõ
âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë r òàêèõ, ÷òî øàð B(x, r) êîìïàêòåí.

Î÷åâèäíî,
1) Êàæäàÿ (ëîêàëüíàÿ) ñóáìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé (ëîêàëüíîé) ñóá-

ìåòðèåé.
2) Åñëè M ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî êàæäàÿ ñëàáàÿ ëîêàëüíàÿ ñóá-

ìåòðèÿ f : M → N ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ñóáìåòðèåé è N òàêæå ëîêàëüíî
êîìïàêòíî.

Ìîæíî òàêæå äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
3) Åñëè f : M → N � ñëàáàÿ ëîêàëüíàÿ ñóáìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóò-

ðåííåé ìåòðèêîé è M ëîêàëüíî êîìïàêòíî è ïîëíî, òî f � ñóáìåòðèÿ è N
òàêæå ëîêàëüíî êîìïàêòíî è ïîëíî.

4)Åñëè M � (ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîëíîå) ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé è f : M → N � ñëàáàÿ ñóáìåòðèÿ, òî N òàêæå (ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîå ïîëíîå) ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (è f � ñóáìåòðèÿ).

Âèäíî, ÷òî ïîíÿòèå (ñëàáîé) (ëîêàëüíîé) ñóáìåòðèè èìååò ñìûñë â ÷è-
ñòî ìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Ïîä ìíîãîîáðàçèåì Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ìû áóäåì
ïîíèìàòü ìíîãîîáðàçèå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ëîêàëüíî äâóñòîðîííå îãðà-
íè÷åííîé ïî Àëåêñàíäðîâó êðèâèçíû [3].

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà A. Ïóñòü f : M → N � îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé Àëåêñàí-
äðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû.

1. Åñëè f åñòü C1-ñóáìåðñèÿ, òî f � ëîêàëüíàÿ ñóáìåòðèÿ. Êðîìå
òîãî, åñëè M ïîëíî, òî f � ñóáìåòðèÿ è N òàêæå ïîëíî.

2. Åñëè f � ñëàáàÿ ëîêàëüíàÿ ñóáìåòðèÿ, òî f åñòü ðèìàíîâà C1,1-
ñóáìåðñèÿ îòíîñèòåëüíî êàðò äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò â M è N
(ñì. [3]).

Òàêèì îáðàçîì, ýòà òåîðåìà äàåò ÷èñòî ìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ
ðèìàíîâîé ñóáìåðñèè äëÿ ìíîãîîáðàçèé Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðè-
âèçíû, â ÷àñòíîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ C2-ìíîãîîáðàçèé.

Çàìå÷àíèå 1.4. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû A, êîãäà M è N � ðèìàíîâû
C∞-ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé èç [4] è áûëî äîêàçàíî â ñòàòüå [1].
Äàæå â ýòîé ñèòóàöèè, C1,1-ãëàäêîñòü f îïòèìàëüíà (ñì. [5] è [1]).

Çàìå÷àíèå 1.5. Ìû íå çíàåì, âåðíî ëè ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
A òàêæå îòíîñèòåëüíî êàðò ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò â M è N . Äèñòàí-
öèîííûå è ãàðìîíè÷åñêèå êàðòû ñîñòàâëÿþò âìåñòå C1,a-àòëàñ äëÿ âñåõ
÷èñåë a ∈]0, 1[, ÷òî ìîæíî âûâåñòè èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ èìååò C1,a-ãëàäêîñòü îòíîñèòåëüíî äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò (ñì. [6]).
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ëîêàëüíàÿ ñóáìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèé Àëåêñàíäðîâà
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îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû èìååò êëàññ ãëàäêîñòè C1,a îòíîñèòåëüíî ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Âîçìîæíî, îáùàÿ (ëîêàëüíàÿ) ñóáìåòðèÿ ìíîãîîá-
ðàçèé Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû èìååò ëó÷øóþ ãëàäêîñòü â
äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàòàõ, ÷åì â ãàðìîíè÷åñêèõ, õîòÿ ãàðìîíè÷åñêèé
àòëàñ èìååò ãîðàçäî ëó÷øóþ ãëàäêîñòü (êëàññà C3,a) (ñì. [3]).

Ìû îáñóäèì òàêæå ïîíÿòèå ñóáìåòðèè ñ äóøîé, êîòîðàÿ áûëà îïðåäå-
ëåíà â [1] äëÿ ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé êàê ñóáìåòðèÿ, äîïóñêà-
þùàÿ ïðàâîå îáðàòíîå íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå.

2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A

1. Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà êàðò äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò íà ìíîãî-
îáðàçèè Àëåêñàíäðîâà M îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû îïðåäåëÿåò ñòðóê-
òóðó äèôôåðåíöèðóåìîãî C1,1-ìíîãîîáðàçèÿ íà M ñ ëèïøèöåâûìè
êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è êàæäàÿ äèñòàíöèîííàÿ ôóíê-
öèÿ dp(x) := px ÿâëÿåòñÿ C1,1-ôóíêöèåé íà ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
U(p) òî÷êè p ∈ M ñ (ëîêàëüíî) ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòíûì ïîëåì
Xp := graddp. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî òîëüêî, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà â
U(p) ñîåäèíÿëàñü ñ p åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé. ×åðåç v(p) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü äàëåå ñóïðåìóì âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë r, òàêèõ ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè â U(p, r) ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííîé
êðàò÷àéøåé. Ëåãêî âèäíî, ÷òî |v(p)− v(q)| ≤ pq äëÿ p, q ∈ M .

Ïóñòü f : M → N � ðèìàíîâà C1-ñóáìåðñèÿ ìíîãîîáðàçèé Àëåêñàí-
äðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî f � ëîêàëü-
íàÿ ñóáìåòðèÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðèìàíîâîé C1-ñóáìåðñèè ñëåäóåò, ÷òî f íå óâåëè-
÷èâàåò äëèí êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïóòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, f
íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå è f(B(x, r)) ⊂ B(f(x), r) äëÿ êàæäîé
òî÷êè x ∈ M è êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà r. Ïî-
ýòîìó íóæíî äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå äëÿ íåêîòîðîé
ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè r = r(x).

Äîêàæåì, ÷òî B(f(x), r) ⊂ B(x, r), åñëè 0 < r < v(f(x)) è B(x, r),
B(f(x), r) êîìïàêòíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî âçÿòü r(x) := min(c(x),
c(f(x), v(f(x)). Òàê êàê f íåðàñòÿãèâàþùåå, î÷åâèäíî |r(p)− r(q)| ≤
pq.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r0 = f(x)y ≤ r äëÿ y ∈ N . Ñóùåñòâóåò òî÷êà
z ∈ N òàêàÿ ÷òî f(x) lëåæèò ìåæäó òî÷êàìè z è y, zy < v(z) è
B(z, max(zy, r)) êîìïàêòíî. Òîãäà íà êîìïàêòíîì êîëüöå R := B(z,
max(zy, r)) U(z, zf(x)) èìååòñÿ ëèïøèöåâî åäèíè÷íîå ãðàäèåíòíîå
ïîëå X := Xz. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò Y
ïîëÿ X íà ïðîîáðàçå f−1(R), ò.å. ïîëå, îðòîãîíàëüíîå âñåì ñëîÿì
(ïðîîáðàçàì òî÷åê â M), êîòîðîå df ïåðåâîäèò â X. Òîãäà Y � íåïðå-
ðûâíîå è åäèíè÷íîå, òàê êàê f ðèìàíîâà C1- ñóáìåðñèÿ. Âîçüìåì
ëþáóþ ìàêñèìàëüíóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ c = c(t) ïîëÿ Y ñ íà÷à-
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ëîì x. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ Ïåàíî è òåîðåìó î ðàñøè-
ðåíèè äëÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç
[7], âèäèì, ÷òî c îïðåäåëåíà íà [0, r], ñëåäîâàòåëüíî íà [0, r0]. Òîãäà åå
îáðàç fc : [0, r0] → N äîëæåí áûòü åäèíñòâåííîé èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé ïîëÿ X ñ íà÷àëîì f(x), òàê êàê X ëèïøèöåâî; ñëåäîâàòåëüíî ýòî
(åäèíñòâåííàÿ) êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè f(x) è y. Ïîýòîìó
f(c(r0)) = y è c(r0) ëåæèò â B(x, r); ñëåäîâàòåëüíî f � ëîêàëüíàÿ
ñóáìåòðèÿ.

Òåïåðü ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç îáùåãî óòâåðæäåíèÿ
3) âûøå.

2. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ñòàòüå [1], êîãäà è M è N � ðèìàíîâû
C∞-ìíîãîîáðàçèÿ, ñ ïîìîùüþ äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè è äèñòàíöè-
îííûõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Òå æå ðàññóæäåíèÿ äàþò òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óïîìÿíóòûì ðåçóëüòàòîì, ÷òî äèñòàí-
öèîííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà M èëè N îïðåäåëÿþò C1,1-àòëàñ, â
êîòîðîì ñóæåíèå äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè dp íà U(p, v(p)) p òàêæå
C1,1-ãëàäêî.

Ìû äîêàçàëè òåîðåìó A.

3 Ñóáìåòðèÿ ñ äóøîé

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñóáìåòðèÿ f : M → N ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
íàçûâàåòñÿ ñóáìåòðèåé ñ äóøîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåðàñòÿãèâàþùåå
îòîáðàæåíèåa g : N → M , ÷òî fg = IdN (ñì. [1]).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íåðàñòÿãèâàþùàÿ ðåòðàêöèÿ r ìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà M íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî N íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ðåòðàêöèåé.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.3. 1. Êàæäàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðåòðàêöèÿ åñòü ñóáìåò-
ðèÿ ñ äóøîé.

2. Êàæäîå ïðàâîå îáðàòíîå íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå g äëÿ ñóá-
ìåòðèè f : M → N ñ äóøîé åñòü èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå â M è
èçîìåòðèÿ íà îáðàç g(N). Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå gf ÿâëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêîé ðåòðàêöèåé M íà g(N).

3. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, åñëè M è N � ìíîãîîáðàçèÿ Àëåê-
ñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû, òî ìíîæåñòâî g(N) åñòü âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â M .

Ïîýòîìó, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, ïîíÿòèÿ ñóáìåòðèè ñ äóøîé è
ìåòðè÷åñêîé ðåòðàêöèè ñîâïàäàþò.

Äëÿ ïîëíîãî ðèìàíîâà îòêðûòîãî C∞-ìíîãîîáðàçèÿ M íåîòðèöàòåëü-
íîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû è åãî äóøè S Â.À.Øàðàôóòäèíîâ ïîñòðîèë ìåò-
ðè÷åñêóþ ðåòðàêöèþ èç M íà S (ñì. [8]). Ýòîò ôàêò è ïðåäëîæåíèå 3.3
îïðàâäûâàþò òåðìèí â îïðåäåëåíèè 3.1.
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Çàìå÷àíèå 3.4. Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû A è ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëå-
äóåò, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ðåòðàêöèÿ Øàðàôóòäèíîâà s åñòü ðèìàíîâà C1,1-
ñóáìåðñèÿ, òàê ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ðåçóëüòàò
Ïåðåëüìàíà î òîì, ÷òî s ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé C1-ñóáìåòðèåé, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî â ðàáîòå [1].

Çàìå÷àíèå 3.5. Èç òåîðåìû E è ñëåäñòâèÿ 6.2 â [1] ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ
ñóáìåòðèÿ ñ äóøîé f : M → N , ãäå M � ïîëíîå îòêðûòîå ðèìàíîâî C∞-
ìíîãîîáðàçèå íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, à N � êîìïàêòíîå
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, åñòü ðèìàíîâà C2- ñóáìåðñèÿ è f � C∞-íà îòêðû-
òîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå â M ïîëíîé ëåáåãîâîé ìåðû. Â ÷àñòíî-
ñòè, ýòî âåðíî äëÿ îòîáðàæåíèÿ Øàðàôóòäèíîâà f = s.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Êàæäîå ïîëíîå íåêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Àëåê-
ñàíäðîâà M íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû äîïóñêàåò ìåòðè÷åñêóþ ðåòðàê-
öèþ f = s íà òàêîå âïîëíå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå N = S,
÷òî M ãîìåîìîðôíî íîðìàëüíîìó âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ n(S) íàä S è
âåðíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â [9] (èëè, ýêâèâàëåíòíî, òåîðåìû E â
[1]).

Æåëàÿ óëó÷øèòü C2-ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ f â ñèòóàöèè çàìå÷àíèÿ
3.5, ìîæíî áûëî áû ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë df : TM →
TN ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé C1-ñóáìåðñèåé, ãäå êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ TM
è TN ñíàáæåíû ðèìàíîâû ìåòðèêàìè Ñàñàêè [10], è çàòåì èñïîëüçîâàòü
òåîðåìó A.

Äëÿ ðèìàíîâà C1-ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), (íåïðåðûâíàÿ) ìåòðèêà Ñàñà-
êè G íà TM åäèíñòâåííûì îáðàçîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ
óñëîâèÿìè:

A) Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p : (TM,G) → (M, g) åñòü ðèìàíîâà C1-
ñóáìåðñèÿ.

B) Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M , åñòåñòâåííîå îòîæäåñòâëåíèå ñëîÿ
p−1(x) = TxM ñ (ãîðèçîíòàëüíûì âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðèìàíî-
âîé ñóáìåðñèè p â êàæäîì âåêòîðå v ∈ TxM) Tv(TxM) åñòü èçîìåòðèÿ
åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

C) Ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g íà
âåêòîðíîì ðàññëîåíèè TM ñîâïàäàåò ñ ãîðèçîíòàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íà TM äëÿ ðèìàíîâîé C1-ñóáìåðñèè p.

Ê ñîæàëåíèþ, óïîìÿíóòàÿ âûøå ïîïûòêà áûëà áû ïî÷òè áåñïîëåçíîé
ââèäó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà B. Ïóñòü f : M → N � ðèìàíîâà C2-ñóáìåðñèÿ (ðèìàíîâûõ
C∞-ìíîãîîáðàçèé M è N). Òîãäà df : TM → TN , ãäå TM è TN ñíàáæåíû
ìåòðèêîé Ñàñàêè, ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé C1-ñóáìåðñèåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäûé ñëîé ñóáìåðñèè f � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèé.

Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ïîñêîëüêó åå ìîæíî äîêà-
çàòü, èñïîëüçóÿ ïðÿìîå ðóòèííîå, õîòÿ è íåñêîëüêî äëèííîå âû÷èñëåíèå,
îñíîâàííîå íà ôîðìóëå ìåòðèêè Ñàñàêè â ðàáîòå [10], è ýòà òåîðåìà íå
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ñòàòüè.
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